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fü
rM

at
riz

en
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.1
01

c)
M

at
rix

da
rs

te
llu

ng
de

rk
om

pl
ex

en
Z

ah
le

n
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.1

11

d
)

D
as

G
au

ß
sc

he
E

lim
in

at
io

ns
ve

rfa
hr

en
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.1

14

e
)

E
rs

te
B

ei
sp

ie
le

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.1

16



f)
D

ie
S

tr
uk

tu
rd

er
L

ös
un

gs
m

en
ge

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
13

0

g
)

A
ffi

ne
R

äu
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lä
ch

en
be

st
im

m
un

g.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

36
5

3)
In

te
gr

at
io

n
al

s
D

ur
ch

sc
hn

itt
sb

es
tim

m
un

g..
..

..
..

..
..

..
..

.3
66

b
)

In
te

gr
at

io
n

el
em

en
ta

re
rF

un
kt

io
ne

n
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.3
68

1)
D

ie
F

un
kt

io
n

� (

� )=

� 2 ..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.3

67

2)
D

ie
E

xp
on

en
tia

lfu
nk

tio
n.

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.3
69

3)
D

ie
D

IR
IC

H
LE

T
sc

he
S

pr
un

gf
un

kt
io

n
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

37
0

c)
D

efi
ni

tio
n

de
sR

ie
m

an
n-

In
teg

ra
ls

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.3
72

1)
W

ar
um

lo
hn

ts
ic

h
ei

n
al

lg
em

ei
ne

re
rA

ns
at

z?
..

..
..

..
..

..
..

37
2

2)
W

o
so

llt
e

de
rb

is
he

rig
eA

ns
at

zm
od

ifi
zi

er
tw

er
de

n?
..

..
..

.3
73

3)
A

nw
en

du
ng

de
sM

itt
el

w
er

ts
at

ze
s.

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

37
5

4)
G

le
ic

hm̈
aß

ig
eS

te
tig

ke
it

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
37

7

5)
D

efi
ni

tio
n

ei
ne

rA
pp

ro
xi

m
at

io
nf

ür
da

sI
nt

eg
ra

l
..

..
..

..
..

.3
79

6)
E

xi
st

en
zd

es
R

IE
M

A
N

N
-I

nt
eg

ra
ls

f ü
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kö

nn
en

S
ie

di
es

e
un

be
so

rgt
ka

uf
en

;
di

e
Ä
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ö

h
e

re
M

a
th

e
m

a
tik

II
,

D
iff

e
-

re
n

tia
lg

le
ich

u
n

ge
n

,F
u

n
kt

io
n

e
n

th
e

o
ri
e,F

o
u

ri
e

r-
A

n
a

ly
se

,V
a

ri
a

-
tio

n
sr

e
ch

n
u

n
g,

S
pr

in
ge

r,4
20

01

D
ie

se
sz

w
ei

b̈a
nd

ig
eW

er
k

en
tḧ
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tä
nd

ig
en

B
ew

ei
se

n;
zu

ei
ni

ge
nG

ru
nd

al
go

rit
hm

en
si

nd
P

ro
gr

am
m

e
an

ge
ge

be
n.

F ü
rd

ie
H

ö
h

e
re

M
a

th
e

m
a

tik
I

re
ic

ht
de

re
rs

te
B

an
d.

[D
]

H
.J

.D
IR

S
C

H
M

ID
:

M
a

th
e

m
a

tis
ch
e

G
ru

n
d

la
ge

n
d

e
r

E
le

kt
ro

te
ch

-
n

ik
,V

ie
w

eg
,1

99
2

E
tw

a
f ü
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kö
nn

en
,m

it
di

es
en

E
in

sc
hr̈

an
ku

ng
en

,
di

e
er

st
en

be
id

en
B

än
de

n ü
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vö
lli

g
au

sr
ei

ch
t.



K
ap

ite
l

1
V

ek
to

rr
äu
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fü

rA
na

ly
si

s,
G

eo
m

et
rie

,D
if

fe
re

nt
i-

al
gl

ei
ch

un
ge

nu
nd

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n,s
on

de
rn

au
ch

be
is

pi
el

sw
ei

-
se

in
de

rO
pt

im
ie

ru
ng

,d
er

S
ig

na
lve

ra
rb

ei
tu

ng
(z

.B
.K

od
ie

ru
ng

st
he

or
ie

,
K

ry
pt

og
ra

ph
ie

un
d

B
ild

ve
ra

rb
ei

tu
ng

),d
er

O
pt

ik
,E

le
kt

ro
dy

na
m

ik
un

d
Q

ua
nt

en
phy

si
k.

D
ie

an
sc

ha
ul

ic
hs

te
nV

ek
to

rr̈a
um

es
in

d
di

e,
de

re
nE

le
-

m
en

te
an

sc
ha

ul
ic

he
V

ek
to

re
ns

in
d;

de
rg

ro
ß

eV
or

te
il

ei
ne

re
in

he
itl

ic
he

n
B

eh
an

dl
un

gd
ie

se
rV

ek
to

re
nu

nd
za

hl
re

ic
he

ra
nd

er
er

O
bj

ek
te

un
te

rd
em

ge
m

ei
ns

am
en

D
ac

h
de

sB
eg

rif
fs

”V
ek

to
rr

au
m“

be
st

eh
td

ar
in

,d
aß

m
an

vi
el

e
fü
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fü
hr

te
–

f ü
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hr

te
si

e
sc

hl
ie

ß
lic

hz
u

de
n

re
el

le
nZ

ah
le

n.

A
uc

h
hi

er
is

t
no

ch
ni

ch
t

al
le

s
m

ög
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üß

te

 2

= 0
se

in
,w

as
ni

ch
ti

m
S

in
ne

de
sE

rfi
nd

er
si

st
.N

ic
ht

zu
le

tz
t

au
s

di
es

em
G

ru
nd

m
ac

he
nd

ie
K

ör
pe

ra
xi

om
ek

ei
ne

rle
iA

us
sa

ge
üb
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fü
rd

ie
M

ul
tip

lik
at

io
n

)? =

) �
? läß
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ög
lic

h,
ei

ne
be

lie
bi

ge
re

el
le

Z
ah

lm
it

en
dl

ic
he

m
A

uf
w

an
d

zu
be

sc
hr

ei
be

n–
er

st
re

ch
th

at
m

an
ke

in
e

C
ha

nc
e,

be
lie

bi
ge

re
el

le
Z

ah
le

n
in

ei
ne

m
C

om
pu

te
rd

ar
zu

st
el

le
n.

E
s

ko
m

m
tn

oc
h

sc
hl

im
m

er
:N

ac
h

ei
ne

m
19

68
vo

n
R

IC
H

A
R

D
S

O
N

be
w

ie
-

se
ne

nS
at

zl
äß
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üb
lic

he
rw

ei
se

m
it

0
un

d
1

be
ze

ic
hn

etw
er

de
n.

W
ir

w
ol

le
n

au
s

de
rM

en
ge

F 2
=

� 0
 1

� di
es

er
be

id
en

Z
us

ẗa
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üs
se

nw
ir

fe
st

leg
en

,d
aß

1
+

1
=

0
is

t.

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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äu

m
e

a)
V

ek
to

re
n

in
de

r
E

be
ne

un
d

im
R

au
m

V
ek

to
re

nw
er

de
na

ns
ch

au
lic

hd
ar

ge
st

el
ltd

ur
ch

P
fe

ile
,d

.h
.d

ur
ch

ge
ric

h-
te

te
V

er
bi

nd
un

gs
st

re
cke

n
zw

ei
er

P
un

kt
e.

S
ie

si
nd

fe
st

ge
leg

td
ur

ch
di

e
A

ng
ab

ev
on

A
nf

an
gs

-u
nd

E
nd

pu
nk

t,a
be

ra
uc

hb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

du
rc

hd
ie

A
ng

ab
ev

on
A

nf
an

gs
pu

nk
t,L

än
ge

un
d

R
ic

ht
un

g,
w

ob
ei

di
es

eR
ic

ht
un

g
je

do
ch

fü
rP

fe
ile

de
rL

än
ge

N
ul

ln
ic

ht
de

fin
ie

rt
is

t.

P
fe

ile
di

es
er

A
rt

si
nd

nü
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ß

ts
ic

h
di

es
eR

eg
el

au
fd

as
ge

w
öh
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hü

be
rje

de
m

K
ör

pe
r

. de
n

N
ul

lv
ek

to
rr

au
m

,d
er

nu
ra

us
de

m
N

ul
lv

ek
to

r

H 0
be

st
eh

t.

d)
Li

ne
ar

e
A

b
bi

ld
un

ge
n

V
ek

to
rr̈ a

um
ew

er
de

ne
rs

tr
ic

ht
ig

in
te

re
ss

an
t,w

en
n

m
an

m
it

ih
re

n
E

le
-

m
en

te
ne

tw
as

m
eh

rt
un

ka
nn

al
ss

ie
nu

rz
u

ad
di

er
en

un
d

m
it

S
ka

la
re

nz
u

m
ul

tip
liz

ie
re

n.
In

de
rG

eo
m

et
rie

et
w

a
m

öc
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

b
)U

nt
er

de
m

K
e

rn
vo

n

i ve
rs

te
he

nw
ir

di
e

M
en

ge

K
er

n

i = de
f

Z H '
%O
[\[i (

H ' )=

H 0

] .

c)
D

as
B

ild
vo

n

i ist
di

e
M

en
ge

B
ild

i = de
f

Z H ?
%
j[\[ E

s
gi

bt

H '
%O

m
it

i (H ' )
=

H ?] .

D
ie

be
id

en
al

le
re

in
fa

ch
st

en
B

ei
sp

ie
le

fü
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Fü
r

vo
rg

eg
eb

en
eP

un
kt

e

` 1
��
�

`vu
% (

0 
1 )
de

fin
ie

re
nw

ir
di

e
A

bb
il-

du
ng

i :kwlnlnlno lnlnlnpY�I (

0 
1 )

�J

�u

� <

S T� (

` 1
)

. . . � (

`xu )

U V,

di
e

� an

y A
rg

um
en

te
na

us
w

er
te

t.A
nw

en
du

ng
is

tb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

di
e

D
ig

ita
lis

ie
ru

ng
ei

ne
sS

ig
na

ls
,e

tw
a

ei
ne

sM
us

ik
sẗ

uc
ks

fü
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rä

um
e

K
er

n
un

d
B

ild
ei

ne
rl

in
ea

re
n

A
bb

ild
un

g
w

er
de

n
im

al
lg

em
ei

ne
nu

n-
en

dl
ic

he
M

en
ge

n
se

in
,s

o
da

ß
se

lb
st

be
iV

ek
to

rr̈a
um

en
w

ie
de

m

� 3
zu

n̈a
ch

st
ni

ch
tg

an
z

kl
ar

is
t,

w
ie

m
an

si
e

m
it

en
dl

ic
he

m
A

uf
w

an
d

be
-

sc
hr

ei
be

nk
an

n.
B

ei
ni

ch
tli

ne
ar

en
A

bb
ild

un
ge

nk
an

ns
o

et
w

as
in

de
rT

at
ei

n
gr

oß
es

P
ro

bl
em

se
in

,a
be

rh
ie

ri
m

Li
ne

ar
en

re
ic

he
nu

ns
er

ev
or

ha
n-

de
ne

nW
er

kz
eu

ge
zu

m
in

de
st

f ü
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tu
nd

S
ur

je
kt

ivi
t ä

tz
u

tu
n;

er
in

ne
rn

w
ir

un
s

zu
n̈ a

ch
st

an
di

e
D

efi
ni

tio
n

di
es

er
B

eg
rif

fe
:

D
efi

ni
tio

n:
a

)E
in

e
A

bb
ild

un
g

i :

�


y zw

is
ch

en
zw

ei
M

en
ge

nh
ei

ß
t

in
je

kt
iv,

w
en

nk
ei

ne
zw

ei
ve

rs
ch

ie
de

ne
nE

le
m

en
te

vo
n

� da
ss

el
be

B
ild

ha
be

n,
d.

h.
au

s
de

r
G

le
ic

hh
ei

tv
on

i (

� 1
)

un
d

i (

� 2
)

fo
lg

t
fü
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fü

rg
er

ad
es

.

� 1
fü
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äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e
��

d
)D

ie
V

ek
to

re
n

H ' 1
��
�


H ' �

he
iß

en
lin

e
a

ru
n

a
b

ḧa
n

g
ig

,w
en

nd
er

N
ul

lv
ek

-
to

rn
ic

ht
al

s
ni

ch
ttr

iv
ia

le
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
nv

on

H ' 1
��
�


H ' �
da

rs
te

llb
ar

is
t,

d.
h.

ei
ne

G
le

ic
hu

ng
de

rF
or

m

K 1

H ' 1
+

��� +

K �H '
� =

H 0

ka
nn

nu
rg

el
te

n,
w

en
n

al
le

K z ve
rs

ch
w

in
de

n.

e
)

S
in

d

H ' 1
��
�


H ' �

n
ic

h
t

lin
ea

ru
na

bḧ
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tḧ

al
t.

D
an

n
is

t

X in
sb

es
on

de
ree

in
V

ek
to

rr
au

m
,e

nt
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r
je

de
n

U
nt

er
ve

kt
or

ra
um

X ,
de

r

� en
tḧ
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üb
rig

en

H ' z s
ch

re
ib

en
.

g)
D

ie
D

im
en

si
on

ei
ne

sV
ek

to
rr

au
m

s

D
ie

D
im

en
si

on
ei

ne
sV

ek
to

rr
au

m
ss

ol
ln

aẗ
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lä
ß

ts
ic

h
je

de
rV

ek
to

r

H '
%O

al
s

Li
ne

ar
ko

m
bi

na
tio

nv
on

en
dl

ic
h

vi
el

en
E

le
m

en
te

na
us

­ da
rs

te
lle

n.
A

uc
h

w
en

nw
ir

vo
n

zw
ei

so
lc

he
nD

ar
st

el
lu

ng
en

au
sg

eh
en

,is
td

ie
M

en
ge



4�

H
öh
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üb

rig
bl

ei
bt

,s
ei

di
e

M
en

ge

y ,d
.h

.

y =

±§¦
� .

D
am

it
si

nd

� un
d

y zw
ei

di
sj

un
kt

eT
ei

lm
en

ge
nv

on

O ,d
er

en
V

er
ei

ni
-

gu
ng

di
e

M
en

ge

± en
tḧ
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bḧ

an
gi

g
is

t;
de

nn
da

nn
is

t

� #
y ei

ne
B

as
is

vo
n

O ,d
ie

� en
tḧ
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äß
ts

ic
h

al
s

Li
ne

ar
ko

m
bi

na
tio

nd
er

re
st

lic
he

n

H ' �

un
d

de
r

H 1 £ a
us

dr̈u
ck

en
.

D
am

it
w

ird

O =
[

� # (

y ¦
� H ' z
� )]

au
ch

vo
n

de
ru

m
H ' z v

er
m

in
de

rt
en

M
en

ge
er

ze
ug

t,u
nd

w
ir

ha
be

nn
ur

no
ch

� � 1
V

ek
to

re
n

H ' � .
D

ah
er

gi
bt

es
na

ch
In

du
kt

io
ns

an
na

hm
eei

ne
B

as
is

vo
n

O ,d
ie

� en
tḧ
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Ö

D
E

L
(1

90
6–

19
78

),s
ei

t1
94

0
im

am
er

ik
an

is
ch

en
E

xi
l

in
P

rin
ce

to
n,

da
ß

so
w

oh
ld

ie
se

sA
xi

om
al

s
au

ch
se

in
eN

eg
at

io
n

m
it

de
n

re
st

lic
he

n
A

xi
om

en
de

rM
en

ge
nl

eh
rek

om
pa

tib
el

is
t;

da
sg

le
ic

he
gi

lt
de

m
na

ch
au

ch
fü
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zä
qu

iva
le

nt
.

M
an

be
ac

ht
e,

da
ß

es
in

di
es

em
K

or
ol

la
r

se
hr

w
es

en
tli

ch
is

t,
da

ß
w

ir
vo

n
ei

ne
m

e
n

d
lic

h
d

im
e

n
si

o
n

a
le

nV
ek

to
rr

au
m

au
sg

eh
en

:Fü
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rÜ
be

rt
ra

gu
ng

w
ird

al
so

au
fj

ed
e

Fo
lg

e
vo

n
si

eb
en

B
it

di
e

lin
ea

re
A

bb
ild

un
g

i :_

F 7 2


F 8 2

(

� 1
��
�

� 7

)

<
 (

� 1
��
�

� 7

� 1

+

��� +
� 7

)

an
ge

w
en

de
t.A

uc
h

di
e

Ü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

w
ei

te
re

rV
ek

to
r

H ?%
Fu 2

ge
bi

ld
et

,u
nd

ta
ts̈a

ch
lic

hü
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r
da

sR
ec

hn
en

in
di

es
em

K
ör

pe
ri

st
am

ge
rin

gs
te

nf
ür

di
e

A
dd

iti
on

:D
a

0 +

1 f ü
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ẗu
rli

ch
e

Z
ah

le
n

� un
d$

gi
bt

es
ni

ch
tn

eg
at

iv
e

ga
nz

eZ
ah

le
n

à un
d

� ,so
da

ß

� =

à$ +

� u
nd

0~
�M
$

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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äß

ts
ic

h
da

sb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

fo
lg

en
de

rm
aß

en
fo

rm
ul

ie
re

n:

á � �
â ã�
á �� �
î �Ú
ê  � å
æç

á � �
â ã�
á   � ��
��  �
ã �ï
�
� �
�ç

á  �
á�èï
éçá
ê  ð�
��
�ç

á ê ��
áá§ñ
á ñ ��
�  �ã
� �ï
ççç

á   � ��
��  �
ã ï
á ��
Û�  ã
� ��
�ï
ç �
�

áóò�
á ô ñ
�
ççá ò
�á ô
ñ
�ççç
ççç

á   � ��
��  �
ã å
æõ
éé
õçç

In
na

ẗu
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tä

rs
m

it
de

m
S

ch
l̈u

ss
el

m
an

a-
ge

m
en

tz
u

lö
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lü

ss
e

lu
n

g,a
be

rd
as

P
rin

zi
p

w
ar

da
sg

le
ic

he
.

E
rs

te
Id

ee
n

da
zu

si
nd

in
ei

ne
ra

uf
Ja

nu
ar

19
70

da
tie

rt
en

A
rb

ei
t

vo
n

JA
M

E
S

H
.

E
LL

IS
zu

fin
de

n,
ei

n
pr

ak
tik

ab
le

sS
ys

te
m

in
ei

ne
ra

uf
de

n
20

.N
ov

em
be

r1
97

3
da

tie
rt

en
A

rb
ei

tv
on

C
LI

F
F

C
.C

O
C

K
S.

W
ie

im
M

i-
lie

u
üb
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ẗu

rli
ch

ne
ga

tiv
).

F ü
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ẗu
rli

ch
au

ch
fü
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ẗu
rli

ch
le

ic
ht

(

Ð �

1)
(

à �

1)
be

re
ch

ne
n.I

st
um

ge
ke

hr
t

(

Ð �

1)
(

à �

1)
=

Ðà
�Ð
�à +

1
=

y +
1

� (Ð

+

à )
be

ka
nn

t,s
o

ke
nn

tm
an

au
ß

er
de

m
P

ro
du

kt

y au
ch

di
e

S
um

m
e

� de
r

be
id

en
P

rim
fa

kt
or

en
,u

nd
di

es
es

in
d

di
e

le
ic

ht
be

re
ch

en
ba

re
nL
ös

un
ge

n
de

rq
ua

dr
at

is
ch

en
G

le
ic

hu
ng

�2

�
� � +

y =
0.

Z
ur

pr
ak

tis
ch

en
D

ur
ch

fü
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rä

hn
lic

he
m

ge
ei

gn
et

,d
a

de
rG

e-
ge

n̈u
be

ra
nh

an
dd

es
öf
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ẗu
rli

ch
ni

ch
te

in
fa

ch
je

d
e

Z
ah

ls
ei

n;
so

ns
t

w
är

e
je

de
Z

ah
lk

le
in

er

y ei
ne

B
an

kn
ot

e.
A

nd
er

er
se

itd
ür

fe
n

di
e

S
er

i-
en

nu
m

m
er

na
be

ra
uc

hn
ic

ht
vo

n
de

rB
an

k
ve

rg
eb

en
w

er
de

n,
de

nn
so

ns
t

w
üß
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tü
ck

el
un

ge
ns

in
nv

ol
l

is
t

(G
el

ds
ch

ei
ne

nim
M

ill
io

ne
nw

er
tw

är
en

au
fG

ru
nd

ih
re

rS
el

te
nh

ei
tn

ic
ht

w
irk

lic
h

an
on

ym
un

d
w

ür
de

n,
w

eg
en

de
rd

am
it

ve
rb

un
de

ne
nM

ög
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eḧo

rd
e

is
t.

D
a

R
ec

hn
er

im
m

er
sc

hn
el

le
ru

nd
le

is
tu

ng
sf̈a

hi
ge

rw
er

de
nu

nd
au

ch
au

f
de

rt
he

or
et

is
ch

-a
lg

or
ith

m
is

ch
enS

ei
te

fa
st

je
de

sJ
ah

rk
le

in
er

eo
de

rg
rö
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eÖ
ffe

nt
lic

hk
ei

t,
vo

n
de

rd
ie

K
om

m
en

ta
re

zu
de

n
E

nt
-

w
ür

fe
n

ko
m

m
en

,b
es

te
ht

na
tu

rg
em̈

aß
in

er
st

er
Li

ni
e

au
sA

nb
ie

te
rn

vo
n

K
ry

pt
og

ra
ph

ie
-S

of
twa

re
,u

nd
al

s
er

fa
hr

en
eE

xp
er

te
nf

ür
D

at
en

si
ch

er-
he

it
w

is
se

n
di

es
e,

da
ß

ei
n

V
er

fa
hr

en
nu

r
da

nn
w

irk
lic

h
ge

ei
gn

et
se

in
ka

nn
,w

en
n

es
di

e
ei

ge
ne

F
irm

a
im

A
ng

eb
ot

ha
t.

(A
m

ge
ei

gn
et

st
en

si
nd

na
ẗu
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ög

lic
h,

w
en

n

$ ein
eP

rim
za

hl
vo

n
bi

s
zu

et
w

a
51

2
B

it
is

t,
al

so
un

ge
f̈a

hr
15

5
D

ez
im

al
-

st
el

le
nh

at
;a

uc
hi

n
di

es
em

Fa
ll

da
ue

rtd
ie

B
er

ec
hn

un
ga

lle
rd

in
gs

se
lb

st
be

im
as

siv
er

Pa
ra

lle
lis

ie
ru

ng̈
ub

er
da

sI
nt

er
ne

tm
eh

re
re

M
on

at
e,

ge
fo

lg
t

vo
n

ei
ne

rS
ch

lu
ß

re
ch

nu
ng

au
fe

in
em

S
up

er
co

m
pu

te
r.

D
a

di
sk

re
te

Lo
ga

rit
hm

en
au

ch
fü
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hr
tü
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fü
r

P
ol

yn
om

e
lie

fe
rt

,
ha

td
ie

se
E

ig
en

sc
ha

ft,
de

nn
da

di
es

er
gg

T
al

s
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
nv

on

U un
d

V ge
sc

hr
ie

be
nw

er
de

nk
an

n,
m

uß
je

de
s

P
ol

yn
om

,d
as

so
w

oh
l

U al
s

au
ch

V te
ilt

,a
uc

hd
en

gg
T

te
ile

n.

P
ro

bl
em

at
is

ch
eri

st
,

da
ß

es
vi

el
e

so
lc

he
gr

öß
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eü

be
re

in
em

K
ör

pe
ri

st
al

so
ei

nd
eu

tig
bi

s
au

fM
ul

tip
lik

at
io

n
m

it
ei

ne
rn

ic
ht

ve
rs

ch
w

in
de

nd
en

K
on

st
an

te
n;

di
es

eK
on

st
an

te
ka

nn
na

ch
B

el
ie

be
ng

ew
äh

lt
w

er
de

nu
nd

w
ird

m
ei

st
so

ge
w

äh
lt,

da
ß

da
sE

rg
eb

ni
si

n
ir

ge
nd

ei
ne

m
S

in
ne

ei
nf

ac
h

w
ird

.

A
uf

da
so

bi
ge

B
ei

sp
ie

la
ng

ew
en

de
th

ei
ß

td
as

,d
aß

m
it

c 5
=

12
88

74
48

21

54
35

89
22

5
au

ch
ei

ns
ei

n
gg

T
vo

n

d un
d

e is
tu

nd
m

an
da

he
rim

al
lg

em
ei

ne
ns

ag
en

w
ür

de
, ”de

r“
gg

T
vo

n

d un
d

e se
ie

in
s.

E
s

is
t

ei
n

w
oh

lb
ek

an
nt

es
(u

nd
um

ge
hb

ar
es

)P
ro

bl
em

de
r

C
om

pu
te

ra
lg

eb
ra

,da
ß

de
rE

U
K

LI
D

is
ch

e
A

lg
or

ith
m

us
di

es
e

ei
nf

ac
he

L
ös

un
gi

n
ei

ne
rs

o
ko

m
pl

iz
ie

rt
en

Fo
rm

lie
fe

rt
;d

a
un

s
vo

r
al

le
m

P
ol

yn
om

eü
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Fü
rP

ol
yn

om
ëu
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fü

r

$f =
2

ke
in

er
le

iV
or

-
te

ile
.L

ed
ig

lic
h

f ü
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hö
ch

st
en

s

i ,
w

ob
ei

i +
1

de
rG

ra
d

vo
n

K

is
t.

D
ie

A
dd

iti
on

is
t

di
e

ge
w

öh
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öc

ht
en

,d
aß

je
de

sP
ol

yn
om

U ,d
es

se
nG

ra
dk

le
in

er
al

sd
eg

K

is
t,

ei
n

In
ve

rs
es

ha
t,

m
üs
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nf
;W

ir
w

äh
le

nn
aẗ
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fb
yt

es
an

ge
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kö

nn
en

au
ch

de
n

U
m

ga
ng

m
it

lin
ea

re
nA

bb
ild

un
ge

nv
er

ei
nf

ac
he

n.
D

er
G

ru
nd

lie
gt

im
fo

lg
en

de
nL

em
m

a:

Le
m

m
a:

h un
d

� se
ie

n

S -V
ek

to
rr̈a

um
e,

un
d

� se
ie

in
e

B
as

is
vo

n

h .
D

an
n

is
tj

ed
e

lin
ea

re
A

bb
ild

un
g

p :

h
�
� ei

nd
eu

tig
be

st
im

m
td

ur
ch

di
e

B
ild

er

p (L 3 )
de

r
B

as
is

ve
kt

or
en

L 3 I
� .

U
m

ge
ke

hr
tl

äß
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

H
ie

r
w

ie
au

ch
im

al
lg

em
ei

ne
nF

al
l

st
eh

en
in

de
n

S
p

a
lte

nd
er

A
bb

il-
du

ng
sm

at
rix

di
e

K
oe

ffi
zi

en
te

nd
er

B
ild

er
de

rB
as

is
ve

kt
or

en
vo

n

h ,a
us

-
ge

dr̈
uc

kt
be

z̈u
gl

ic
h

de
rB

as
is

vo
n

� .

b)
R

ec
he

nr
eg

el
n

fü
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nn

en
;a

ls
er

st
es

so
llt

en
w

ir
un

sd
az

u
üb
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fü
r

si
ch

al
le

in
e

be
tr

ac
ht

en
,d

or
t

di
e

en
ts

pr
ec

he
nd

eR
ec

he
no

pe
ra

tio
n

im
G

ru
nd

k̈o
rp

er

S au
sg

ef̈u
hr

tw
ird

.
D

a
fü
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fü
r

Gf =
1

de
n

N
ul

lp
un

kt
al

s
ei

nz
ig

n
F

ix
pu

nk
th

at
,i

st
si

e
en

tw
ed

er
ei

ne
D

re
hu

ng
od

er
ei

ne
D

re
hs

pi
eg

el
un

g.
Le

tz
te

re
sk

om
m

tn
ic

ht
in

F
ra

ge
,d

a
m

an
ko

nt
in

ui
er

lic
h

au
fd

em
E

in
-

he
its

kr
ei

sv
on

ei
ns

zu

G ge
he

nk
an

n,
al

so
ha

be
nw

ir
ei

ne
D

re
hu

ng
um

ei
ne

nW
in

ke
l

p .
Z

ur
B

es
tim

m
un

gv
on

p kö
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fü
r

di
e

le
tz

te
no

ch
ve

rb
le

ib
en

de
V

ar
ia

bl
e

� 1
=

3

Ä 5
¬ .

In
sg

es
am

th ä
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sẗa
nd

en

[ 1

 EE
E 

[ 5
un

d
be

ka
nn

te
m

E
in

ga
ng

s-
un

d
A

us
ga

ng
s-

st
ro

m

Ê ;g
es

uc
ht

si
nd

di
e

S
trö

m
e

Ê 1

 EE
E 

Ê 5
.

Ê

Ê 2 Ê 1
Ê 4 Ê 5

[ 2 [ 1

[ 4 [ 5

[ 3 Ê 3

Ê

A
bb

.1
2:

E
in

G
le

ic
hs

tr
om

ne
tz

w
er

k

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e

�"
,

N
ac

h
de

n
K

IR
C

H
H

O
F

Fs
ch

en
G

es
et

ze
nm

üs
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üs

se
ns

ic
h

di
e

S
pa

nn
un

ge
nin

de
n

be
id

en
D

re
ie

ck
en

zu
N

ul
ls

um
m

ie
re

n;n
ac

hd
em

O
H

M
sc

he
nG

es
et

zf
üh

rt
di

es
au

fd
ie

be
id

en
G

le
ic

hu
ng

en

[ 2

Ê 2
+

[ 3

Ê 3

5[ 1
Ê 1

=
0

un
d

[ 3

Ê 3
+

[ 5

Ê 5

5[ 4

Ê 4
=

0
.

O
rd

ne
n

w
ir

di
es

na
ch

de
n

S
tr ö
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üs

se
nw

ir
un

s
al

le
rd

in
gs

zu
n̈a

ch
st

üb
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ög
lic

hs
tw

en
ig

A
uf

w
an

d
ar

be
ite

ns
ol

l–
se

ie
s

au
sK

os
te

ng
r̈ un

de
no

de
rw

eg
en

de
sR

au
m

be
da

rf
s

od
er

de
rW

är
m

ee
nt

w
ic

kl
un

g.I
n

so
lc

he
nF

äl
le

n
ge

ht
es

da
nn

da
ru

m
,d

ie
L

ös
un

gm
ög
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

da
ß

vo
n

zw
ei

G
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

m
en

,di
e

si
ch

nu
ri

n
ih

re
rr

ec
ht

en
S

ei
te

un
te

rs
ch

ei
de

n,d
as

ei
ne

un
l ö
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fü
rw

ird
kl

ar
,w

en
nw

ir
da

sG
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

mw
ie

de
rü
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tḧ

al
t,

da
rf

ni
ch

tg
rö
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äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e

�'
,

D
ie

ve
rs

ch
ie

de
ne

nS
ch

rit
te

de
sG

A
U

S
S-

A
lg

or
ith

m
us

w
irk

en
si

ch
au

fd
ie

M
at

rix
w

ie
au

ch
au

fd
ie

er
w

ei
te

rt
eM

at
rix

so
au

s,
da

ß
en

tw
ed

er
zw

ei
Z

ei
le

n
m

ite
in

an
de

rv
er

ta
us

ch
tw

er
de

n,
od

er
ab

er
ei

n
V

ie
lfa

ch
es

ei
ne

r
Z

ei
le

zu
ei

ne
ra

nd
er

en
Z

ei
le

ad
di

er
tw

ird
–

A
dd

iti
on

be
de

ut
et

da
be

i
di

e
ge

w
öh
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fü

r
al

le

0 �
P no

tw
en

di
ge

rw
ei

se

G H =

i H s
ei

n.
D

am
it

is
t

V be
z̈u

gl
ic

h
de

rB
as

is

¢L 3 1

 EE
E 

L 3 -£ di
e

L
ös

un
gs

m
en

ged
es

lin
ea

re
nG

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

s

� Ø +1
=

i Ø +1

 
� Ø +2

=

i Ø +2

 
EEE
 
� - =
i - .

D
ur

ch
R

üc
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üb
er

leg
en

,d
aß

es
ke

in
e

E
be

ne
gi

bt
,d

ie
be

id
e

G
er

ad
en

en
tḧ
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t,
fa

lls

p bij
ek

tiv
is

t.

O
ffe

ns
ic

ht
lic

h
is

t

p ge
na

ud
an

n
bi

je
kt

iv
,

w
en

n
s ei

n
Is

om
or

ph
is

m
us

vo
n

V
ek

to
rr̈a

um
en

is
t,

so
da

ß
w

ir
di

es
ni

ch
tz

us̈
at

zl
ic

h
fo

rd
er

n
m

üs
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hr
un

g
af

fin
er

A
bb

ild
un

ge
n

so
du

rc
h

ei
n

M
at

rix
pr

od
uk

t
be

sc
hr

ei
be

nlä
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nn

en
w

ir
st

at
td

es
se

na
uc

hd
as

et
w

as
ei

nf
ac

he
re

G
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

m

(1

 0 

1

 0 

1)
+

� 3

= >@>?>qA1 1 1 1 1

B C@C?CqD+

o 3

= >@>?>qA0 1 2 3 4

B C@C?CqD=
(0

 1 

0

 1 

0)
+

� 4

= >@>?>qA0 1 2 3 4

B C@C?CqD+

o 4

= >@>?>qA0 0 2 6 12

B C@C?CqD

be
tr

ac
ht

en
m

it
ne

ue
nV

ar
ia

bl
en

� 3

 o 3

 � 4
un

d

o 4
,d

en
nd

er
D

ur
ch

sc
hn

itt
zw

ei
er

af
fin

er
U

nt
er

r̈a
um

eh
än

gt
na

ẗu
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ëu

be
rp

r̈u
fe

n
m

öc
ht

e,
m

it
ho

he
r

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
an

de
re

al
s

di
e

an
ge

ge
be

ne
nZ

ah
le

nw
er

te
er

ha
lte

n.
D

er
G

ru
nd

lie
gt

da
rin

,d
aß

da
sE

rg
eb

ni
se

in
er

R
ec

hn
un

gm
it

G
le

itk
om

-
m

az
ah

le
nn

ic
ht

nu
r

vo
n

de
r

A
nz

ah
ld

er
m

itg
ef

üh
rt

en
D

ez
im

al
st

el
le

n
ab

ḧa
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fü

hr
tn

ur
la

ng
sa

m
zu

be
ss

er
en

E
rg

eb
ni

s-
se

n:
B

ei
ei

ne
rG

en
au

ig
ke

it
vo

n
vi

er
bi

s
fü

nf
ze

hn
Z

if
fe

rn
er

ha
lte

nw
ir

na
ch

ei
na

nd
erd

ie
fo

lg
en

de
n ”L

ös
un

ge
n“:

Z
iff

e
rn

� 1

� 2

� 3

4
-2

1,
10

0
23

6,
60

0
-9

40
,2

00
5

8,
55

0
-2

9,
80

0
-4

58
,9

70
6

19
,8

06
-1

59
,6

80
2,

25
2

7
1,

68
3

13
7,

05
7

-1
50

2,
93

6
8

-3
3,

35
9

69
9,

12
4

-4
32

5,
10

8
9

-4
1,

76
6

83
5,

78
3

-5
01

7,
16

5
1

0
-4

2,
00

4
84

0,
01

0
-5

03
9,

85
3

1
1

-4
1,

99
8

83
9,

97
4

-5
03

9,
86

4
1

2
-4

1,
99

9
83

9,
98

8
-5

03
9,

93
6

1
3

-4
2,

00
0

83
9,

99
8

-5
03

9,
99

2
1

4
-4

2,
00

0
84

0,
00

0
-5

03
9,

99
9

1
5

-4
2,

00
0

84
0,

00
0

-5
04

0,
00

0
ko

rr
e

kt
-4

2
84

0
-5

04
0

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

un
d

in
de

m
se

hr
au

sf̈u
hr

lic
he

nB
uc

h

N
IC

H
O

LA
S

J.
H

IG
H

A
M

:A
cc

ur
ac

y
an

d
st

ab
ili

ty
of

nu
m

er
ic

al
al

go
rit

hm
s,

S
IA

M
,1

99
6.

i)
M

at
rix

gl
ei

ch
un

ge
n

un
d

di
e

B
er

ec
hn

un
g

de
r

In
ve

rs
en

W
ir

ha
be

ni
nz

w
is

ch
en

re
ch

tg
ut

ve
rs

ta
nd

en
,w

an
ne

in
eM

at
rix

in
ve

rt
ie

r-
ba

ri
st

un
d

kö
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ch

st
es

so
llt

ed
er

zw
ei

te
E

in
tr

ag
de

rle
tz

te
nZ

ei
le

el
im

in
ie

rt
w

er
de

n;
da

zu
kö
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rn
um

er
is

ch
e

B
er

ec
hn

un
ge

nm
it

M
at

riz
en

:

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e
�6
�

ö÷ø ù
÷�
ú ûø ùü
÷�
ý þÿ
� ��
ýù �ü

��
� �
��
� 	


 �� 

�ø �û
ý��
�� �
����
�û ÷
� �ýû
� ��
� ö��
� �� �

� ÷�
öø ��
� �� �
� �
��
� ÷ù ÷
�ö÷
��

 ÷�
��
����

� ��
÷ý
öý �
�ý ÷
! �
ý 
�÷
��÷
�"
ýû ÷
ö÷ þ
û ÷ù
� �ø �
�û
÷ù
�! ÷
ö� �
��

! ÷��
�
# ��
$ ��
! %�
ýø �
" ��
��ý
ø �� �
&ø ö
ø ý
�����
��ýû
���
� ö �
��� �

		
� '
( � �
� �) *
� �
+ �� *
, �� �
�-

� '
�

�
)

�

+
�

,
�
�

		
� '
ø � &
. �/

� ���
ø �� þ
� �ý
�ø 0
ø ö
�ù �
ö÷
ý �
öø ��
%ù �
��
�ü
�!ù


ö��ù
÷! �

� ÷ö %
ù ý
ö
�� 
ü
÷
ø ��
�� %
��ý ÷
�
�
1
23
'� �
+���
, � ÷
��� �

� '
� �� ÷
4��
5

�� ��
+��
� ��
��
,
�� ��
+��

� ��
��
,
�� �
����
� ��
��
,

�� ��
+��
� ��
��
,
�� ��
+��

		
� 5�

��
ö '

�
�
�

�
�
��

��
�

�

		
� 5�

��
ö '

�
��
�

�

�
�

�
�
�



�6
T

H
öh
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fü
ra

lle

0 .

Is
t

6 st
at

td
es

se
ne

in
e

.�
. -M

at
rix

,i
st

da
sP

ro
du

kt

6U de
fin

ie
rt

un
d

w
ir

kö
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Fü

r
ei

ne
un

te
re

D
re

ie
ck

sm
at

rix
is

td
as

in
de

re
rs

te
nS

pa
lte

ke
in

er
,i

n
de

rz
w

ei
te

ne
in

er
,u

sw
.;

in
de

r

. -te
n

S
pa

lte
sc

hl
ie

ß
lic

hs
in

d
es

al
le

bi
s

au
fe

in
en

,a
ls

o

. 5

1.
In

sg
es

am
tsi

nd
al

so

0
+

1
+

777

+
(

. 5

1)
=

(

. 5

1)

.

2
E

in
trä
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fü
r

je
de

s

¿
%0

de
rE

in
tr

ag

� H
¦ =

0,
da

U ei
ne

un
te

re
D

re
ie

ck
sm

at
rix

is
t,

un
d

fü
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kö
nn

te
m

an
au

ch
di

e
en

ts
pr

ec
he

nd
eA

us
sa

ge
fü
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ẗa

te
n,

di
e

au
ch

in
de

rh
eu

tig
en

M
at

he
m

at
ik

no
ch

al
lg

eg
en

ẅa
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lö
sb

ar
is

t,
ab

er
di

e
ra

tio
na

le
nZ

ah
le

n
oh

ne
N

ul
l

si
nd

ei
ne

m
ul

tip
lik

at
iv

e
G

ru
pp

e,
ge

na
us

oa
uc

h
di

e
in

ve
rt

ie
rb

a
re

n

NC
N -Ma

tr
iz

en
.

D
a

w
ir

di
e

M
en

ge
al

le
rP

er
m

ut
at

io
ne

na
ls

sy
m

m
e

tr
is

ch
e

G
ru

p
p

eb
ez

ei
ch

ne
n,s

ol
lte

n
au

ch
di

es
ee

in
e

G
ru

pp
eb

ild
en

.

D
ie

G
ru

pp
en

op
er

at
io

nis
tn

aẗ
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ḧa
lt

so
m

it

. !E
le

m
en

te
.

U
ns

in
te

re
ss

ie
re

nd
er

ze
itk

ei
ne

A
bb

ild
un

ge
nd

er
M

en
ge

/ 1

 EE
E 
.1 au

f
si

ch
se

lb
st

,s
on

de
rn

lin
ea

re
A

bb
ild

un
ge

nz
w

is
ch

en
V

ek
to

rr̈ a
um

en
;d

ie
be

ko
m

m
en

w
ir

,
in

de
m

w
ir

P
er

m
ut

at
io

ne
na

uf
di

e
B

as
is

ve
kt

or
en

an
-

w
en

de
n.

W
ir

be
tr

ac
ht

en
al

so
zu

ei
ne

rP
er

m
ut

at
io

n

µI
= - d

ie
lin

ea
re

A
bb

ild
un

g

p ¹ :

S-
�S
- ;

= A( 1 . . . ( -
B D�

�
= >@A( ¹ (1

)
. . . ( ¹ (

- )B C@D;

ih
re

A
bb

ild
un

gs
m

at
rix

(b
ez̈

ug
lic

h
de

rS
ta

nd
ar

db
as

isvo
n

S- )b
ez

ei
ch

ne
n

w
ir

m
it

K ¹ .D
a

p ¹ d
en

0 -t
en

K
oo

rd
in

at
en

ei
nh

ei
ts

vek
to

rv
on

S- au
fd

en



�J
�

H
öh
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kü
m

m
er

n,
Z

ei
le

nu
m

fo
rm

un
ge

nd
ur

ch
,w

ie
w

ir
es

vo
n

lin
ea

re
nG

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

enu
nd

vo
n

de
rM

at
rix

in
ve

rs
io

n
he

rg
ew

oh
nt

si
nd

,b
is

lin
ks

ei
ne

ob
er

eD
re

ie
ck

sm
at

rix
er

sc
he

in
t.

D
er

G
es

am
te

ffe
kt

di
es

er
U

m
fo

rm
un

ge
nk

an
n

au
ch

so
be

sc
hr

ie
be

nw
er

-
de

n,
da

ß
w

ir
di

e
A

us
ga

ng
sg

le
ic

hu
ng

U l

=

� m
it

ei
ne

ru
nt

er
en

D
re

i-
ec

ks
m

at
rix

Y m
it

E
in

se
n

in
de

r
H

au
pt

di
ag

on
al

em
ul

tip
liz

ie
rt

ha
be

n,
w

ob
ei

al
s

K
oe

ffi
zi

en
te

nm
at

rix
ei

ne
ob

er
eD

re
ie

ck
sm

at
rix

[ =

YU en
t-

st
an

d.
D

ie
um

ge
fo

rm
te

G
le

ic
hu

ng
is

ta
ls

o

(

YU )

l =

Y�

od
er

[l

=

Y ,

d.
h.

w
ir

kö
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

A
uc

h
di

e
U

m
ke

hr
un

gl
äß
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üb
er

leg
en

,d
aß

ob
en

in

g * U F

1+

di
e

K
la

m
-

m
er

n
üb
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fü

r
je

de
n

V
ek

to
r

L �
I
� zw

ei
V

ek
to

re
n

L � o u
nd

L � p a
us

SW .

D
ie

A
bb

ild
un

gs
m

at
rix

Ý mrqo

vo
n

p be
z̈u

gl
ic

h
de

rB
as

en

� vo
n

h un
d

¥ vo
n

� ha
td

an
nd

ie
E

ig
en

sc
ha

ft,d
aß

p (L ( )o

=

Ý mrqo
L ( m

is
t;

fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

§
5:

E
uk

lid
is

ch
e

un
d

H
er

m
ite

sc
he

V
ek

to
rr

äu
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kö
nn

en
au

sd
em

E
rg

eb
ni

sr
üc
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ẗa

nd
ed

efi
ni

er
en

w
ol

le
n,

um
so

au
ch

do
rt

an
al

yt
is

ch
eG

ru
nd

be
gr

iff
e

w
ie

K
on

ve
rg

en
zu

nd
S

te
tig

ke
it

ei
nf

üh
re

nz
u

kö
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tr
ed

en
ka

nn
,b

es
ch

r̈ an
ke

n
w

ir
un

sa
b

je
tz

ta
uf

de
n

Fa
ll

S =

� un
d

de
fin

ie
re

n:

D
efi

ni
tio

n:
a

)
E

in
e

B
ili

ne
ar

fo
rm

h �
h
��

au
fe

in
em

re
el

le
n

V
ek

-
to

rr
au

m

h he
iß

tp
o

si
tiv

se
m

id
e

fin
it,

w
en

n

L ( 7
L (8

0
f ü
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lä
rt

is
t:

D
a

de
rC

os
in

us
nu

r
W

er
te

zw
is

ch
en

5 1u
nd

1
an

-
ni

m
m

t,
is

td
as

of
fe

ns
ic

ht
lic

hn
ur

da
nn

de
rF

al
l,

w
en

n
da

sA
rg

um
en

td
es

A
rk

us
ko

si
nu

si
n

ob
ig

er
D

efi
ni

tio
n

h ö
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fü
llt

nu
n

al
le

rd
in

gs
ni

ch
tm

eh
rd

ie
Fo

rd
er

un
ge

na
us

de
rD

efi
ni

tio
n

ei
ne

sS
ka

la
rp

ro
du

kt
s:E

s
is

tz
w

ar
no

ch
lin

ea
ri

m
er

st
en

A
rg

um
en

t,n
ic

ht
m

eh
ra

be
ri

m
zw

ei
te

n,
de

nn
sc

ho
nb

ei
M

ul
tip

lik
at

io
n

de
sz

w
ei

te
nV

ek
to

rs
m

it
ei

ne
rk

om
pl

ex
en

Z
ah

l

�¼ I
� is

t

L ( 7 (

�L � )
=

- � ¦ =
1

( ¦7
� � ¦

=

� 7
-q� ¦ =

1

( ¦�
¦ =
� 7 (
L ( 7
L � )
f

=

� 7 (

L ( 7
L � ).

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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tä
ts

re
ge

lfü
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üb
er

] ge
n̈ u

gt
,

ei
ne

In
te

rp
ol

at
io

ns
fo

rm
el

un
d

vi
el

es
m

eh
r.

H
E

R
M

IT
E

ga
lt

al
s

ei
n

se
hr

gu
te

ra
ka

-
de

m
is

ch
er

Le
hr

er
;e

r
un

te
rr

ic
ht

et
ea

n
de

rÉ
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hr

en
zu

in
te

re
ss

an
te

re
nB

ei
sp

ie
le

n.

A
uc

h
in

H
E

R
M

IT
E
sc

he
n

V
ek

to
rr̈a

um
en

w
er

de
n

w
ir

° L (°

=

· L ( 7
L ( ge

-
le

ge
nt

lic
h

al
s

L
ä
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üb
er

ze
ug

te
r

R
oy

al
is

th
at

te
er

hä
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fü

r

0f =

� au
sd

em
vo

n

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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ra
lle

0 =
1

 EE
E 
P .

N
ac

h
de

m

. -te
n

S
ch

rit
th

ab
en

w
ir

ei
ne

O
rt

ho
go

na
lb

as
is(

L G 1

 EE
E 

L G - )
vo

n

h ko
ns

tr
ui

er
t.

D
ar

au
s

w
ird

di
e

ge
w

ün
sc

ht
e

O
rt

h
o

n
o

rm
a

lb
a

si
s

(

L ´ 1

 EE
E 

L ´ - ),
w

en
n

w
ir

je
de

nV
ek

to
rd

ur
ch

se
in

eL
än

ge
di

vi
di

er
en

,d
.h

.

L ´ H =

L G H ° L G H°

.



"
\J

H
öh
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ḧa

fti
ge

n
w

er
de

n,
au

fi
hn

zu
rü
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kö
nn

te
nn

aẗ
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ẗu
rli

ch
be

id
es

au
fd

as
se

lb
eE

rg
eb

ni
sf

üh
rt

.)

W
ir

br
au

ch
en

al
so

di
e

H
E

R
M

IT
E
sc

he
nS

ka
la

rp
ro

du
kt

e

L 3 2

7L G 1
=

= >?A1
+

2

0
5 2+

0
50 5 1

B C?D7
= >?A1 0 50 5 1

B C?Du
nd

L G 1

7L G 1
=

= >?A1 0 50 5 1

B C?D7
= >?A1 0 50 5 1

B C?D.

B
ei

de
re

nB
er

ec
hn

un
gd

ar
fm

an
au

fk
ei

ne
nF

al
lv

er
ge

ss
en

,di
e

E
in

tr ä
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fü

r�
=

S

0
fü
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Ä
nd

er
un

gg
eb

en
:D

er
V

ek
to

r

L 3 1
kö

nn
te

de
rN

ul
lv

ek
to

rs
ei

nu
nd

da
m

itd
efi

ni
tiv

ni
ch

ta
ls

er
st

er
B

as
is

ve
k-

to
ri

n
F

ra
ge

ko
m

m
en

.

W
ir

kö
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tä

r.
d

)
D

as
P

ro
du

kt
zw

ei
er

or
th

og
on

al
er

b
zw

.
un

itä
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re

M
at

riz
en

;d
an

ni
st

(

  1

  2
)

Û =

 Û 2

 Û 1
=

 F 1 2

 F 1 1
=

(

  1

  2
)F 1

,

un
d

da
m

it
is

ta
uc

h

  1

  2
un

itä
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äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e

""
,

0
1

2
3

4
5

0

2

40

0.
51

1.
52

2.
53

A
bb

.1
5:

O
rt

ho
go

na
le

P
ro

je
kt

io
n

ei
ne

s
V

ek
to

rs

O
rt

ho
go

na
leP

ro
je

kt
io

ne
ns

in
da

us
de

rG
eo

m
et

rie
be

ka
nn

t,b
ei

sp
ie

ls
w

ei
-

se
al

s
G

ru
nd

riß
,A

uf
riß

un
d

K
re

uz
riß

ei
ne

sd
re

id
im

en
si

on
al

en
K

ör
pe

rs
;

un
si

nt
er

es
si

er
th

ie
rv

or
al

le
m

ih
re

fo
lg

en
de

E
ig

en
sc

ha
ft:

Le
m

m
a:

h se
ie

in
en

dl
ic

hd
im

en
si

on
al

erE
U

K
LI

D
is

ch
er

od
er

H
E

R
M

I-
T

E
sc

he
rV

ek
to

rr
au

m
,

 
n
h ei

n
U

nt
er

ve
kt

or
ra

um
un

d

L (I
h .

D
an

n
gi

lt
fü
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lä

uf
to

hn
e

B
im

be
s.

D
ie

ne
ue

st
en

D
at

en
st

am
m

en
vo

m
7.

O
kt

ob
er

20
03

un
d

si
nd

un
te

r

x ��
w ��
� t
tt u
� ���
zw�
���|
y u�
��� |
w{�

zu
fin

de
n.

D
ie

Z
ah

le
nw

er
de

na
ls

M
itt

el
w

er
te

üb
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be
rle

ge
n,

w
ie

w
ir

L � au
ch

oh
ne

di
e

re
ch

ne
ris

ch
au

fw
en

-
di

ge

Z [ -Z
er

le
gu

ng
be

st
im

m
en

kö
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sä

m
tli

ch
eK

om
po

ne
nt

en
E

in
se

rs
in

d,
is

tn
un

al
so

(

� � �
�� 1)

=

� (� � �
�� 1)

.A
us

di
es

er
G

le
ic

hu
ng

kö
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

D
efi

ni
tio

n:
Z

w
ei

G
rö
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ẗu

rli
ch

au
ch

ge
ra

de
da

sd
ie

G
ef

ah
rin

si
ch

,d
aß

ei
ne

A
rb

ei
t,

di
e

fü
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Ü

be
rs

ch
rif

te
no

de
rz

w
is

ch
en

�ÉÊË
Ì � -t

ag
s

ka
nn

ev
en

tu
el

l
ge

so
nd

er
tbe

ha
nd

el
tw

er
de

n,
in

de
m

m
an

be
is

pi
el

sw
ei

se
In

ha
lte

,d
ie

im
B

ro
w

se
rf

en
st

er
ni

ch
ts

ic
ht

ba
rw

er
de

n,
w

eg
en

de
rd

am
it

ve
rb

un
de

ne
n

M
iß

br
au

ch
sm̈

og
lic

hk
ei

t
ig

no
rie

rt
.G

el
eg

en
tli

ch
w

ird
au

fd
as

E
rg

eb
ni

s
no

ch
ei

ne
S

ka
lie

ru
ng

sf
un

kt
io

nw
ie

et
w

a
lo

g(
1

+

� )an
ge

w
en

de
t.

D
ie

en
ts

te
he

nd
eM

at
rix

is
tn

aẗ
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ḧa
tz

t,
da

ßa
lle

in
fü
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üs

se
n;

di
e

M
at

rix
ha

ta
ls

o
kn

ap
p

hu
nd

er
tB

ill
io

ne
n

E
in

trä
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ḧ o
rig

en
V

ek
to

re
nv

on
ei

na
nd

er
un

te
rs

ch
ei

de
n.

A
ls

M
aß

fü
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Fü
rs

eh
rg

ro
ß

eD
at

en
m

en
ge

nis
ta

lle
rd

in
gs

di
e

M
at

rix

Æ tr
ot

zi
hr

er
sp̈

ar
li-

ch
en

B
es

et
zu

ng
im

m
er

no
ch

zu
gr

oß
;w

ie
be

id
er

K
om

pr
im

ie
ru

ng
vo

n
B

ild
da

te
ns

uc
ht

m
an

da
he

rn
ac

he
in

er
A

rt
un

d
W

ei
se

,s
ie

be
im

ög
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ß

en
ac

ha
ng

eo
rd

ne
tsi

nd
,u

nd
m

an
er

ḧa
lt

di
e

ge
w

ün
sc

ht
eR

an
gr

ed
uk

tio
n,

in
de

m
m

an
al

le
E

in
trä
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äu

m
e

un
d

lin
ea

re
G

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e
�ª
Û

D
ur

ch
S

ch
er

un
gk

ön
ne

n
w

ir
au

s
de

m
Pa

ra
lle

lo
gr

am
m

ei
n

R
ec

ht
ec

k
m

ac
he

n,d
es

se
ne

in
eS

ei
te

de
rV

ek
to

r

� Ù ist,
di

e
an

de
re

is
tj

en
er

V
ek

to
r

�ÑÚ 0
de

ra
us

�ÑÚ en
ts

te
ht

du
rc

h
P

ro
je

kt
io

na
uf

di
e

S
en

kr
ec

ht
ez

u
�ÑÙ .Di

e
be

id
en

V
ie

re
ck

e
ha

be
nd

en
se

lb
en

F
l ä
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te

nt
sp

re
ch

en
da

uc
h

(

�ÑÞ +

�ÑÙ )Å
� Ú =

�ÑÞÅ
� Ú +

� ÙÅ
�ÑÚ .

U
m

da
sV

ek
to

rp
ro

du
kt

in
K

oo
rd

in
at

en
au

sr
ec

hn
en

zu
kö
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rz
w

ei
V

ek
to

re
n

�ÑÙ =

ä å 1 å 2

æ un
d

� Ú =

ä ç 1 ç 2

æ au
sd

em
V

ek
to

r-

ra
um

è 2 üb
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bḧ

an
gi

g,
w

en
n

si
e

ei
ne

n
K

ör
pe

rm
it

V
ol

um
en

un
gl

ei
ch

nu
ll

au
fs

pa
nn

en
.

Z
w

ei
V

ek
to

re
nl

ie
ge

ns
te

ts
in

ei
ne

rE
be

ne
n;

ko
m

m
tn

oc
he

in
d

ri
tt
e

rV
ek

-
to

rd
az

u,
en

ts
te

ht
ei

n
dr

ei
di

m
en

si
on

al
esA

na
lo

go
nz

um
Pa

ra
lle

lo
gr

am
m

,
da

si
n

A
bb

ild
un

g
23

ge
ze

ig
te

Pa
ra

lle
le

p
ip

e
d

,d
as

m
an

si
ch

al
se

in
en

ve
r-

ze
rr

te
nQ

ua
de

rv
or

st
el

le
nk

an
n,

de
ss

en
re

ch
te

W
in

ke
lz

u
W

in
ke

ln
ei

ne
r

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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rö

ß
ew

ur
de

n.
E

sw
ird

au
ch

al
sS

p
a

tb
ez

ei
ch

ne
t,d

a
K

al
ks

pa
t

un
d

ei
ni

ge
F

el
ds

p̈ a
te

ge
leg

en
tli

ch
K

ris
ta

lle
di

es
er

Fo
rm

bi
ld

en
.A

us
de

m
P

hy
si

ku
nt

er
ric

ht
de

rS
ch

ul
e

is
t

vi
el

le
ic

ht
de

rs
og

en
an

nt
eIs

lä
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öh
nl

ic
h

st
ar

k
au

sg
ep

r̈ag
te

D
op

pe
lb

re
ch

un
g,d

ie
de

sh
al

bs
eh

r
hä
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fü

llt
.

A
us

ga
ng

sp
un

kt
is

te
in

e
B

as
is

ó �Ñß 1����
�

�Ñß �ô vo
nÖ

;
fü
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tv
on

ý au
ch

ó ý (

� )�
ý (È )

ô di
e

s ä
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eü

be
ra

lle
P

er
m

ut
at

io
ne

nis
td

ah
er

N
ul

l.

S
om

it
ve

rs
ch

w
in

de
td

ie
D

et
er

m
in

an
te

un
ab

ḧa
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fü

r

Æ =
(

� )

�è 1

× 1 is
ta

ls
o

de
t

Æ =

� .D
ie

S
ch

re
ib

-
w

ei
se

de
t

Æ =

Ü �Ü is
th

ie
ri

rr
ef

üh
re

nd
,d

a
es

zu
m

in
de

st
f ü
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üb
lic

h
is

t

de
t

Æ =

�
��
� ø


 (ý )

� 1

� (1)�
��
� � � (

� ).
N

un
is

ta
be

rf
ür

ei
ne

un
te

re
b

zw
.o

be
re

D
re

ie
ck

sm
at

rix

� �Ç =
0

fa
lls

� �
È

b
zw

.
� �
È is

t.
D

a
P

er
m

ut
at

io
ne

nb
ije

kt
iv

e
A

bb
ild

un
ge

ns
in

d,
m

uß
es

fü
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tḧ
al

t
fü
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üs
se

n:
Ih

re
D

et
er

m
in

an
tei

st
au

fj
ed

en
Fa

ll
ei

ns
.D

ah
er

re
ic

ht
es

,d
en

A
lg

or
ith

-
m

us
fü
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gë
an

de
rt

hä
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tw

ie
(

� +

È ).
Fa

ss
en

w
ir

al
le

sz
us

am
m

en
,er

ha
lte

nw
ir

di
e

Fo
rm

el

de
t

Æ =

� � � =
1

(

� 1)� +Ç
� �Ç d

et

Æ �Ç .
D

ie
E

nt
w

ic
kl

un
g

na
ch

ei
ne

rZ
ei

le
ge

ht
ga

nz
en

ts
pr

ec
he

nd
:D
a

di
e

� -t
e

Z
ei

le
vo

n

Æ gl
ei

ch
de

r

� -t
en

S
pa

lte
vo

n

Ò Æ is
t,

fü
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nü
tz

lic
h,

da
er

es
be

i
ge

sc
hi

ck
te

rA
nw

en
du

ng
ge

leg
en

tli
ch

er
la

ub
t,e

in
eR

ek
ur

si
on

sf
or

m
elz

u
fin

de
n

un
d

da
m

it
ei

ne
al

lg
em

ei
ne

Fo
rm

el
fü
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tëa
nd

er
ts

ic
h

da
du

rc
hn

ic
ht

,d
.h

.

Ö

(

� 1����
�
� � )=

���������������1

� 1

�2 1

���

�� 
 1 1

0

� 2

�� 1

�2 2

��2 1

���
�� 
 1 2

��
� 
 1

1
. . .

. . .
. . .

. .
.

. . .
0

� �
�� 1

�2 �
��2 1

���
�� 
 1 �
��

� 
 1
1

���������������.

W
en

n
w

ir
hi

er
na

ch
de

re
rs

te
nS

pa
lte

en
tw

ic
ke

ln
,m

uß
nu

re
in

e
ei

nz
ig

e
(

Ã �

1)

Å (

Ã �

1)
-D

et
er

m
in

an
te

be
r̈u

ck
si

ch
tig

tw
er

de
n,

al
le

an
de

re
n



�� ¬

H
öh
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fü
r

di
e

B
er

ec
hn

un
gv

on
Ã +1

D
et

er
m

in
an

te
nw

ei
tg

rö
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üb

er
lin

ea
re

A
lg

eb
ra

,n
ur

ku
rz

ze
ig

en
w

er
de

n,
w

ie
m

an
di

e
E

ig
en

w
er

te
un

d
E

ig
en

ve
kt

or
en

ei
ne

rM
at

rix
fin

de
n

ka
nn

.



�� Ó

H
öh
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lö
sb

ar
es

G
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

m(u
nd

da
m

it
au

fd
en

N
ul

lv
ek

to
ra

ls
ei

nz
ig

e
L

ös
un

g)
,is

td
as

im
m

er
ei

n
Z

ei
ch

en
fü
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fü
re

in
e

F
un

kt
io

n

B :Õ
ñ�
Ø m

it

Õ
G�
� de

n
G

ra
ph

en

D E = de
f

£ (

C �
H )�
��
Å�
Ø���
H =

B (

C )¦

de
fin

ie
re

n;
da

di
es

er
in

�� +

Ø lie
gt

,i
st

er
al

le
rd

in
gs

nu
rf

ür

Ã +

ÄI

3
w

irk
lic

h
an

sc
ha

ul
ic

h,u
nd

au
ch

da
ka

nn
es

be
ik

om
pl

iz
ie

rt
en

F
un

kt
io

-
ne

n
st

ar
kv

on
de

rg
ew

äh
lte

nP
er

sp
ek

tive
ab
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fü
r

nu
m

er
is

ch
e

R
ec

hn
un

ge
nh

er
zu

le
ite

n:

Fü
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nä
ch

st
en

S
em

es
te

rei
nd

ru
ck

s-
vo

ll
se

he
nk

ön
ne

n.
In

di
es

em
S

em
es

te
ral

le
rd

in
gs

in
te

re
ss

ie
re

nw
ir

un
s

vo
r

al
le

m
fü
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fü

r

ë ñ

0
sc

hn
el

le
rg

eg
en

nu
ll

ge
ht

al
s

ë se
lb

st
,d

.h
.

A (ë )
=

s (ë )

tu

lim r n 0

A (ë ) ë =
0

.

s (ë )
is

t
hi

er
al

so
ke

in
e

F
un

kt
io

n,
so

nd
er

ns
te

ht
f ü

r
ei

ne
ga

nz
e

K
la

ss
e

vo
n

F
un

kt
io

ne
n;

be
is

pi
el

sw
ei

se
is

t

ë 2 =

s (ë )�
ë 5 =

s (ë )
un

d

ë � s
in

ë =

s (ë ),

ab
er

si
n

ë kö
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fü
rA

st
ro

no
m

ie
un

d
ar

be
ite

te
w

ei
te

rh
in

au
fd

em
G

eb
ie

t
de

rM
at

he
m

at
ik

un
d

P
hy

si
k.

A
m

be
ka

nn
te

st
en

is
ts

ei
ne

E
nt

de
ck

un
gd

er
Q

ua
te

rn
io

ne
n1

84
3,

vo
rh

er
pu

bl
iz

ie
rt

e
er

ab
er

au
ch

be
de

ut
en

de
A

rb
ei

te
n

üb
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r

d
e

lta
is

t.
Pa

rt
ie

lle
A

bl
ei

tu
ng

en
,s

o
si

e
ex

is
tie

re
n,

la
ss

en
si

ch
na

ch
de

n ü
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fü
r

F
un

kt
io

ne
ne

in
er

V
er̈

an
de

rli
ch

en
be

re
ch

ne
n,

si
nd

al
so

fü
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fü
r(

� �
� )

Í

=
(0�

0)
0

fü
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hö
he

re
pa

rt
ie

lle
A

bl
ei

tu
ng

en
;f ü
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hö

he
re

rO
rd

nu
ng

be
tr

ac
ht

et
,z

ei
gt

,d
aß

ei
ne

F
un

kt
io

n

B �
\ 2 (Õ �
� )

zw
ei

fa
ch

di
ff

er
en

zi
er

ba
ris

t,
un

d
da

ß
en

ts
pr

ec
he

nd
ei

ne
F

un
kt

io
n

B au
s

\� (Õ �
� )

bi
s

au
fe

in
en

F
eh

le
rd

er
G

r ö
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üb
er

im
pl

iz
ite

F
un

kt
io

ne
n

D
er

Z
us

am
m

en
ha

ng
zw

is
ch

en
zw

ei
G

rö
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ög

lic
h,

be
is

pi
el

sw
ei

se
lä
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fü
r

QÍ =
0

du
rc

h

o =

���
�� � Q



�
��

H
öh
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r

di
e

P
un

kt
e,

di
e

ni
ch

t
au

f
de

r

� -Ac
hs

e

� =
0

lie
ge

n,
zu

m
in

de
st

lo
ka

le
in

de
ut

ig
ex

pl
iz

it
au

flö
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kö

nn
en

w
ir

Èä � �
B (

� )æ zw
ei

m
al

ab
le

ite
n,

w
as

na
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üs
se

nw
ir

de
n

G
ra

di
en

te
na

ls
Z

ei
le

nv
ek

to
rs

ch
re

ib
en

,d
.h

.w
en

n�

da
sM

at
rix

pr
od

uk
t

be
ze

ic
hn

et
,is

t B � (

C +

� ë )
=

B � (

C )+

Ò gr
ad

B � (

C )�
� ë +

sä W
� ëW ).

In
di

es
er

N
ot

at
io

n
kö
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aẗ
ur

lic
h

gl
ei

ch
de

rR
ic

ht
un

gd
er

A
ch

se
.

D
am

it
lä
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ẗa
rk

e

�c4 (

C )=

?

4

ý
 0

� � ���� ����3
,

de
nn

di
e

F
el

ds
ẗar

ke
ni

m
m

tm
it

de
rE

nt
fe

rn
un

gv
om

N
ul

lp
un

kt
qu

ad
ra

-
tis

ch
ab

un
d

ha
td

ie
R

ic
ht

un
g

(o
de

r–
je

na
ch

V
or

ze
ic

he
nv

on

? –a
uc

h
G

eg
en

ric
ht

un
g)

de
sO

rt
sv

ek
to

rs
.,d

.h
.d

er
E

in
he

its
ve

kt
or

de
rR

ic
ht

un
g

is
t

�� �p
���� ���� ,

un
d

er
m

uß
no

ch
du

rc
h

���� ����2
di

vi
di

er
tw

er
de

n.

D
as

F
el

d

� 4 is
tn

ur
de

fin
ie

rt
au

f

� 3 m
£ (0�

0� 0
)

¦ ;
im

N
ul

lp
un

kt
ha

be
n

w
ir

ei
ne

nN
en

ne
rN

ul
l,

un
d

au
ch

ph
ys

ik
al

is
ch

is
te

sn
ic

ht
si

nn
vo

ll,
na

ch
de

m
F

el
d

im
In

n
e

rn
ei

ne
rP

un
kt

la
du

ng
zu

fr
ag

en
:P

un
kt

la
du

ng
en

si
nd

nu
n

ei
nm

al
m

at
he

m
at

is
ch

eId
ea

lis
ie

ru
ng

en
,un

d
w

irk
lic

h
an

w
en

db
ar

is
t

da
sC

O
U

LO
M

B
sc

he
G

es
et

zo
hn

eh
in

er
st

ab
ei

ne
m

ge
w

is
se

nM
in

de
st

ab
-

st
an

d:
B

ei
zu

kl
ei

ne
nA

bs
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r

da
s

M
at

rix
m

ul
tip

lik
at

io
n

de
s



�
ª�

H
öh
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fü
r

an
de

re
D

im
en

si
on

en
ke

in
e

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

�Ó
«

R
ot

at
io

nd
efi

ni
er

th
ab

en
.

ro
tg

ra
d

B =
ro

t

) +¼E ¼ ] ¼E ¼ l ¼E ¼ Ó
- / =

) *7+¼ 2E ¼ Ó¼ l
�¼ 2

E ¼ l¼ Ó

¼ 2E ¼ ]¼ Ó
�¼ 2

E ¼ Ó¼
]

¼ 2E ¼ l¼
]�

¼ 2E ¼ ]¼ l
- .7/=

� 0
.

D
ie

R
ot

at
io

ne
in

es
st

et
ig

di
ff

er
en

zi
er

ba
re

nG
ra

di
en

te
nf

el
ds

is
ta

ls
os

te
ts

N
ul

l;
da

da
s

el
ek

tr
is

ch
eF

el
d

de
r

ne
ga

tiv
e

G
ra

di
en

td
es

el
ek

tr
is

ch
en

P
ot

en
tia

lsi
st

,h
ät

te
nw

ir
ob

en
al

so
f ü
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nÜ
bu

ng
sb

la
tts

ro
tr

ot

�
Ö

=
gr

ad
di

v

�
Ö
�à{ Ö

1 { Ö

2 { Ö

3

á .



�Ó
¬

H
öh
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ög
lic

hk
ei

te
n

ge
-

he
n,

w
ie

w
ir

be
id

en
ob

en
be

tr
ac

ht
et

en
un

da
nd

er
en

B
ei

sp
ie

le
ne

ffi
zi

en
te

r
re

ch
ne

nk
ön

ne
n.

D
as

F
el

d
ei

ne
rP

un
kt

la
du

ng
be

is
pi

el
sw

ei
se

is
tk

ug
el

-
sy

m
m

et
ris

ch
,je

do
ch

ha
be

nw
ir

be
id

er
B

er
ec

hn
un

gv
on

D
iv

er
ge

nz
un

d
R

ot
at

io
n

di
es

es
F

el
de

sd
ie

K
ug

el
sy

m
m

et
rie

m
ut

w
ill

ig
ze

rs
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ḧ a

fti
ge

n,
w

ie
m

an
K

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

efin
de

n
ka

nn
,d

ie
ei

ne
rs

ol
ch

en
S

ym
m

et
rie

an
ge

pa
ß

tsi
nd

.

E
nt

sp
re

ch
en

dd
er

V
ie

lz
ah

lm
ög
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Sä

ul
e

de
rA

na
ly

si
s.

W
ir

be
tr

ac
ht

en
zu

n̈a
ch

st
de

n
ei

nd
im

en
si

o-
na

le
nF

al
l,

de
rs

ic
h

au
ch

fü
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tte
nw

ir
au

ch
ei

ne
nz

u
g

ro
ß

e
nW

eg
sc
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fü
rd

ie
ob

er
e.



óô þ

H
öh
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lä
ch

eu
nt

er
de

rK
ur

ve

ð =

ð (

ö )
im

m
er

be
ss

er
an

n̈a
he

rn
.W

en
n

w
ir

di
e

E
in

he
ite

n
ve

rg
es

se
nu

nd

ö w
ie

au
ch

ð a
ls

L
än

ge
na

ns
eh

en
,kö
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üb

er
ei

-
ne

A
us

sc
ḧo

pf
un

gm
it

im
m

er
fe

in
er

w
er

de
nd

en
R

ec
ht

ec
ke

n
is

tz
w

ar
se

hr
na

ẗu
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cḧ
at

zu
ng

22
3

� 71

� �
� 22

� 7
f ü
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lä

ß
ts

ic
h

au
ch

hi
er

di
e

A
bt

as
tu

ng
im

m
er

w
ei

te
rv

er
fe

in
er

n;
di

e
en

ts
te

he
nd

enA
us

dr̈
uc

ke

1 5

�ñ5

ÿ � 1 ÷ ø =
0

ð
ù ú �sec

û

un
d

1 5

�ñ5

ÿ ÷ ø =
1ð

ù ú �sec

û

en
ts

pr
ec

he
nb

is
au

fe
in

en
Fa

kt
or

vo
n

1
5
se

c
ge

na
ud

en
en

au
s

Te
il

a
),

w
o

w
ir

de
n

W
eg

ab
ge

sc
ḧa
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r

je
de

re
el

le
Z

ah
l

� au
ch

	 +

� ein
e

so
lc

he
F

un
kt

io
n;

um
ei

n
ko

nk
re

te
s

	

hi
nz

us
ch

re
ib

en
,m

üs
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öß
er

w
er

de
nd

es

� de
rg

e-
su

ch
te

W
er

t

	 (

� )se
in

so
llt

e.

W
ir

d
e

fin
ie

re
n

da
he

r

	 (

� )= de
f

lim ÿ
 �
ÿ � 1 ÷ ø =

0

�ù ú
� �û ñ� �

(
� )

in
de

rH
of

fn
un

g,
da

ß
di

es
er

G
re

nz
w

er
te

xi
st

ie
rt

un
d

m
it

de
m

an
de

re
n

üb
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

N
ac

h
de

m
P

rin
zi

p
de

rv
ol

ls
tä
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fü

r
al

le

� ,so
llt

e

	 (

� )ei
ne

m
on

ot
on

w
ac

hs
en

de
(o

de
r

zu
m

in
de

st
ni

ch
tf

al
le

nd
e)

F
un

kt
io

n
vo

n

� sei
n,

w
oh

in
ge

ge
n

da
sg

er
ad

e
be

re
ch

ne
te

	 be
ij

ed
er

ra
tio

na
le

nZ
ah

la
uf

N
ul

lz
ur

üc
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tz
u

n
g

de
s

G
re

nz
w

er
ts

du
rc

hd
ie

en
dl

ic
he

nA
pp

ro
xi

m
at

io
ne

n.
B

ei
m

B
ei

sp
ie

ld
er

G
es

ch
w

in
di

g-
ke

it
ei

ne
sb

es
ch

le
un

ig
en

de
nFa

hr
ze

ug
sw

ar
da

s
pr

ob
le

m
lo

s,
de

nn
di

e
G

es
ch

w
in

di
gk

ei
tw

ar
ei

ne
m

on
ot

on
w

ac
hs

en
de

F
un

kt
io

n,
di

e
f ü
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lä
ch

ed
ur

ch
se

ch
sR

ec
ht

ec
ke

.I
n

de
n

A
bb

il-
du

ng
en

50
un

d
51

si
nd

di
es

eR
ec

ht
ec

ke
ei

ng
ez

ei
ch

ne
t,e

in
m

al
be

zo
ge

n
au

fd
en

F
un

kt
io

ns
w

er
ta

m
lin

ke
n

E
nd

e
de

s
Te

ili
nt

er
va

lls
un

d
ei

nm
al

be
zo

ge
na

uf
de

n
am

re
ch

te
n.

W
ie

m
an

si
eh

t,
lie

ge
n

di
e

R
ec

ht
ec

ke
ex

-
ak

ts
pi

eg
el

sy
m

m
et

ris
ch

zu
ei

na
nd

er
un

d
ha

be
nd

am
it

in
sb

es
on

de
red

ie
gl

ei
ch

eS
um

m
ed

er
F

lä
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äb

ee
sf

ür
m

in
de

-
st

en
se

in

4� 0
zu

je
de

m

/ � 0
P

un
kt

e

� ò(
& [. ò
0 ],

so
da

ß

5 (
��5
�/ ,
ab

er

5 � (

( )�
� (

� )5 )
4 wä
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fü
hr

en
au

ch
hi

er
w

ie
de

rd
ie

A
bk

ür
zu

ng

1 =
(

1 0

ò1 1

ò###
ò1 ÿ �

1
)

ei
n

m
it

de
rV

er
ab

re
du

ng
,da

ß
im

m
er

,w
en

n
ei

n

1 in
Z

us
am

m
en

ha
ngm

it
ei

ne
m

K auf
tr

itt
,d

ie
se

U
ng

le
ic

hu
ng

en
er

f ü
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kö
nn

en
.D

ie
E

xi
st

en
zd

es
R

IE
M

A
N

N
-

In
te

gr
al

w
ird

du
rc

hs
ol

ch
ek

le
in

er
en

A
bw

ei
ch

un
ge

nn
ic

ht
be

ei
nt

r̈a
ch

tig
t:

D
efi

ni
tio

n:
E

in
e

F
un

kt
io

n

� :[

. ò0 ]

�* he
iß

ts
tü
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üb
er

al
ls

te
tig

au
ß

er
ev

en
tu

el
li

n
en

dl
ic

h
vi

el
en

P
un

kt
en

. 0

ò###
ò.
a .De

rW
er

ti
n

di
es

en
P

un
kt

en
ka

nn
,a

be
rm

uß
ni

ch
tm

it
de

m
lin

ks
se

iti
ge

no
de

rr
ec

ht
ss

ei
tig

en
G

re
nz

w
er

td
er

F
un

kt
io

n
üb
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bḧ

an
gi

g
vo

n
de

r
W

ah
ld

ie
se

rU
nt

er
te

ilu
ng

kö
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üc

kw
ei

se
st

et
ig

e
F

un
k-

tio
ne

n
m

it
de

m
R

IE
M

A
N

N
-I

nt
eg

ra
lü
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üb

er
F

lä
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fü
rd

ie
R

ec
ht

ec
kfl̈

ac
he

au
ch

be
in

eg
a

tiv
e

rL
än

ge
un

d/
od

er
B

re
ite

ge
lte

n
so

ll.
D

a
In

te
gr

al
e

ni
ch

tn
ur

zu
rF

lä
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fü
r

de
n

U
m

ga
ng

m
it

In
te

gr
al

en
üb
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fü
hr

un
ge

in
es

In
te

gr
al

sw
ar

di
e

S
uc

he
na

ch
ei

ne
r

U
m

ke
hr

op
er

at
io

nz
ur

D
if

fe
re

nt
ia

tio
n:

G
en

au
w

ie
di

e
D

if
fe

re
nt

ia
tio

na
us

ei
ne

m
ze

ita
bḧ
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nü
tz

lic
h

is
td

er
W

er
ta

n
de

rS
te

lle
1:

D
a

na
ch

ob
ig

er
Ta

be
lle

ta
n

+ 4
de

n
W

er
t1

ha
t,

is
ta

rc
ta

n(
1)

=

+ 4
od

er

� =4
ar

ct
an

(1
).

Fa
lls

m
an

in
ei

ne
m

P
ro

gr
am

m
de

n
W

er
t

� be
n̈o

tig
tu

nd
ih

n
üb
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nz

en
)s

in
d

al
sS

ta
m

m
-

fu
nk

tio
ne

nv
or

al
le

m
de

rA
rk

us
si

nu
su

nd
de

rA
rk

us
ta

ng
en

sin
te

re
ss

an
t;

w
ir

ha
be

nd
ie

be
id

en
ne

ue
nF

or
m

el
n

T
W �

1
+

� 2W � =
ar

ct
an

� +

n un
d

T
W � - 1

�� 2

W � =
ar

cs
in

� +

n .

A
ls

nä
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lä

ß
t.

In
de

r
Ta

tf
üh

rt
pa

rt
ie

lle
In

te
gr

at
io

n
m

it

T ���
W � =

���
�T �� W
� =

���
���

+

n =
(

� � 1
)

�� +

n
au

fe
in

eS
ta

m
m

fu
nk

tio
n.G

en
au

so
la

ss
en

si
ch

re
ku

rs
iv

au
ch

di
e

In
te

gr
al

e

e �
ÿ ��
W � be

re
ch

ne
n:

T �2 ��
W � =

�2 ��
�T 2

���
W � =

(

�2 �

2

� +2
)

�� +
n

un
d

T �ÿ �
� W �

=

�ÿ �
� �
�T �ÿ � 1
�� W
� .

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

ý õ
ü

h)
S

ub
st

itu
tio

ns
re

ge
l

A
uc

h
di

e
K

et
te

nr
eg

el

W W ��� h (

� )� =

�
 � h (

� )� ñh

 (
� )

lä
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fü
re

in
e

be
ka

nn
te

F
un

kt
io

n

� di
e

un
be

ka
nn

te
S

ta
m

m
fu

nk
tio

n
	 zu

be
re

ch
ne

n.
A

ls
S

ub
st

itu
tio

n

h w ä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

B
ei

m
Ta

ng
en

sh
yp

er
bo

lic
us

gi
bt

es
ke

in
eP

ro
bl

em
em

it
de

m
V

or
ze

ic
he

n;
hi

er
is

tg
an

ze
nt

sp
re

ch
en

d

T ta
nh

�W �

=
ln

5 co
sh

(

� )5 +

n =
ln

co
sh

(

� )+

n ,

da
de

rC
os

in
us

hy
pe

rb
ol

ic
us

nu
rp

os
iti

ve
W

er
te

an
ni

m
m

t.

A
uc

h
In

te
gr

al
e

w
ie

T
�

1
+

� 2W �

la
ss

en
si

ch
na

ch
di

es
er

R
eg

el
au

sr
ec

hn
en

:D
a

di
e

A
bl

ei
tu

ng
de

sN
en

ne
rs

2

� ist,
fo

lg
t

T
�

1
+

� 2W � =
1 2

ln

8:8981+

�28:898+

n =
1 2

ln
(1

+

�2 )+

n .

D
am

it
kö
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lä

ß
ts

ic
h

au
ch

di
e

S
ta

m
m

fu
nk

tio
nv

on

- 1
+

� 2
be

st
im

m
en

:H
ie

r
bi

et
et

si
ch

di
e

S
ub

st
itu

tio
n

� =
si

nh

ö an
un

d
w

ir
er

ha
lte

n

T - 1
+

� 2W
� =

T y 1

� sin
h2

ö co
sh

öW ö =

T co
sh

2
öW ö ,

da
co

sh

ö nu
rp

os
iti

ve
W

er
te

an
ni

m
m

t.

Le
id

er
ke

nn
en

w
ir

da
s

re
ch

ts
st

eh
en

deI
nt

eg
ra

ln
oc

h
ni

ch
t;

an
ge

si
ch

ts
de

rg
ro

ß
en

Ä
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ḧ a
lt

m
an

de
m

na
ch

ei
ne

D
ar

st
el

lu
ng

h (� )
=

. ÿ
� 1

(

� )� 1

ñññ
ññ
� a (� )

� � ñ
� 1

(

� )� 1

ñññ
ññ
��� (� )

���

m
it

lin
ea

re
n

P
ol

yn
om

en

� ø ,q
ua

dr
at

is
ch

en
P

ol
yn

om
en

� Q un
d

na
ẗu
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rü
ch

e
n

de
rF

or
m

| ø
Y
� ø (� )

Y u
nd

j QY�

+

� QY
� Q (� )

Y ,
w

ob
ei

Z vo
n

ei
ns

bi
s

� ø bz
w.

� Q lä
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kö

nn
en

.

Fü
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üb

er
di

e
lo

ga
rit

hm
is

ch
eA

bl
ei

-
tu

ng
au

sA
bs

ch
ni

tt
a

)
be

re
ch

ne
tw

er
de

nk
an

n,
w

äh
re

nd
w

ir
da

sz
w

ei
te

in
A

bs
ch

ni
tt

b
)b

eh
an

de
lth

ab
en

.

B
le

ib
en

sc
hl

ie
ß

lic
hn

oc
hd

ie
In

te
gr

al
em

it
P

ot
en

ze
ne

in
es

qu
ad

ra
tis

ch
en

P
ol

yn
om

si
m

N
en

ne
r;

hi
er

w
ird

Z du
rc

h
pa

rt
ie

lle
In

te
gr

at
io

n
re

ku
rs

iv
er

ni
ed

rig
t.

A
ls

ga
nz

ei
nf

ac
he

sB
ei

sp
ie

l,i
n

de
m

al
le

s
ex

pl
iz

it
du

rc
hf̈

uh
rb

ar
is

t,
be

-
tr

ac
ht

en
w

ir

T
W �

� 2 �

5

� +6
.

D
a

hi
er

se
ch

sd
as

P
ro

du
kt

un
d

fü
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r
T

ie
fp

aß
fil

te
ru

ng
en

,w
o

Fa
ltu

ng
si

nt
eg

ra
le

m
it

si
n

� �b
er

ec
hn

etw
er

de
nk

ön
ne

n.

0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
81

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

0
2

4
6

8
10

12
14

x

A
bb

.6
4:

D
er

In
te

gr
al

si
nu

s

2)
D

ie
Fe

hl
er

fu
nk

tio
n:

A
uc

h
di

e
F

un
kt

io
n

��� 2
ha

tk
ei

ne
el

em
en

ta
r

an
ge

bb
ar

eS
ta

m
m

fu
nk

tio
n;

hi
er

de
fin

ie
rt

m
an

al
s

ei
ne

S
ta

m
m

fu
nk

tio
n

di
e

Fe
h

le
rf

u
n

kt
io

no
de

re
rr

o
r

fu
n

ct
io

n
du

rc
h

E
rf

(

� )=
2 - �

�UT

0

��} 2

W ö .

(D
er

V
or

fa
kt

or
so

rg
t

da
fü
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lä
ß

ts
ic

h
na

ẗu
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fü
ru

ne
nd

lic
he

0 de
fin

ie
rt

se
in

so
lle

n
du

rc
h

[. ò
 )= de

f

¥ �
&*
898.
\ �§

;

en
ts

pr
ec

he
nd

au
ch

(

� ò
0 ]

= de
f

¥ �
&*
898�
\0§

un
d

(

� ò
 )=

* .



ý
óõ

H
öh
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Fü
r

un
en

dl
ic

he
In

te
rv

al
lg

re
nz

en
si

nd
di

e
D

efi
ni

tio
ne

n
fü
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r

0 =

 der
A

us
dr

uc
k

lim k
f �
k e V� (

� )W � f ü
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nd
e,

si
e

zu
ve

r-
bi

et
en

:S
ch

lie
ß

lic
hg

eh
td

ie
S

ta
m

m
fu

nk
tio

n

�1 2

�� 2 fü
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ḧ a
ng

t,
ka

nn
di

e
M

at
he

m
at

ik
hi

er
ni

ch
tm

eh
rb

ie
te

n
al

s
ei

ne
D

e
fin

iti
o

n
:F

al
ls

fü
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aẗ
ur

lic
h

im
m

er
un

ei
ge

nt
lic

ha
nd

er
ob

er
en

G
re

nz
e;

f ü
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ẗu
rli

ch
e

Z
ah

le
n

� gilt
° (

� )=
(

� � 1
)!

;
di

e

° -F
un

kt
io

n
is

t
al

so
ei

ne
A

rt
st

et
ig

ge
m

ac
ht

er
Fa

ku
lẗa
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üs

se
nw

ir
di

e
L

än
ge

an
da

sI
nt

er
va

ll
an

pa
ss

en
,̈ub

er
de

m
w

ir
di

e
K

ur
ve

ap
pr

ox
im

ie
re

nw
ol

le
n.

In
de

m
w

ir
de

n
V

ek
to

r

³ � (¸ ø )
de

rD
if

fe
re

nt
ia

lq
uo

tie
nt

en
du

rc
h

1 ö ø +
1

�ö ø
ñ��

���
���

� (ö ø )

� (ö ø +
1)

=
1 ö ø +

1

�ö ø
¹ º� 1

(

ö ø +
1)

�� 1
(

ö ø )
. . .

� ÿ (ö
ø +

1)

�� ÿ (

ö ø )

» ¼

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
ýý
ý

ap
pr

ox
im

ie
re

ns
eh

en
w

ir
,d

aß
de

rV
ek

to
r

���
���
��

� (ö ø )

� (ö ø +
1)

un
ge

f̈a
hr

gl
ei

ch

³ � (¸ ø )

ñ (ö
ø +

1

�ö ø )
is

t,
di

e
B

og
en

l̈ an
ge

de
rK

ur
ve

ka
nn

al
so

an
ge

n̈ a
he

rt
w

er
de

nd
ur

ch

¶ � 1 ÷ ø =
0

898³ � (

¸ ø )898ñ (
ö ø +

1
�ö ø )

.

Fü
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lü

be
re

in
e

K
u

rv
e

� .
D

efi
ni

tio
n:

e Á� (

K )W î h
ei

ß
tR

IE
M

A
N

N
-S

T
IE

LT
JE

S-
In

te
gr

al
üb
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ẗ uc

ke
ze

rle
ge

n,
de

re
nj

ed
es

di
e

V
or

au
ss

et
zu

ng
er

fü
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ḧa
ng

t,
is

t
da

s
In

te
gr

al
lä
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bḧ

an
gi

g
vo

n
de

rD
im

en
si

on
im

m
er

nu
re

in
In

te
gr

al
ze

ic
he

n.I
n

P
hy

si
k

un
d

Te
ch

-
ni

k
sc

he
in

td
ie

S
ch

re
ib

w
ei

se
m

it
m

eh
re

re
nI

nt
eg

ra
lz

ei
ch

en̈
ub

lic
he

rz
u

se
in

;d
es

ha
lb

so
ll

au
ch

hi
er

di
es

eK
on

ve
nt

io
n

ve
rw

en
de

tw
er

de
n.

)

In
te

gr
al

eu
nd

V
ol

um
in

as
in

d
na

ẗu
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lä
ch

en
in

te
rp

re
ta

tio
nd

es
R

IE
M

A
N

N
-I

nt
eg

ra
ls

,f
ür

ei
ne

au
f

Ù ni
ch

tn
eg

at
iv

e
F

un
kt

io
n

�

T ñññ ÙT � (

K )W � 1

ñññ
W � ÿ =

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

ý
ô ý

mù% (

� 1

ò###
ò� ÿ
ò( )

&*
ÿ +1

898:898(

� 1

ò###
� ÿ )

&Ù un
d

0

\ (
\� (

� 1

ò###
ò� ÿ )

àû .

A
uc

h
f ü
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Fü
r

ei
ne

n
zu

sa
m

m
en
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lä

ch
ee

in
s.

S
om

it
is

te
in

sd
er

ob
er

eu
nd

nu
ll

de
ru

nt
er

eF
l ä
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nn
te

m
an

be
is

pi
el

s-
w

ei
se

de
m

un
ei

ge
nt

lic
he

nIn
te

gr
al

TT ä

2

si
n

� sin

(W �
W (

je
na

ch
de

m
,o

b
m

an
f ü
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rb

ei
de

K
oo

rd
in

at
en

ve
rs

ch
w

in
de

t,o
de

rQ
ua

dr
at

e,
in

de
re

n
E

ck
pu

nk
te

nd
ie

be
id

en
C

os
in

us
ei

ne
n

ko
ns

ta
nt

en
an

de
re

nW
er

t
ha

be
n,

de
m

In
te

gr
al

di
e

ve
rs

ch
ie

de
ns

te
nW

er
te

zu
or

dn
en

.T
at

s̈a
ch

lic
h

ab
er

ex
is

tie
rt

di
es

es
un

ei
ge

nt
lic

he
In

te
gr

al
na

ẗu
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üb

er
st

et
ig

eF
un

kt
io

ne
n:



ý
ô �

H
öh
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fü
rd

en

* 3 ,w
en

n
w

ir
ku

rz

	 (

! òð ò
ý )= de

f

�� � (

! òð ò
ý )ò
( (! òð
òý )

ò` (

! òð ò
ý )�

sc
hr

ei
be

n,z
u

TTT Þ
� (

� ò( ò
` )W
�W (
W ` =

TTT Þï
	 (

! òð ò
ý )8:89898989898:89898de

t

¹ é9é9é9é:ºí � í !
í � í ð
í � í ý

í ( í !
í ( í ð
í ( í ý

í ` í !
í ` í ð
í ` í ý

» ê9ê9ê9ê:¼8:89898989898:89898W !W ð
W ý .

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

ý� ü
A

ls
B

ei
sp

ie
lk

ön
ne

n
w

ir
w

ie
de

rK
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
eb

et
ra

ch
te

n:
Fü
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fü

rd
ie

D
et

er
m

in
an

ted
en

W
er

t

co
s

þ8989898�w si
n

v sin
þ
w cos

v cos

þ

w cos
v sin
þ
w sin

v cos

þ8989898

�w s
in

þ8989898co
s

v sin

þ
�w si

n

v sin

þ

si
n

v sin

þ
w cos

v sin

þ8989898

=
�w2 co

s

þ (s
in

þ co
s

þ )

�w2 si
n

þ ñ si
n2

þ =

�w2 si
n

þ .

D
er

B
et

ra
gd

er
D

et
er

m
in

an
te

nd
er

JA
C

O
B

I-M
at

rix
is

ta
ls

o

w25 si
n

þ5 ò

un
d

m
it

	 (

w òv ò
þ )

=

� (

w cos

v sin

þ òw s
in

v sin

þ òw c
os

þ )

w
ird

di
e

T
ra

ns
fo

rm
at

io
ns

fo
rm

elz
u

TTT Þ
� (

� ò( ò
` )W
�W (
W ` =

TTT Þï
	 (

w òv ò
þ )

ñw2

5 si
n

þ5 W
wW v
Wþ .

B
er

ec
hn

en
w

ir
zu

rK
on

tr
ol

le
sc

hn
el

ln
oc

he
in

m
al

da
sV

ol
um

en
de

rK
ug

el

Ù um
de

n
N

ul
lp

un
kt

m
it

R
ad

iu
s

ú :

TTT Þ
W �W
(W `

=

+ T

0

¹ º2

+ T

0

¹ ºû T

0

w25 si
n

þ5 W
w» ¼W
v» ¼W
þ

=

+ T

0

¹ º2

+ T

0

ú 3 3

5 si
n

þ5 W
v» ¼W
þ =

2

�ú 3 3

+ T

0

si
n

þ Wþ

=
4

�ú 3 3
.



ý�
ó

H
öh
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ẗa

nd
lic

he
nS

at
ze

se
rf

or
-

de
rt

ei
ne

n
er

st
au

nl
ic

hg
ro

ß
en

A
uf

w
an

d:
M

an
m

uß
di

e
E

be
ne

in
kl

ei
ne

Q
ua

dr
at

e(o
de

rD
re

ie
ck

e
od

er
et

w
as

äh
nl

ic
he

s)u
nt

er
te

ile
n,

� dur
ch

K
an

-
te

nz̈
ug

e
au

sd
er

en
S

ei
te

na
nn̈

ah
er

n,
de

n
S

at
zd

ur
ch

au
fw

en
di

ge
R

ec
h-

nu
ng

en
m

it
fo

rm
al

en
S

um
m

en
vo

n
Q

ua
dr

at
en

un
d

Q
ua

dr
at

se
ite

nfü
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lö
sb

ar
ke

it
al

lg
em

ei
ne

rG
le

ic
hu

ng
en

vo
m

G
ra

d
gr

öß
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üb

er

æ le
ic

ht
au

sr
ec

hn
en

:

TT ¶
ù í ¾ 2 í �

�í ¾ 1 í (û W
�W (

=

TT ¶
�í ¾ 1 í (
W �W
(

=

�f T V¹ é9º
å

(

� ) T � (

� )

í ¾ 1 í (
W (» ê9¼W
� =

f T V� ¾ 1

� � ò
h (� )

� �
¾ 1

� � ò
� (

� )�� W
� .

Z
um

in
de

st
fü
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rö

ffe
nt

lic
ht

e
er

se
in

B
uc

h
A

n
E

ss
a

yo
n

th
e

A
p

p
lic

a
tio

n
o

fM
a

th
e

m
a

tic
a

lA
n

a
ly

-
si

s
to

th
e

T
h

e
o

ry
o

fE
le

ct
ri
ci

ty
a

n
d

M
ag

n
e

tis
m

,v
on

de
m

51
E

xe
m

pl
ar

ev
er

ka
uf

tw
ur

de
n,

gr
öß
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üb
er

H
yd

ro
dy

na
m

ik
)d

or
tv

er
öf
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rd

as
F

l ä
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ch
en

sẗu
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bḧ
an

gi
g

se
in

m
üs
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sẗu

ck
im

* 3 is
tg

eg
eb

en
du

rc
h

ei
ne

n
B

er
ei

ch

Ù Ø
* 2 un

d
ei

ne
in

ei
ne

ro
ffe

ne
nM

en
ge

2 Ú
Ù di

ff
er

en
zi

er-
ba

re
nF

un
kt

io
n

� :

2 �
* 3 ;

(

! òð )�
�� (

! òð ),
fü
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Fü
r

di
e

m
ei

st
en

pr
ak

tis
ch

en
Z

w
ec

ke
is

td
as

na
ẗu
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lä

re
sF

lä
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ẗuc
ks

� auf
de

m
F

lä
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bḧ
an

gi
g

vo
n

je
de

rK
ur

ve
.W

ir
be

ze
ic

hn
en

da
he

rd
ie

se
dr

ei
le

tz
te

re
nG

rö
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sẗu
ck

s;
im

w
es

en
tli

ch
en

ge
ht

al
le

s
ge

na
uw

ie
be

id
en

K
ur

ve
ni

nt
eg

ra
le

n,
is

t
ab

er
et

w
as

au
fw

en
di

ge
r.
D

er
V

ol
ls

tä
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lä
ch

en
in

ha
lts

el
bs

ts
om

it

; (

½ . ñ
½ . )(
½ 0 ñ½ 0 )
� (½ . ñ

½ 0 )2
.

W
ir

in
te

re
ss

ie
re

nu
ns

fü
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lä

re
n

F
lä
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sẗu
ck

si
m

* 3 un
d

ei
ne

rf
es

te
nR

ei
he

nf
ol

ge
de

rP
ar

am
et

er
au

sg
e-

he
n,

kö
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ch
en

sẗu
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lä
ch

en
sẗu

ck
s

ei
n-

de
ut

ig
be

st
im

m
ts

in
d,

un
d

� "g
��� da

rf
ni

rg
en

ds
ve

rs
ch

w
in

de
n,d

a
de

r
N

ul
lv

ek
to

rk
ei

ne
w

oh
lb

es
tim

m
te

R
ic

ht
un

gh
at

.

Ty
pi

sc
he

sB
ei

sp
ie

le
in

es
ni

ch
tr

eg
ul

är
en

F
l ä
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Fü
rK

ur
ve

nh
at

te
nw

ir
ei

ne
rs

ei
tsR

IE
M

A
N

N
-S

T
IE

LT
JE

S-
In

te
gr

al
ed

efi
ni

er
t,

di
e

fü
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Sä
tz

e
de

rm
eh

rd
i-

m
en

si
on

al
en

A
na

ly
si

s:
A

uß
er

de
nb

ei
de

ni
m

T
ite

le
rw

äh
nt

en
Sä
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ḧa

ng
ig

ke
it

au
ch

ei
ni

ge
rm

aß
en

ko
rr

ek
ts

ag
en

kö
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sẗu

ck
vo

ra
us

ge
se

tz
tw

ar
,

is
t

üb
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
04

F
lä
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sẗu
ck

s
is

t.
A

ns
ch

au
lic

hk
an

n
m

an
di

es
au

ch
so

in
te

rp
re

tie
re

n,
da

ß
di

e
K

ur
ve

in
ne

rh
al

bv
on

Ä au
fe

in
en

P
un

kt
zu

sa
m

-
m

en
ge

zo
ge

nw
er

de
n

ka
nn

:M
an

de
nk

e
si

ch
di

e
K

ur
ve

al
s

ei
ne

n
st

ar
k

an
ge

sp
an

nt
enG

um
m

iri
ng

;w
en

n
m

an
di

es
en

au
fe

in
F

lä
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tü
be

rs
tr

ei
ch

td
er

R
in

g
be

im
Z

us
am

m
en

zi
eh

ena
uf

ei
ne

nP
un

kt
ei

n
F

lä
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lä
ch

ed
es

vo
n

di
es

en
be

id
en

V
ek

to
-

re
n

au
fg

es
pa

nn
te

nD
re

ie
ck

s.
D

ie
S

um
m

ea
lle

r
di

es
er

D
re

ie
ck

sfl̈
ac

he
n

is
t

im
Li

m
es

gl
ei

ch
de

rF
lä
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sẗu
ck

m
it

ei
ne

rs
tü
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iẗa

tC
am

br
id

ge
.E

rw
ur

de
vo

ra
lle

m
be

ka
nn

t
du

rc
h

se
in

e
A

rb
ei

te
n

zu
r

m
at

he
m

at
is

ch
en

P
hy

si
k,

fü
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m
un

gs
le

hr
ea

ls
au

ch
de

rG
eo

d̈a
si

eu
nd

ha
tte

un
te

ra
nd

er
em

gr
oß

en
E

in
-

flu
ß

au
fd

ie
E

nt
w

ic
kl

un
gv

on
M

A
X

W
E

LL
.A

b
18

49
le

hr
te

er
al

s
P

ro
fe

ss
or

an
de

rU
ni

ve
rs

iẗa
tC

am
br

id
ge

.

A
us

de
m

S
at

zv
on

ST
O

K
E

S
kö
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fü
rd

ie
A

bw
ei

ch
un

ge
in

es
V

ek
to

rf
el

ds
vo

n
de

rZ
irk

ul
at

io
ns

fr
ei

he
it.

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

þõ
�

D
am

it
w

är
e

au
ch

de
r

zw
ei

te
H

au
pt

sa
tz

di
es

es
A

bs
ch

ni
tts

be
w

ie
se

n;
bl

ei
bt

no
ch

de
r

S
at

z
vo

n
G

au
ß

:

½GF :Ä
�* 3

se
ie

in
di

ff
er

en
zi

er
ba

re
sV

ek
to

rf
el

d
un

d

� :

2 �
Ä se

ie
in

re
gu

lä
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üb
er

di
e

R
an

dfl̈
ac

he
de

rV
er

ei
ni

gu
ng

al
le

rQ
ua

de
r

� ø .
D

ie
Q

ua
de

rfl̈a
ch

en
,d

ie
di

es
en

R
an

d
au

sm
ac

he
n,s

in
d

al
le

sa
m

tp
ar

al
le

l
zu

K
oo

rd
in

at
en

eb
en

en
;ih
re

N
or

m
al

en
ve

kt
or

en
si

nd
al

so
pa

ra
lle

lz
u

K
o-

or
di

na
te

na
ch

se
n

,w
oh

in
ge

ge
n

di
e

N
or

m
al

en
ve

kt
or

en
vo

n

Ù na
ẗu
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