b)

WoLrFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschlige fiir die kleinen Ubungen am 1. /2. Juni 2004

Lésen Sie fiir a € {0, 1} das lineare Gleichungssystem x+y=1,y+z=0und x+z=a
sowohl iiber [, als auch iiber R !

Losung: Subtraktion der ersten Gleichung von der dritten ergibt das Gleichungssystem
x+y=1, y+z=0, —y+z=a—-1;

addiert man hier noch die zweite Gleichung zur dritten, entsteht die Endgestalt
x+y=1, y+z=0, z+z=a—1.

Bis hierher gilt alles sowohl iiber F, als auch iiber R; ab jetzt miissen wir die beiden
Korper unterscheiden.

Wenn wir iiber F, arbeiten, ist z + z = 0, das LGS ist damit nur fiir a = 1 16sbar; fiir
a = 0 haben wird die dritte Gleichung zu 0 = 1. Fiir a = 1 ist sie 0 = 0, kann also
ignoriert werden, und die zweite ist dquivalent zu y = z. Wir konnen also z gleich einem
beliebigen A € I, setzen; dann ist auch y = A und, nach der ersten Gleichung, x =1+ A.
Die Losungsmenge ist also iiber [, fiir a = 1 die Menge

{+AMN [ AeF} ={(1,0,0), (0,1,1)},

und fiir a = 0 ist sie die leere Menge 0.
Uber R wird die dritte Gleichung zu 2z = a— 1, d.h. z = “T*]; eingesetzt in die zweite
Gleichung fiihrt die auf y = —z = 1_7‘1, was schliefllich via die erste Gleichung auf x =

1—y=1l+z= QTH fiihrt. Fiir a = 0 haben wir also die eindeutige Losung (%, %,—%),
und fiir a = 1 entsprechend (1,0, 0).

Bestimmen Sie die Losungsmenge £, des linearen Gleichungssystems
(a+1)x+ 2y + 3az =6a (m

Qa+2)x — y—4az =-3a (2)
(Ba+3)x + 2y + 2az =9%a 3)

in Abhéangigkeit von a € R! (aus der Modulklausur vom April 2004)

Loésung: Zur Elimination von x aus den Gleichungen (2) und (3) subtrahieren wir die
erste Gleichung zweimal von der zweiten und dreimal von der dritten:

—5y — 10az =—15a (4)
—4y — 7az =—%a (5)

Gleichung (4) kann durch fiinf gekiirzt werden und beide Gleichungen werden angenehmer,
wenn man sie mit (—1) multipliziert; dies fithrt auf die dquivalenten Gleichungen

Yy +2az =3a (6)
4y +7az =%a (7

Hier 148t sich nun y einfach aus (7) eliminieren, indem wir viermal Gleichung (6) subtra-
hieren; dies fiihrt auf
—az =—3a.



Fiir a = 0 ist diese Gleichung fiir jedes z erfiillt; fiir a # 0 erhalten wir z = 3. Gleichung (6)

sagt uns dann, dafl
—3a fira#0

y:3a—2az:{ 0 fira=0

ist, und nach Gleichung (1) ist

(a+1)x:6a—2y—3az:{3a f?.r a#0 .
0 fira=0
Damit ist das Gleichungssystem fiir a = —1 unl6sbar, ansonsten ist

~ 3a
a+1’

was auch den Fall x = 0 fiir a = O einschliet. Damit ist

{(2%,-3a,3)} fira#0,—1
La=19{(0,0,A) |A€R} fiira=0
0 fiir a = —1

Bestimmen Sie in Abhédngigkeit von a € R die Losungsmenge L, des linearen Gleichungs-
systems (aus der Scheinklausur 2002)

aw + x + 2y+ z =a+2 M
—aw + x — dy+ z =a-2 (2)
—aw+2x + (2a— 1)y + 5z =2a+4 (3)
—3aw — 5x + 2ay+az =4—3a 4)

Losung: Zur Elimination von w aus den letzen drei Gleichungen addieren wir dreimal
die erste Gleichung zur letzten, und wir addieren sie jeweils einfach zur zweiten und zur
dritten:

2x — 2y + 2z =2a (7)
X — y+ z=a (7")
3x+ (2a+ 1)y + 6z =3a+6 (8)
—2x+ (2a+6)y+ (a+3)z =10 (9)

(Gleichung (7') ist die der Ubersichtlichkeit halber durch zwei dividierte Gleichung (7).)

Als néchstes soll y aus den Gleichungen (8) und (9) eliminiert werden; dazu subtrahieren
wir dreimal Gleichung (7’) von (8) und addieren ihr Doppeltes (also Gleichung (7)) zu
Gleichung (9):

(2a+4)y + 3z =6 (10)
(2a+4)y+ (a+5)z =2a+10 (11)

Subtraktion dieser beiden Gleichungen voneinander liefert die Gleichung
(a+2)z=(2a+4)

Fiir a # —2 konnen wir kiirzen und erhalten z = 2; fiir a = —2 haben wir die Gleichung
0-z =0, aus der nichts folgt.
Fiir a # —2 kénnen wir z = 2 in Gleichung (10) einsetzen und erhalten

(a+2)y+3-2=6, also y=0,

denn fiir a # —2 ist a+2 #0.
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Gleichung (7') wird nach Einsetzen von z =2 und y =0 zu
x+2=a oder x=a—2.
Das miissen wir nun nur noch in Gleichung (1) einsetzen:

aw+(a—2)+0+2=a+2 oder aw=2.

2
Fiir a # 0 folgt daraus w = —; fiir a = 0 ist das Gleichungssystem unl6sbar.

Fehlt noch der Fall a = —2. ]%ann wird Gleichung (10) zu
Oy +3z=6, dh. z=2 und y=A€R beliebig.
Einsetzen in Gleichung (7’) zeigt, da8
Xx—A+2=a=-2 oder x=A—4

ist, woraus nach Gleichung (1) folgt, da8

2w+ (A—4)4+2V +2=4 oder w:%?\—L

Insgesamt ist also

{(%,a—Z,O,Z)} fira#0und a # -2
La={{(GA-1A-4A2)|A€R} fira=—2
0 fira=0

Richtig oder falsch: Ist n < m und hat A € k™*™ den Rang n, so gibt es eine Matrix
B € k™*™ mit AB =E.

Losung: Richtig: Die Spalten einer n x r-Matrix sind Vektoren aus k™, also kann der
Rang einer solchen Matrix h6chstens gleich n sein. Betrachten wir ein lineares Gleichungs-
system AX = D, so gilt dies insbesondere auch fiir dessen erweiterte Matrix; wenn A bereits
Rang n hat, muf also auch die erweiterte Matrix Rang n haben. Somit ist das Gleichungs-
system AX = D fiir jede rechte Seite b l6sbar. Dies gilt insbesondere auch dann, wenn wir
fiir b die verschiedenen Spaltenvektoren der Einheitsmatrix E einsetzen, also ist auch die
Matrixgleichung AX = E 16sbar, und fiir jede Lésung X = B ist AB =E.

Richtig oder falsch: Ist n < m und hat A € k™*™ den Rang n, so gibt es eine Matrix
B € k™*™ mit BA =E.

Loésung: Falsch, denn bei der Multiplikation BA stehen die Koeffizienten der unbekann-
ten Eintrdge von B in den Spalten von A; fiir jede Zeile von B haben wir also ein Glei-
chungssystem aus m Gleichungen in n Unbekannten. Die erweiterte Matrix eines solchen
Gleichungssystems ist daher eine (n + 1) x m-Matrix, und die kann ohne weiteres auch
Rang n + 1 haben.

Beispiel: A = ((]) (1) 1) Hier hat die Gleichung AB = E viele Losungen, namlich alle
T—A —u 1 0
Matrizen der Form —A 1—pn |, aber BA = E ist unldsbar: Die Matrix | 0 1

A o 1 1
des Gleichungssystems bekommt bei Erweiterung um eine Spalte der Einheitsmatrix stets
den Rang drei.
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11 2 10
Bestimmen Sie alle Matrizen X, fiirdiegilt | 1 0 2| -X=[0 1 ]!
3 2 7 11

Losung: Wir schreiben die beiden Matrizen hintereinander

1T 1 2 10
1.0 2 01
3 2 7 11

und beginnen dann mit der GAUss-Elimination: Zuerst wird die erste Zeile einfach von
der zweiten und dreifach von der dritten subtrahiert:

1 1 2 10
0 -1 0 -1 1
0 -1 1 -2 1

Als nichstes suibtrahieren wir die zweite Zeile von der dritten

1 1 2 10
0 -1 0 -1 1
0 01 -1 0

Damit stehen unter der Hauptdiagonalen lauter Nullen; oberhalb der Hauptdiagonalen gibt
es nur in der ersten Zeile noch von Null verschiedene Eintrége, die wir zum Verschwinden
bringen, indem wir die zweite Zeile addieren und die dritte zweifach subtrahieren:

1 0 0 2 1
0 -1 0 -1 1
0 01 -1 0

Abgesehen vom Minuszeichen in der zweiten Zeile steht nun links die Einheitsmatrix, wir
miissen also nur noch die zweite Zeile mit —1 multiplizieren und erhalten

1 0 0 2 1
010 1T -1
0 0 1 —1 0
Damit gibt es genau die eine Lésung
2 1
X = 1 -1
-1 0

12 3 4
01 2 3 121
Berechnen Sie die inversen Matrizen zu A = 00 1 2 undB=|3 A 2 ]!
0 0 01 13
Losung: Wir schreiben die Einheitsmatrix hinter A:
12 3 4 10 0 0
01 2 3 01 00
001 2 0010
0 0 0 1 0 0 01

Da unter der Hauptdiagonalen schon lauter Nullen stehen, miissen wir keine Eliminati-
onsschritte durchfiihren; wir beginnen also gleich damit, die vierte Zeile viermal von der



ersten, dreimal von der zweiten und zweimal von der dritten zu subtrahieren:

12 3 0 10 0 —4
0120 010 3
0010 001 =2
0 0 0 1 00 0 1

Als nachstes wird die dritte Zeile dreimal von der ersten und zweimal von der zweiten
subtrahiert:

1200 10 -3 2
01 00 o1 =2 1
0010 o0 1 =2
0 0 01 00 0 1

Als letztes mufl noch zweimal die zweite Zeile von der ersten subtrahiert werden:
1 0 0 0 1 =2 1 2

0100 o 1 =2 1
0010 o o0 1 =2
0 0 0 1 o o0 o0 1

Nun steht links die Einheitsmatrix, rechts also die inverse Matrix zu A, d.h.

1 -2 1 2
4 |0 1 =2 1
A=lo o 1 22

o 0 0 1

Ganz entsprechend wird auch B nach rechts um eine Einheitsmatrix erweitert:

1T 21 100
3 A2 010
1T 3 1 0 0 1

Hier sind Eliminationsschritte notwendig; wir subtrahieren zun&chst die erste Zeile dreimal
von der zweiten und einmal von der dritten:

1 2 1 1.0 0
0 A—6 -1 -3 1 0
0 1 0 -1 0 1

Als nachstes vertauschen wir, um die weitere Rechnung zu vereinfachen, die zweite und

die dritte Zeile:
1 2 1 1 00
0 1 0 -1 0 1
0 A —6 -1 -3 10

Dann kann die Elimination ohne Division fortgefithrt werden durch Subtraktion von (A—6)
mal der zweiten Zeile von der dritten:

1 2 1 1 0 0
01 0 -1 0 1
0 0 -1 A—92 1 6-—A

Nun stehen unterhalb der Hauptdiagonalen von B nur noch Nullen, und wir kénnen zu
den Eintrdgen oberhalb der Diagonalen iibergehen. Als erstes addieren wir die dritte Zeile

zur ersten:
1 2 0 A—8 1 6

01 0 -1 0 1
0 0 -1 A—=92 1 6-—A

>
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Als nachstes wird zweimal die zweite Zeile von der ersten subtrahiert:

1.0 0 A—6 1 4-—A
01 0 -1 0 1
0 0 -1 A=92 1 6—A

Schliellich mufl noch die letzte Zeile mit —1 multipliziert werden, damit links eine Ein-
heitsmatrix entsteht:

1 0 0 A—6 1 4—A
010 -1 0 1
0 0 1 9—A -1 A—6
A—6 1T 4-—A
Damit ist B~ = —1 0 1 ; insbesondere ist B also fiir jedes A invertierbar.

9—A -1 A—6

-1 a b
Fiir welche a,b,c,d € R ist die Matrix A = 0 c d | invertierbar?
0 0 -1

Losung: Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie den maximal méglichen Rang
drei hat. Der dritte Spaltenvektor ist offenbar stets linear unabhéngig von den ersten bei-
den, denn er hat als einziger eine nichtverschwindende dritte Komponente. Damit sind die
drei Spaltenvektoren genau dann linear abhéngig, wenn die ersten beiden linear abhéngig
sind, d.h. wenn c = 0 ist. Die Matrix ist daher genau dann invertierbar, wenn c nicht
verschwindet.

Berechnen Sie in den invertierbaren Fillen die inverse Matrix A~'!

Loésung: Wir nehmen an, daf ¢ nicht verschwindet. Dann schreiben wir die Einheitsmatrix
hinter die Matrix A:

-1 a b 1.0 0
0 c d 010
0 0 -1 0 0 1

Multiplikation der ersten und dritten Zeile mit —1 sowie der zweiten mit 1/c macht daraus

1 —a b -1 0 0
o 1 ¢ o I o0
0 0 1 0 0 -1

Addition von b-mal der dritten Zeile zur ersten und —d/c-mal der dritten Zeile zur zweiten

fithrt auf
1 —a 0 —1 0 —-b

o 1 0 o < ¢

0 0 1 0 0 -1
SchlieBllich wird noch a-mal die zweite Zeile zur ersten addiert:

1 00 —1 ]% “Td ; b

01 0 0 < <

0 0 1 0 0 -1

Nun steht links die Einheitsmatrix, rechts also die inverse Matrix zu A, d.h.

(e
A= 0 ¢ ¢
0o 0 I
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Richtig oder falsch: Fiir alle a,b € R \ {0} ist die Matrix (a

—b ) invertierbar.
b a

Loésung: Richtig, denn wenn sie nicht invertierbar ware, miiiten der Rang kleiner als zwei
sein, die beiden Spalten also linear abhéngig sein. Da die erste Spalte nicht der Nullvektor
ist, gédbe es also ein A € R, so dafl die zweite Spalte das A-fache der ersten ware. Dazu
miiite A = —b/a = a/b sein, also —b? = a?. Das ist aber fiir a,b # 0 unméglich, denn
das Quadrat einer reellen Zahl ungleich null ist stets positiv.

(Alternativ kénnte man sich daran erinnern, dafl die Matrix gerade die Abbildungsmatrix
der Multiplikationsabbildung C — C zum Faktor a + bi ist; diese ist bijektiv, also ist ihre
Matrix invertierbar.)

Richtig oder falsch: Fiir alle a,b € C \ {0} ist die Matrix (a

—b ) invertierbar.
b a

Losung: Falsch, denn fiir komplexe Zahlen konnen die beiden Spalten proportional wer-
den: Die oben abgeleitete Beziehung —b? = a? zeigt im Komplexen nur, da8 b = +ia

sein mufl. Damit ist beispielsweise fiir a = 1 und b = 1 die Matrix (1 _;) nicht

invertierbar.

Zeigen Sie: Falls fiir zwei invertierbare Matrizen A, B € k™*™ gilt AB + BA = 0, so ist
auch A='B~! + B~TA~! =0.

Loésung: AB + BA = 0 = AB = —BA = (AB)~! = —(BA)~! Da die inverse Ma-
trix eines Produkts das Produkt der Inversen der Faktoren in umgekehrter Reihenfolge
ist, konnen wir dies weiter ausrechnen als B~'A~! = —A~"B~!, und daraus folgt die
Behauptung A"'B~!' + B~TA~! =0.



