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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 4. /5. Mai 2004
©:V — W sei eine lineare Abbildung und {\7’1 Y ,Vn} sei eine Teilmenge von V.
a) Richtig oder falsch: Ist {\71 . ,\")’n} linear unabhéngig, so auch {(p(\")ﬁ), . (p(\")’n)}.
Losung: Falsch; einfachstes Gegenbeispiel ist die Nullabbildung.
b) Richtig oder falsch: Ist {(p(\'f]), cen, (p(\')‘n)} linear unabhéngig, so auch {\')'1 yeon ,\')'n}.
Loésung: Richtig, denn ist Aqviy +--- + AV = 6, so ist wegen @(6) =0 auch
@ M¥1 4+ M) = M @(F1) + - + An@(¥n) =0,

also miissen wegen der linearen Unabhéangigkeit der Bildvektoren alle A; verschwinden.

c) Richtig oder falsch: Betrachtet man C als R-Vektorraum, ist die komplexe Konjugation
eine lineare Abbildung C — C.

Lésung: Richtig, denn fiir reelle Zahlen A, pu und z,w € C ist
AM+uW=AZ+TW=A-Z+ T -W=AZ+ uw.

d) Richtig oder falsch: Betrachtet man C als C-Vektorraum, ist die komplexe Konjugation
eine lineare Abbildung C — C.

Losung: Falsch; beispielsweise ist fiir A =z =i zwar Az = i2=—1,aberz=1-1=+1.

e) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Bestimmen Sie ggf. Kern und Bild!

X x+ 2y X x+2y+3z
e: R 5 R3; yl|l—1ly+2z], P: R - R3,; yl|l— | 2x+3y+4z |,
z z+2 z 3x + 4y + 5z
X x+y+z
w: R 5 R3,; yl = xy+yz+xz
z XYz

Losung: ¢ ist offensichtlich nicht linear, beispielsweise, weil der Nullvektor nicht auf den
Nullvektor abgebildet wird, sondern auf einen Vektor mit dritter Komponente zwei.

1 ist linear, denn fiir A, n € k und x,y,z,u,v,w € R ist

X u Ax 4 pu
PIA|lYy |+l v =1 Ay + pv
z w Az 4+ pw

(Ax + pu) + 2(Ay + wv) + 3(Az + pw)
= | 2(Ax + pu) + 3(Ay + wv) +4(Az 4+ pw) | ,
3(Ax + pu) +4(Ay + wv) + 5(Az + uw)

und das ist dasselbe wie

X u x+2y+3z u+2v+ 3w
M| |y + v =A| 2x+3y+4z | +p| 2u+3v+4w
z w 3x +4y + 5z 3u+4v+ 5w
Ax+2y +3z) + u(u+ 2v + 3w) (Ax + pu) + 2(Ay + wv) + 3(Az + uw)
= 2x +3y +4z) + u(2u+3v+4w) | = | 2(Ax + pu) + 3(Ay + pv) + 4(Az + pw)

Al
A(3x + 4y + 5z) 4+ p(3u +4v + 5w) 3(Ax + pu) +4(Ay + wv) +5(Az + pw)



f)

Der Vektor mit Komponenten x,y, z liegt genau dann im Kern, wenn seine Komponenten
X,Y, z die drei Gleichungen

Xx+2y+3z=0, 2x+3y+4z=0 und 3x+4y+5z=0

erfiillen. Wir werden bald allgemeine Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme
kennenlernen; in diesem einfachen Fall fiihrt aber jedes in der Schule behandelte elemen-
tare Verfahren leicht zu einer Losung.

Beispielsweise sieht man sofort, dafl die Differenz zwischen zweiter und erster wie auch
dritter und zweiter Gleichung jeweils die Gleichung x +y + z = 0 ist; subtrahiert man

diese von der ersten Gleichung, ergibt sich y + 2z = 0 oder y = —2z. Einsetzen in die
Gleichung x +y + z = 0 zeigt dann, daBl x — 2z + z = 0 oder x = z sein muf}. Fiir jede
Lésung ist also x = z und y = —2z; setzt man irgendein Tripel mit x =z und y = —2z in

die drei urspriinglichen Gleichungen ein, sieht man, daf} dieses auch umgekehrt stets eine
Losung ist. Also ist
z
Kerny = —2z
z
Zur Bestimmung des Bilds kann man ebenfalls ausnutzen, dafl die Differenz zwischen
dritter und zweiter sowie zweiter und erster Komponente eines Vektors aus dem Bild
gleich ist, d.h.

zeR

u u
Bildy C Y W—v=v—u, = v ‘u,veR
w 2v—u

Um zu entscheiden, ob umgekehrt auch jeder Vektor aus der rechtsstehenden Menge im
Bild liegt, konnen wir — da w dort nicht mehr vorkommt — beispielsweise nach einem
Urbild mit dritter Komponente null suchen. Kurzes probieren zeigt, dafl

2v—3u (2v—3u) +2(2u—v) u
) 2u—v =122v-3u)+32u—v) | = v
0 3(2v—3u) +4(2u—v) 2v—u

ist, das Bild ist also gleich der oben rechts stehenden Menge. (Wir werden bald Verfahren
kennenlernen, mit denen man solche Probleme systematischer 16sen kann.)

w ist nicht linear, denn beispielsweise ist

1 1 2 6
w T]1+11 =w| |2 =1121,
1 1 2 8
aber
1 1 3 3 6
w 1 + w 1 =13]+3]=|6
1 1 1 1 2

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume von V = C°(R, R) ?
Uy = {f € V| f(t) = f(—t) fiir alle t € R}, Uy = {f € V| f(t) # —f(—t) fiir alle t € R},
Us={feV|flt)<f(t}) firalleteZ}, Us={feV|f(t)=F(t+1)firalleteR}

Loésung: Seien A, i € R und f, g Elemente einer der vier betrachteten Mengen U;. Wir
miissen jeweils priifen, ob auch Af+ g in U; liegt und ob U; iiberhaupt Elemente enthalt.
Nach Definition der Vektorraumstruktion von CO(R, R) ist

(Af + ug)(t) = AMf(t) + ng(t) firalleteR.
Somit ist fiir f,g € U,
(Af + ng)(—t) = AMf(—t) + pg(—t) = Af(t) + ng(t) = (Af + ug)(t),



g)

h)

d.h. U; ist Untervektorraum.
U, ist offensichtlich keiner, da die Nullfunktion nicht in U, liegt.
U3 enthalt die Nullfunktion, ist aber trotzdem kein Vektorraum, denn beispielsweise liegt
die Funktion f mit f(t) =t in Us, da fiir ganzzahlige t stets t? > t ist. Die Funktion —f
mit (—f)(t) = —t dagegen liegt nicht in U3, denn (—f)(2) = —2 > —4 = (—f)(2?).
Fiir f,g in Uy gilt flir alle t € R

(Af+pg)(t+1) =AMt +1) + ug(t + 1) = Af(t) + ug(t) = (AMf + ug)(t),

Af 4+ ng liegt also wieder in Uy. Offensichtlich ist Uy nicht leer: Es enthalt beispielsweise
die Nullfunktion oder auch die Funktion sin 7tt. Somit ist U4 ein Untervektorraum.

Zeigen Sie, daf @: eine lineare Abbildung ist, und bestimmen Sie

!
Kern und Bild! fiof

{ C2(R, R) — C°(R, R)
Losung: Da die Ableitung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion insbesonde-
re stetig ist, definiert ¢ zunéchst einmal iiberhaupt eine Abbildung von C?(R, R) nach
C°(R, R). Mit der Linearitat gibt es keine Probleme, da Differentiation eine lineare Ope-
ration ist:
(AMf +pg)'(t) = M'(t) + pg'(t) .

Im Kern liegen alle mindestens zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, deren Ab-
leitung die Nullfunktion ist, also genau die konstanten Funktionen. Im Bild liegen die
sdmtlichen Ableitungen von mindestens zweimal stetig differenzierbaren Funktionen; die-
se sind immer noch mindestens einmal stetig differenzierbar, und da die Stammfunktion
jeder mindestens einmal stetig differenzierbaren Funktion mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, sind das auch die samtlichen Bilder. Also ist Bild ¢ = C'(R, R) .

Zeigen Sie: W = {asin” t+bcos’ t+c | a,b,c € R} ist ein Untervektorraum von CO(R, R) !

Loésung: Klar, denn alle betrachteten Funktionen sind stetig und jede Linearkombination
solcher Funktionen ist wieder von derselben Bauart:

A(asin®t +beos? t +c) + p(a’sin® t + b’ cos® t + ¢’)
= (Aa+ pa’)sin® t + (Ab 4+ ub’) cos? t + (Ac + puc’) .

Bestimmen Sie fiir diesen Vektorraum W den Kern und das Bild der linearen Abbildung

f(0)
e:W =R o | £(5) | !
f(m)
asin® 0+ bcos? 0+ ¢ b+c
Losung: ¢(asin®t+bcos’t+c) = asin® Z+4+bcos’T+c | =|atc],
asin® 7+ beos? m+ ¢ b+c
also besteht der Kern aus allen Funktionen mit a = b = —c, d.h. den Funktionen der

Form

asin’t+acos’t—a=a(sin’t+cos’t—1)=0.
Im Kern liegt daher nur die Nullfunktion; die Abbildung ¢ ist also injektiv.
Fiir jeden Vektor im Bild stimmen nach obiger Rechnung die erste und die dritte Kompo-
nente iiberein; umgekehrt 148t sich auch zu jedem Vektor mit gleicher erster und dritter
Komponente ein Urbild finden, denn

@(ysin? t + xcos? t) =

X o R



7)

k)

Bestimmen Sie Kern und Bild der Abtastungsabbildung
{asint+bsin2t +csin4t | a,b,c e R} - R

. |

i e ((100(5) A () stz )
asin0O+bsin0 + csin0 0
asinmt/2+ bsinm+ csin 2w a
Loésung: @(asint+bsin2t+csin4t) = | asint+bsin2t+ csindnt | = 0
(ztsin377t + bsin 37+ csin6m —a
asin 27+ bsin4m + csin 871 0

Der Kern von ¢ besteht daher genau aus den Funktionen der Form b sin 2t 4 c sin4t mit
b,c € R, und

0
a
Bild ¢ = 0]laeR
—Qa
0

Welche der folgenden Mengen sind linear unabhingig?
1 2 3 1 1 1

M; = 21,131, 4 cCR, M= ol,12],(2 CR3,
3 4 5 0 0 3

M; = {sint,t,t*} C C°(R,R) , M, ={e' e*, e’} CCO(RR),

Ms = {e',e'"! "2} C C°(R,R), Mg = {e',sinht,cosht} C C°(R,R)

Lésung: Im Falle von M steigt der Eintrag bei jedem der drei Vektoren von Komponente
zu Komponente jeweils um eins an, daher ist

2 1 3 2 1
31—-12]1=14]—-13]=1]1
4 3 5 4 1
Das erste Gleichheitszeichen fiihrt zur nichttrivialen Darstellung des Nullvektors
2 1 3 .
213)1—-(2]-14]=0,
4 3 5

die drei Vektoren sind also linear abhéngig.
Im Fall von M, fiihrt die Gleichung

1 1 1 Ad+p+v 0
AlO )l +ul2)+v]2]|=| 2u+2v | =10
0 0 3 3v 0

(riickwarts) auf das lineare Gleichungssystem
3v=0, 2u+2v=0, A+p+v=0,

das offensichtlich nur die triviale Losung A = u =~v = 0 hat; M ist also linear unabhéngig.
Da der Sinus kein Polynom ist, vermutet man, dal auch M3 linear unabhangig ist, d.h.
aus

Asint+pt+vt2 =0 firalleteR
sollte folgen, dafl A = u =+v = 0 ist. Einsetzen von t = 7t zeigt, daf fiir so eine Darstellung
ur 4+ v = 0 sein miiBte, also p = —7rv. Fiir t = —m dagegen folgt —pm + vrr? = 0 also



n = vm, und das kann nur fiir ¢ = v = 0 beides gelten. Da der Sinus nicht identisch
verschwindet, mufl dann auch A = 0 sein, die drei Funktionen sind also linear unabhéngig.

Falls fiir Elemente A, 1, v € R und alle t € R

Aet + pe?t +vedt =0
ist, hat das kubische Polynom AX + puX? +vX3 unendlich viele Nullstellen, mu8 also das
Nullpolynom sein. Daher ist auch M4 linear unabhéangig.

Nach der Fundamentalgleichung der Exponentialgleichung ist e**! = ee*; daher zeigt
bereits die Gleichung

die lineare Abhéngigkeit von Ms.

t —t t —t

Die Definitionen sinht = % und cosht = Te zeigen, daf

sinht+cosht =e', d.h. sinht+cosht—e'=0.

Somit ist auch Mg linear abhéngig.

) Richtig oder falsch: Ist M ein Erzeugendensystem des Vektorraums V und N C V eine
Teilmenge, fiir die M C [N] ist, so ist auch N ein Erzeugendensystem von V.

Lésung: Richtig, denn jedes Element V € V 148t sich als Linearkombination endlich vieler
Elemente von m; € M darstellen, etwa als

V=Amq +---+ A
Die m; wiederum liegen in [N], lassen sich also als Linearkombinationen von Vektoren 1i;
schreiben. Da wir nur endlich viele m; betrachten, kénnen wir selbst im Falle einer un-

endlichen Menge N endlich viele 1i; finden, so dafl m; bis M, Linearkombinationen dieser
Vektoren sind, etwa

Tﬁ1:H11T_{1++Hlsﬁs fﬁri:1,...,1’.
Dann ist
T T S S T
T3 nem = (3w | <3 (S a )
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

eine Darstellung von Vv als Linearkombination von Elementen aus N. Da VV € V beliebig
war, folgt [N] = V.

m) Richtig oder falsch: Ist M ein Erzeugendensystem von V und @:V — W eine lineare
Abbildung, so ist ¢(M) = {@ (V) ‘ V € M} ein Erzeugendensystem von Bild ¢.

Lésung: Richtig, denn zu jedem Vektor w € Bild ¢ gibt es ein Urbild vV € V, das sich
nach Voraussetzung als Linearkombination

\7:)\161 —{----—1-7\1-61-
von Elementen aus M schreiben 148t. Dann ist aber
W= = @A1by +---+Aby) =A1@(b1) +--- + Are(by)

Linearkombination von Elementen aus ¢@(M).



