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14. Ubungsblatt Héhere Mathematik I

Fragen: (je ein Punkt)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwetr Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriundung
werden nicht gewertet.

1) Richtig oder falsch: Ein konservatives Vektorfeld ist quellenfrei.

Lésung: Falsch, ist etwa V(x,y,z) = grad ¢(x,y,z) mit @(x,y,z) = x? +y? + 22, so ist
diVV(X,y,Z) = A(p(x,y,z) —6.

2) Richtig oder falsch: Falls ein Vektorfeld V mit antisymmetrischer JACOBI-Matrix iiber
der offenen Menge U C R™ eine Stammfunktion hat, ist es dort konstant.

3) Richtig oder falsch: Falls fiir zwei Vektorfelder V und W auf U C R™ und eine Kurve 0%
in U gilt _fy V.dx = fy W - dX, so ist V(z) = W(z) fiir alle Kurvenpunkte = = y(t).

4) Was ist das (dreidimensionale) Volumen von Z = {(x,y,z) € R® | x?+y? < 100, |z| <1} ?

Losung: Z ist ein Zylinder mit Grundkreisdurchmesser zehn und Hoéhe eins, hat also das
Volumen 7tr?h = 107.

b . Y _ ( v/ (x*+y?) : :
5) Richtig oder falsch: Das Vektorfeld V(x,y) = (7x Jix2 +92)) hat eine Stammfunktion.

Losung: Falsch, denn die Ableitung der ersten Komponente nach y ist 2xy/(x? +y?)?,
die der zweiten nach x aber das negative davon. (Falls es eine Stammfunktion F gébe,
miifite beides gleich Fy,, sein.)

6) Richtig oder falsch: {(x,y) € R? | x| + [y| > 1} ist einfach zusammenhingend.

Lésung: Falsch: Das ist das Auflere einer Kreisscheibe, im Innern gibt es also ein Loch.
Besser ausgedriickt: Ein Kreis um den Nullpunkt, der im Gebiet liegt, 148t sich nicht auf
einen Punkt zusammenaziehen.

7) Richtig oder falsch: Die Oberflache einer Kugel ist einfach zusammenhéngend.
Losung: Richtig, denn dort hat jede geschlossene Kurve eine Innenfliche, in der sie sich

auf einen Punkt zusammenziehen 138t.

8) Richtig oder falsch: Die Oberflache eines Torus ist einfach zusammenhangend.

Loésung: Falsch, beispielsweise lassen sich die Kreise, die durch einen Querschnitt durch
den Schlauch definiert sind, nicht zusammenziehen. (Die Kreise entlang des Schlauches
auch nicht.)

Aufgabe 1: (5 Punkte)
a) Ein Massenpunkt lauft im ebenen Kraftfeld ﬁ(:l:) = (7?() auf einem der beiden Bogen

des Einheitskreises von (—1,0) nach (0, 1). Berechnen Sie die Arbeit fy F - dz fiir beide
Moglichkeiten!



b) Integrieren Sie das Vektorfeld Vix,y) = (:ch) langs des Dreiecks mit Ecken (1,0), (1,1)
und (0,0)!

Losung: Zunéchst miissen wir die drei Seiten des Dreiecks A als Kurvenstiicke darstellen
und die Tangentenvektoren dieser Kurvenstiicke bestimmen:
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Y1: { ts (1,4) fithrt von (1,0) nach (1,1), v1(t) _(1)
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Y2 { to (1—t,1—1) iithrt von (1,1) nach (0,0), V2(t) = (77)
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Y3: { t s (£,0) fithrt von (0,0) nach (1,0), V3(t) = (y)
Damit ist
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c) Integrieren Sie das Vektorfeld W(x,y) = (:Z‘é) langs der beiden Teilbégen des Einheits-
kreises, die den Punkt (1,0) mit (0, 1) verbinden!

Losung: Die iibliche Parametrisierung
Y(t) = (cost, sint)

des Einheitskreises durchlduft diesen im mathematisch positiven Sinn, dem Gegenuhr-
zeigersinn also; um vom Punkt (1,0) zu (0, 1) zu kommen, miissen wir das Parameterin-

tervall von 0 bis 7t/2 betrachten. Somit ist
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Fiir den Uhrzeigersinn:

Wegen der Periodizitadt der trigonometrischen Funktionen kénnen wir den Kreisbogen im
Uhrzeigersinn durchlaufen, indem wir einfach den Parameter t durch —t ersetzen; wir
betrachten also das Kurvenstiick

v(t) = (cos(—t)) = ( €08 t) mit Tangentenvektor vy(t) = <_ sin t) .

sin(—t) —sint —cost



Der Punkt (1,0) gehort zum Parameterwert null, und fiir t = 37m/2 erhalten wir den

Punkt (0, 1); daher ist
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e) Ist eines der Vektorfelder }_f, \7, W konservativ?

Loésung: V ist nicht konservativ, da das Integral langs des (geschlossenen) Dreiecks A
nicht verschwindet.

Fiir W haben die beiden Integrale aus b ) und c¢) denselben Wert, W ist aber trotzdem nicht
konservativ, denn gibe es eine Stammfunktion @, so wiren @, = x?y und Oy = xy? die

beiden Komponenten von W; da diese stetig differenzierbar sind, miiite nach dem Lemma
von SCHWARZ
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2 O, =—0, =y?
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sein, was offensichtlich fiir die meisten Punkte falsch ist.

Aufgabe 2: (5 Punkte) d

a) Berechnen Sie fiir die Kurve v:[0,€] — R3;t — (t— £,0,0) das Integral J — % i
einen festen Punkt = € R>, der nicht auf v liegt. v [& = o

b) Wie verhalt sich das Integral, wenn x( gegen einen Punkt auf y geht?

Aufgabe 3: (5 Punkte)
a) Bestimmen Sie fiir den Bereich B = {(x,u) € R? | x? +4y? < 1} die folgenden Integrale:

JJX dx dy, “'xy dx dy, JJ\/1—XZ—4y2 dxdy und JJ\/X2+4y2 dx dy
B B B B

b) Integrieren Sie das Vektorfeld V(x,y) = (Ei) nach dem Satz von GREEN entlang des
Dreiecks mit Ecken (0,0), (0,1) und (1,0)!

Losung: Nach dem Satz von GREEN ist fiir ein ebenes Gebiet B mit Randkurve y
~ oV, oV
JVds:H ——2 1) dxdy.
0x oy
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Hier ist

oV, _ o(—x) ~ 1 und

oV, oy?
- - == =2y,
ox ox oy dy

wir miissen also 2y — 1 iiber die Flache des Dreiecks A mit Ecken (0,0), (0,1) und (1,0)
integrieren. Dieses Dreieck ist ein Fundamentalbereich sowohl vom Typ I als auch vom
Typ II; wir konnen es etwa darstellen als

5={(x,y) eR* | 0<x<Tund0<y<T1-—x}.



Damit ist
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und das ist nach dem Satz von GREEN auch gleich dem gesuchten Integral.
Xy .

Berechnen Sie nach dem Satz von GAuUSS das Integral ” yz | dO mit

S={x,u,2) eR® | x*+y? =2, 0<z<1}! S\ x

Losung: S ist der Mantel eines Kegels mit Spitze im Nullpunkt; nach dem Satz von GAUSS
gilt fiir den zugehdrigen Vollkegel V

HWdé = ﬂIdiVde dydz,

0 \%

wobei der Rand O = SUD von V aus dem Mantel S und einer Kreisscheibe D besteht.
Die Divergenz des Integranden ist

Xy
div|yz | =y+z,

also ist
Xy .
H yz dOzJH(y—l—z)dxdydz.
o\ X %
Bezeichnen wir fiir festgehaltenes z mit

D, ={(x,y,2) e R® | x* +y* <z}

den Schnitt durch V auf Héhe z, so ist

1 1

HI(y+z)dxdde—J J](y—f—z)dxdy dZ—J Hydxdy—l—ﬂzdxdy dz.
v 0 \D, 0 \D, D,

Da die Kreisscheibe D, spiegelsymmetrisch zur (x, z)-Ebene ist, verschwindet das Integral
iiber y. Der zweite Integrand z ist konstant auf D,, das Integral ist also gleich z mal der
Flache von D,, d.h. mz3. Somit ist
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IH(y +z)dx dy dz:Jﬁz3 dz = ;
\% 0
Nach dem Satz von GAuUss ist das gleich
xy\ xy\ xy\
H Yz dO:H yz dO+J] yz | dO;
o\ X s \ X D; \ X

um daraus das Oberflachenintegral iiber S zu bestimmen, miissen wir also noch das
iiber D¢ berechnen.



Der Normalenvektor auf D zeigt in Richtung der posititven z- Achse, denn zur Anwendung
des Satzes von GAUSS miissen die Normalenvektoren auf dem Rand nach auflen zeigen.
Eine mogliche Darstellung von D als Flachenstiick ist die Parametrisierung

[0,1] x [0,271) - R3
f: . ;
(r,@) — (rcos@,rsing,1)

da
cos @ —Trsin @ 0
fr(r,@)=| sing |, fo(r,@)=| rcose | und f.(r,@)xfu(r,@)=|0
0 0 T

ist, liefert das die richtige Orientierung, und wegen

Xy 0
yz 0] =rx
X T
ist
Xy 12n 1
ﬂ yz | d0 = JT-TCOS(pd(pdT:JTZ(SinZH—SiHO)dT:O.
Dy \ ¥ 00 0

(Das kann man auch ohne Rechnung durch Symmetriebetrachtungen sehen.) Damit ist

Xy . Xy - T
H yz dO—HI(y-I—z)dxdydz—ﬂ yz dO:Z'
s \ X Y D, \ X

WEITERHIN SCHONE FERIEN !



