Wolfgang K. Seiler

Mathematische ÈUbungen f Èur Geographen

Vorlesung an der UniversitÈat Mannheim im Wintersemester 1993/94

Dieses Skriptum entstand parallel zur Vorlesung und wurde im Anschluû daran nur notd Èurftig korrigiert. Es ist in seiner QualitÈat auf keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere ist zu bef Èurchten, daû es trotz zweimaligen Korrekturlesens immer noch Tippfehler enthÈalt, die mÈoglicherweise auch gelegentlich eine mathematische Formel betreffen. Da das Skriptum in Èahnlicher Form auch f Èur Vorlesungen in den kommenden Jahren benutzt werden soll, bin ich dankbar f Èur jeden Hinweis auf noch verbliebene Fehler oder sonstige MÈangel.

Inhalt

1. Funktionen und ihr Wachstum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2. Die Exponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3. Anwendungen der Exponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . 16 4. Logistisches Wachstum und

Grundz Èuge der Integralrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 5. ÈUberexponentielles Wachstum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 6. Chaotische Dynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 7. Grundz Èuge der Fehlerrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 8. Die Maximum Likelihood Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

.

ğ1: Funktionen und ihr Wachstum

Funktionen sind die grundlegenden Objekte zur mathematischen Beschreibung von Problemen der Natur- und Sozialwissenschaften: Sie beschreiben die zeitliche Entwicklung eines Vorgangs und dessen AbhÈangigkeit von Èauûeren Einŕ Èussen; sie beschreiben Naturgesetze, Trends und Spekulationen. In dieser Vorlesung wollen wir uns zunÈachst auf Funktionen beschrÈanken, die von einer reellen Zahl abhÈangen und dieser auch wieder eine reelle Zahl zuordnen; solche Funktionen treten vor allem auf bei der Modellierung von zeitabhÈangigen VorgÈangen. Unter einer Funktion verstehen wir daher zunÈachst einfach eine Vorschrift, die jeder reellen Zahl t (oder zumindest jeder Zahl t aus einem gewissen Teilbereich der reellen Zahlen) eine weitere reelle Zahl u = f(t) zuordnet. Da u durch t vollkommen festgelegt ist, bezeichnen wir u als abhÈangige und t als unabhÈangige Variable. In den meisten Beispielen dieser Vorlesung wird die unabhÈangige Variable gleich der Zeit sein; wir bezeichnen sie deshalb meist mit t wie lat. tempus statt durch das vielleicht aus der Schule gewohnte x.

Typische Beispiele sind etwa die Funktion • f(t) = t^2, die jeder Zahl t deren Quadrat zuordnet • f(t) = 1, die jede Zahl t auf Eins abbildet • f(t) = t, die jede Zahl auf sich selbst abbildet

2 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

• die trigonometrischen Funktionen wie f(t) = sin(t) oder f(t) = cos(t) usw.

• f(t) = WeltbevÈolkerung zum Zeitpunkt t, wobei t beispielsweise in Jahren angegeben wird, die seit dem Jahr Null verŕossen sind; Monate, Tage usw. werden als Teile des Jahres in Dezimalstellen umgerechnet • f(t) = Anzahl der radioaktiven ZerfÈalle in einem St Èuck Holz pro Zeitintervall zur Zeit t und viele andere mehr.

Die beiden letzten Beispiele unterscheiden sich in einem wesentlichen Punkt von den Èubrigen: Es gibt kein mathematisches Verfahren, um zu gegebenem t den Wert f(t) zu bestimmen; in der Tat gibt es zumindest beim Beispiel mit der WeltbevÈolkerung Èuberhaupt kein seriÈoses Verfahren, wie wir zu unseren Lebzeiten etwa den Wert f(2 000 000) bestimmen kÈonnten. Das Hauptziel der mathematischen Modellierung, mit der wir uns im ersten Teil dieser Vorlesung beschÈaftigen werden, besteht darin, zu einer nach der Art der letzten Beispiele gegebenen Funktion eine mathematische Beschreibung nach Art der ersten Beispiele zu őnden. Bei Funktionen aus dem Bereich der Naturwissenschaften ist das oft mit groûer PrÈazision mÈoglich; bei anderen Funktionen muû man sich meist mit mehr oder weniger begr Èundeten Spekulationen begn Èugen, wobei ś wie wir noch sehen werden ś mehrere gleich plausible Annahmen oft zu dramatisch verschiedenen Voraussagen f Èuhren kÈonnen.

Die fundamentale Idee, die hinter fast allen AnsÈatzen zur mathematischen Modellierung steckt, ist die folgende: Wenn es auch im allgemeinen schwer ist, das Langzeitverhalten einer Funktion vorauszusagen, haben wir doch meist

Funktionen und ihr Wachstum 3

recht gute Vorstellungen davon. was in den nÈachsten Augenblicken passieren wird. Diese KurzzeitÈanderung wird mathematisch durch die Ableitung der Funktion beschrieben. (Einige B Èucher schreiben Differentialquotient statt Ableitung.) Sie ist deőniert als jene Funktion f^′(t), die Èuberall dort erklÈart sein soll, wo auch f erklÈart ist, und die an der Stelle t den Wert

f^′(t) = lim_{h→0} f(t + h) − f(t) h annimmt. Dabei soll das Zeichen žlimł mit h → 0 bedeuten, daû der Bruch f Èur immer kleiner werdende Werte von h betrachtet wird (f Èur h = 0 kann er nicht direkt berechnet werden, da dort durch Null dividiert werden m Èuûte), und f^′(t) dann jenen Grenzwert bezeichnet, der erreicht wird, wenn h die Null erreicht.

. . . falls ein solcher Grenzwert existiert. Betrachten wir etwa die Funktion f(t) = t^2. F Èur diese ist

f(t + h) − f(t) h = (t + h)^2 − t^2 h = t^2 + 2 th + h^2 − t^2 h = 2 t + h ;

wenn h immer kleiner wird und schlieûlich die Null erreicht, erhalten wir also problemlos den Grenzwert f^0(t) = 2 t. Betrachten wir aber statt dessen die Funktion f(t) mit f(t) = 0 f Èur t ≠ 0 und f(0) = 1, so ist f Èur t = 0 und h ≠ 0

f(t + h) − f(t) h = 0 − 1 h = − 1 h , wof Èur nat Èurlich kein Grenzwert existiert. Wieder anders ist die Situation bei der durch f(t) = |t| =

æ_{t f Èur t ≥ 0}

−t f Èur t < 0 deőnierten Betragsfunktion: F Èur t = 0 ist

f(t + h) − f(t) h = |h| h = æ_{1 falls h > 0}

−1 falls h < 0 ,

4 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

je nachdem, ob wir von links oder von rechts gegen Null gehen, ist der Grenzwert also +1 oder −1. Was ist die Moral aus diesen Beispielen? Offensichtlich ist die Deőnition der Ableitung nicht ganz unproblematisch. In der Mathematik deőniert man daher, daû eine Funktion f an der Stelle t differenzierbar ist, wenn der Grenzwert von

f(t + h) − f(t) h f Èur h gegen Null existiert und unabhÈangig davon ist, wie h gegen Null geht, und die Ableitung f^0(t) wird nur f Èur solche Stellen t erklÈart, an denen f differenzierbar ist.

Dies lÈaût uns mit der Frage, welche Funktionen in einem gegebenen Punkt t differenzierbar sind und welche nicht. Die Antwort der Mathematik auf diese Frage ist auf den ersten Blick frustrierend: Eine žzufÈallig ausgewÈahlteł Funktion ist mit Wahrscheinlichkeit Eins, also praktisch immer, nirgends differenzierbar! Wenn man sich allerdings genauer ansieht, was der Begriff žzufÈallig ausgewÈahlteł Funktion bedeutet (was wir hier nicht tun wollen), so merkt man, daû eine zufÈallig ausgewÈahlte Funktion auch mit Wahrscheinlichkeit Eins nicht mit endlich vielen Worten deőniert werden kann; sie unterscheidet sich also ziemlich von den Funktionen, mit denen wir es hier zu tun haben. TatsÈachlich hat es sich in den Naturwissenschaften weithin eingeb Èurgert, daû man jede auftretende Funktion als differenzierbar ansieht (darunter oft auch solche, die es ganz offensichtlich nicht sind) und dementsprechend rechnet. Bei einfachen Problemen, wie sie hier in dieser Vorlesung auftreten werden, ist diese Betrachtungsweise im allgemeinen gefahrlos; es kommt aber doch immer wieder vor, daû eine solche Rechnung zu offensichtlich unsinnigen Ergebnissen f Èuhrt oder ś schlimmer noch ś zu plausibel erscheinenden falschen. Ich werde daher gelegentlich wie hier in kleinerem Druck auf solche Probleme hinweisen, ihnen aber ansonsten im Rahmen dieser Vorlesung keine allzu groûen Bedeutung einrÈaumen. Trotzdem sollte man nie ganz vergessen, daû wie bei VertrÈagen auch hier die Miûachtung des Kleingedruckten gelegentlich zu unangenehmen ÈUberraschungen f Èuhren kann.

Sowohl den Begriff der Ableitung als auch die Probleme mit deren gelegentlicher Nichtexistenz kann man sich

Funktionen und ihr Wachstum 5

schÈon geometrisch veranschaulichen, wenn man den Graphen der Funktion f aufzeichnet. Dieser besteht bekanntlich aus allen Punkten der Form ( t, f(t) ) in einem kartesischen Koordinatensystem; gemeinsam bilden diese Punkte eine Kurve. Der Quotient^{f(t+h)−f(t)}_h f Èur h ≠ 0 ist dann die Steigung der Geraden durch die Punkte ( t + h, f(t + h) ) und ( t, f(t) ) . Wenn wir h gegen Null gehen lassen, gehen die beiden Punkte aufeinander zu; falls sie das in kontinuierlicher Weise tun und eine Tangente im Punkt ( t, f(t) ) existiert, ist diese die Grenzlage der Verbindungsgeraden. Damit haben wir eine geometrische Interpretation der Ableitung: f^′(t) ist die Steigung der Tangenten des Graphen von f im Punkt ( t,f(t) ) und ist nur dann deőniert, wenn es eine solche Tangente gibt.

t f(t)

Mit dieser Interpretation wird auch klar, warum es oben bei zwei Funktionen Probleme mit der Existenz der Ableitung

6 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

gab, denn in beiden FÈallen kann man nicht in sinnvoller Weise von einer Tangente im Punkt ( 0, f(0) ) reden.

Wenn es aber eine Tangente gibt, kÈonnen wir den Graphen zumindest in der unmittelbaren Nachbarschaft des Ber Èuhrpunkts durch diese Tangente annÈahern, wir kÈonnen die Funktion f also in der Nachbarschaft von t linearisieren. In Formeln lÈaût sich dies ganz einfach aus der Deőnition der Ableitung herleiten: Falls h so klein ist, daû

f^′(t) ≈ f(t + h) − f(t) h ist, kÈonnen wir nach f(t + h) auflÈosen und erhalten

f(t + h) ≈ f(t) + h · f^′(t) .

Wie klein h sein muû, hÈangt dabei nat Èurlich von der betrachteten Funktion ab: Ist etwa f(t) = t^2, so ist f^′(t) = 2 t, also f(1 + h) ≈ f(1) + f^′(1) · h = 1 + 2 h .

F Èur h =^1_2 ist dann f(1^1_2 ) = 2^1_4 , wÈahrend die rechte Seite den Wert 1 + 2 h = 2 liefert; der Fehler hÈalt sich also in Grenzen. F Èur die Funktion f(t) = t^{10} mit ihrer Ableitung f^′(t) = 10 t^9 dagegen ist

f(1) + f^′(1) ·^1_2 = 1 +^1_2 · 10 = 6 ,

wÈahrend der tatsÈachliche Wert von (1^1_2 )^{10} mit etwa 57,665 fast zehnmal so groû ist! Hier gilt die obige Formel also

Funktionen und ihr Wachstum 7

erst f Èur deutlich kleinere Werte von h; f Èur h =^1_{20} = 0,05 beispielsweise ist

f(1) + f^′(1) · 0,05 = 1 + 0,05 · 10 = 1,5 ,

was sich nicht sehr vom bei etwa 1,629 liegenden richtigen Wert von f(1,05) unterscheidet.

Mit der Beziehung f(t + h) ≈ f(t) + h · f^′(t) lassen sich auch leicht die Èublichen Rechenregeln f Èur Ableitungen plausibel machen: F Èur zwei Funktionen f und g sei etwa f ± g die Funktion mit ( f ± g)(t) = f(t) ± g(t); dann ist

( f ± g)(t + h) = f(t + h) ± g(t + h)

≈ f(t) ± g(t) + h · f^′(t) ± h · g^′(t)

= ( f ± g)(t) + h · ( f^′(t) ± g^′(t) ) , also ( f ± g)^′(t) = f^′(t) ± g^′(t) .

Genauso ist

( f · g)(t + h) = f(t + h) · g(t + h) ≈ ( f(t) + h · f^′(t) ) · ( g(t) + h · g^′(t) ) = f(t) · g(t) + h· ( f(t) · g^′(t) + f^′(t) · g(t) ) + h^2 · f^′(t) · g^′(t) .

Da h^2 f Èur kleine Werte von h vernachlÈassigt werden kann, folgt ( f · g)^′(t) = f(t) · g^′(t) + f^′(t) · g(t) ,

8 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

die Leibnizsche Produktregel. Schlieûlich ist noch f ( g(t + h) ) ≈ f ( g(t) + h · g^′(t) ) ≈ f ( g(t) ) + h · g^′(t) · f^′ ( g(t) ) , denn f Èur sehr kleine h ist auch h · g^′(t) klein. Also erhalten

wir die Kettenregel, wonach f Èur die Funktion ( f ∘ g)(t) = f ( g(t) ) gilt

( f ∘ g)^′(t) = f^′ ( g(t) ) · g^′(t) .

Genauso lassen sich auch die Èubrigen Rechenregeln f Èur

Ableitungen veranschaulichen.

ğ2: Die Exponentialfunktion

Beginnen wir mit einer der Beispielfunktionen aus dem letzten Paragraphen, der Funktion

f(t) = ( Anzahl der Menschen, die zum Zeitpunkt t auf der Erde leben ) . Dabei soll t in Jahren gezÈahlt werden, wobei Monate, Tage, Stunden usw. in Teile von Jahren umgerechnet werden: Da der 5. November 1993 der 309. Tag des Jahres ist, wÈare also beispielsweise am 5. November 1993 um 10.45 Uhr

t = 1993 +

308 · 24 + 10,75 365 · 24

≈ 1993,845062785388 .

Getreu unserem allgemeinen Ansatz wollen wir die Funktion f durch ihr Wachstumsverhalten in kleinen ZeitrÈaumen beschreiben. Nat Èurlich ist

f(t + h) − f(t) =

Anzahl der Menschen, die in der Zeit zwischen t und t + h geboren werden minus Anzahl jener Menschen, die im selben Zeitraum sterben .

Wenn wir nun davon ausgehen, daû wir eine konstante Geburtenrate G und eine konstante Sterberate S haben, so ist f(t + 1) − f(t) = G · f(t) − S · f(t) = (G − S) · f(t) ,

10 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

wobei Geburten- und Sterberaten wie Èublich auf ein Jahr bezogen sind, d.h. h = 1. F Èur einen k Èurzeren Zeitraum h < 1 kÈonnen wir davon ausgehen, daû ungefÈahr h mal so viele Geburten und TodesfÈalle auftreten wie im ganzen Jahr, also ist

f(t + h) − f(t) = h · (G − S) · f(t) .

Damit ist

f^′(t) = lim_{h→0} f(t + h) − f(t) h = h · (G − S) · f(t) h = (G − S) · f(t) ,

es gibt also eine Zahl a, nÈamlich a = G − S, so daû

f^′(t) = a · f(t)

ist. Diese Beziehung heiût Malthussches Wachstumsgesetz nach dem ÈOkonomen und Theologen Thomas Robert Malthus (1766ś1834), der sie 1798 in seiner Schrift žDas BevÈolkerungsgesetzł erstmalig postulierte und zum gottgewollten Naturgesetz erklÈarte. Es erscheint einleuchtend, daû die Funktion f durch diese Beziehung und einen Anfangswert f(t_0) = u_0 f Èur einen festen Startzeitpunkt t = t_0 vollstÈandig festgelegt ist: Um sie f Èur einen Zeitpunkt t_1 zu berechnen, wÈahlen wir einen hinreichend kleinen Wert h, so daû

f(t + h) ≈ f(t) + h · f^′(t) = f(t) + h · a · f(t)

ist und berechnen dann nacheinander

f(t_0 + h) ≈ f(t_0) + h · a · f(t_0) , f(t_0 + 2 h) ≈ f(t_0 + h) + h · f(t_0 + h) , f(t_0 + 3 h) ≈ f(t_0 + 2 h) + h · f(t_0 + 2 h) usw.,

Die Exponentialfunktion 11

bis wir den gew Èunschten Zeitpunkt t_1 = t_0 + nh erreicht haben.

Nat Èurlich hÈangt das Ergebnis, das wir bei dieser Rechnung bekommen, von der gewÈahlten Zahl h ab und wird um so genauer sein, je kleiner h gewÈahlt ist. Um f(t_1) wirklich genau auszurechnen, m Èuûten wir also eine Folge von immer kleiner werdenden hs betrachten und f(t_1) mit immer grÈoûer werdendem Aufwand immer genauer approximieren. Daû dies wirklich mÈoglich ist, erscheint beim zweiten Hinschauen nicht mehr so klar, und in der Tat gibt es bei komplizierteren Beziehungen zwischen f(t) und f^0(t) dabei auch gelegentlich Probleme. In unserem Fall besagt der sogenannte Existenz- und Eindeutigkeitssatz fÈur linear Differentialgleichungen, daû es f Èur vorgegebenes t_0 und u_0 wirklich eine und nur eine Funktion f gibt mit f^0(t) = a · f(t) und f(t_0) = u_0. Zum Beweis dieses Satzes braucht man allerdings Methoden, die jenseits der MÈoglichkeiten dieser Vorlesung liegen.

Was kÈonnen wir nun aus der Gleichung f^′(t) = a · f(t) Èuber die Funktion f erfahren ś auûer daû sie durch a und einen Anfangswert u_0 = f(t_0) eindeutig festgelegt ist? Da keine der gÈangigen Funktionen wie f(t) = t^n oder f(t) = sin t dieser Beziehung gen Èugt, handelt es sich offensichtlich um eine neue Funktion; eine typische Vorgehensweise der Mathematik in einer solchen Situation ist, daû man zunÈachst einmal einen einfachen Fall untersucht, um dann ś wenn mÈoglich ś den allgemeinen Fall darauf zur Èuckzuf Èuhren. Deshalb deőnieren wir

DEFINITION: Die Exponentialfunktion ist jene Funktion f, für die f^′(t) = f(t) ist und f(0) = 1. Wir schreiben

f(t) = exp t oder f(t) = e^t .

Dabei bedarf die Schreibweise f(t) = e^t als Potenz nat Èurlich einer Rechtfertigung. Die grundlegende Eigenschaft, die

12 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

wir von einer Potenz erwarten, ist die Regel a^s · a^t = a^{s+t}; in unserem Fall sollte also gelten

exp(s + t) = exp(s) · exp(t) f Èur alle s, t .

Dazu betrachten wir f Èur festes s die beiden Funktionen

f_1(t) = exp(s + t) und f_2(t) = exp(s) · exp(t) .

Wenn wir zeigen kÈonnen, daû diese beiden Funktionen Èubereinstimmen, haben wir die obige Behauptung gezeigt, denn s ist zwar fest, kann aber beliebig gewÈahlt werden. Wir zeigen diese Gleichheit, indem wir zeigen, daû sowohl f Èur f = f_1 als auf f Èur f = f_2 die Beziehung f^′(t) = f(t) gilt, und auûerdem auch f_1(0) = f_2(0) ist. Da eine Funktion f mit f^′(t) = f(t) durch einen Anfangswert eindeutig festgelegt wird, folgt daraus, daû f_1(t) = f_2(t) f Èur alle t.

Beginnen wir mit f_1: Nach der Kettenregel ist f^′_1(t) = exp^′(s+t), und dies ist wegen exp^′ = exp einfach exp(s+t) , also f_1(t). Genauso ist

f^′_2(t) = exp(s) · exp^′(t) = exp(s) · exp(t) = f_2(t) ,

da die Konstante exp(s) bei der Ableitung erhalten bleibt. Also erf Èullen f_1 und f_2 beide die Gleichung f^′(t) = f(t) und haben beide an der Stelle t_0 = 0 den Wert u_0 = f(t_0) = exp(s), sind also gleich.

Somit verhÈalt sich die Exponentialfunktion in der Tat wie eine Potenz, so daû wir in Zukunft meist e^t schreiben werden. Mit e = e^1 ist insbesondere e^2 = e^{1+1} = e · e, entsprechend e^3 = e^{2+1} = e^2 · e = e · e · e usw. Die Zahl e kann nur

Die Exponentialfunktion 13

nÈaherungsweise berechnet werden; sie ist eine sogenannte transzendente Zahl, und damit weder als Bruch noch durch Wurzeln darstellbar. Zur nÈaherungsweisen Berechnung von e gehen wir wie oben vor: F Èur eine hinreichend groûe Zahl n ist exp ( 1 n ) ≈ exp(0) + exp(0) n = 1 + 1 n , also

exp ( 2 n ) ≈ exp ( 1 n ) + exp (_1 n ) n = exp ( 1 n ) · ( 1 + 1 n )

≈ ( 1 + 1 n )_2 ,

exp ( 3 n ) ≈ exp ( 2 n ) + exp (_2 n ) n = exp ( 2 n ) · ( 1 + 1 n )

≈ ( 1 + 1 n )_3

usw.,

bis wir schlieûlich nach n Schritten zur NÈaherungsgleichung

e = exp(1) = exp (n n ) ≈ ( 1 + 1 n )_n

gelangen. Da diese NÈaherung mit grÈoûer werdendem n immer besser wird, kÈonnen wir auch mit dem žlimł-Operator aus dem ersten Paragraphen schreiben

e = lim_{n→∞} ( 1 + 1 n )_n .

14 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Um einen Eindruck von der G Èute der NÈaherungen zu bekommen, kÈonnen wir uns (1 + 1/n)^n f Èur einige Werte von n ausrechnen: F Èur n = 1 erhalten wir 1 + 1 = 2, f Èur n = 2 dann (1^1_2 )^2 = 2,25, f Èur n = 10 ist 1,1^{10} = 2,59374 24601. Das ist aber immer noch recht weit vom Grenzwert entfernt; beispielsweise erhalten wir f Èur n gleich eine Million ungefÈahr 2,71828 04693, wovon immerhin die ersten f Èunf Dezimalstellen schon richtig sind. Mit einer Genauigkeit von 40 Dezimalstellen ist

e ≈ 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 .

Als nÈachstes wollen wir sehen, wie sich die Exponentialfunktion verhÈalt, wenn wir ihr Argument mit einer Zahl multiplizieren; wir betrachten also die Funktion

f(t) = e^{at} = exp(at)

f Èur eine fest vorgegebene Zahl a. Auch f Èur diese Funktion ist wieder f(0) = e^0 = 1, und nach der Kettenregel gilt

f^′(t) = a · exp^′(at) = a · exp(at) = a · e^{at} = a · f(t) .

Also ist f(t) die Funktion mit f^′(t) = a·f(t) und f(0) = 1. Wenn wir etwas allgemeiner die Funktion f(t) = u_0 ·e^{at} betrachten, so ist immer noch f^′(t) = a · f(t), aber jetzt ist f(0) = u_0. Falls wir schlieûlich statt dessen die Anfangsbedingung f(t_0) = u_0 f Èur ein t_0 ≠ 0 erf Èullen wollen, so ist offenbar

f(t) = u_0 · e^{a(t−t0 )} = u_0 · e^{−at0} · e^{at}

die entsprechende LÈosungsfunktion.

Die Exponentialfunktion 15

Damit haben wir die Funktionen, die nach dem Malthusschen Gesetz wachsen, vollstÈandig bestimmt und kÈonnen das Endergebnis in einem Satz zusammenfassen:

SATZ 2.1: Falls eine Funktion f dem Malthusschen Wachstumsgesetz f^′(t) = a · f(t) genügt und an der Stelle t_0 den Wert u_0 annimmt, so ist

f(t) = u_0 · e^{−at0} · e^{at} = u_0 · e^{a(t−t0)} .

Der Graph der Funktion f(t) = e^t ist in der folgenden Zeichnung f Èur t = −1 bis 3 dargestellt; man beachte das explosionsartige Wachstum!

ğ3: Anwendungen der Exponentialfunktion

Im letzten Kapitel hatten wir die Exponentialfunktion eingef Èuhrt als eine Funktion, die dem Malthusschen Wachstumsgesetz gen Èugt; es bietet sich also an, als erste Anwendung der Exponentialfunktion das Wachstum der WeltbevÈolkerung oder das der BevÈolkerung eines bestimmten Landes zu nehmen. Leider stellt sich hier die Exponentialfunktion in keinem Fall als eine gute Beschreibung der tatsÈachlichen Entwicklung heraus; wir werden spÈater sehen, daû es hier andere Funktionen gibt, die sehr viel besser mit realen Zahlen Èubereinstimmen. Deshalb mÈochte ich in diesem Paragraphen lieber Beispiele aus den Naturwissenschaften betrachten, bei denen die Exponentialfunktion aufgrund von Naturgesetzen auftritt und daher Ergebnisse liefert, die sehr gut mit Beobachtungen und Experimenten Èubereinstimmen.

Als erstes Beispiel, das auch zu praktisch relevanten Anwendungen f Èuhrt, bietet sich die RadioaktivitÈat an: Gegeben sei eine gewisse Menge eines radioaktiven Stoffes; wir betrachten die Funktion m(t), die angibt, welche Masse zur Zeit t vorhanden ist. Wegen des radioaktiven Zerfalls nimmt m(t) kontinuierlich ab, und zwar lehrt uns die Phy-

Anwendungen der Exponentialfunktion 17

sik, daû die Anzahl der ZerfÈalle pro (kleiner) Zeiteinheit proportional ist zur noch vorhandenen Masse des Stoffes, d.h.

m^′(t) = −λm(t) ,

wobei die (positive) Zerfallskonstante λ vom Stoff abhÈangt. Wenn wir also der Einfachheit halber annehmen, daû wir die zum Zeitpunkt t = 0 vorhandene Menge m_0 = m(0) kennen, ist nach Satz 2.1

m(t) = m_0 · e^{−λt} .

Meistens wird die RadioaktivitÈat einer Substanz nicht durch ihre Zerfallskonstante angegeben, sondern durch ihre Halbwertszeit t_{1/2}: Das ist jene Zeit, in der die HÈalfte der vorhandenen Masse zerfÈallt, d.h. m(t_{1/2}) =^1_2 m_0. Wenn wir dies in die obige Formel einsetzen, erhalten wir

m(t_{1/2}) = m_0 · e^{−λt1=2} =^1_2 m_0 oder e^{−λt1=2} =^1_2 .

Um diese Gleichung nach t_{1/2} auflÈosen zu kÈonnen, brauchen wir die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, d.h. jene Funktion f, f Èur die gilt: f(e^t) = t f Èur alle t. Eine solche Funktion gibt es, denn da der Graph der Exponentialfunktion immer nur ansteigt, gibt es zu jeder positiven Zahl u genau eine Zahl t, so daû e^t = u ist.

DEFINITION: Der natürliche Logarithmus ln u einer positiven Zahl u ist jene reelle Zahl t, für die e^t = u ist.

18 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Aus der Funktionalgleichung e^{s+t} = e^s · e^t der Exponentialfunktion folgt sofort, daû ln(uv) = ln u + ln v ist, denn mit s = ln u und t = ln v, also u = e^s und v = e^t gilt ln(uv) = ln(e^s · e^t) = ln(e^{s+t}) = s + t = ln u + ln v .

Entsprechend folgt, daû ln (u v ) = ln u − ln v ist, denn mit q = u/v ist qv = u, also ln q + ln v = ln u. Wegen e^0 = 1 ist ln(1) = 0; damit folgt insbesondere, daû ln(1/u) = − ln(u) ist.

Wenden wir dies an auf die Gleichung e^{−λt1=2} =^1_2 , so erhalten wir

−λt_{1/2} = ln(^1_2 ) = − ln 2 oder λt_{1/2} = ln 2 ;

die gesuchten Beziehungen zwischen Zerfallskonstante und Halbwertszeit sind also λ = ln 2 t_{1/2} und t_{1/2} = ln 2 λ . Der hierbei auftretende Logarithmus von zwei hat den Wert ln 2 ≈ 0,69314 71805 59945 30941 72321 21458 17656 80755 .

Anwendungen der Exponentialfunktion 19

Die Gleichung ln(uv) = ln u + ln v war bis vor knapp zwanzig Jahren von groûem praktischen Interesse: Da Additionen sehr viel einfacher von Hand auszuf Èuhren sind als Multiplikationen, kann man das Produkt uv ausrechnen, indem man die Logarithmen von u und v einer Tafel entnimmt, diese beiden Werte addiert, und wieder in der Tafel nachschaut, zu welchem Wert die Summe gehÈort. Die erste solche Logarithmentafel berechnete der schottische Mathematiker John Napier (1550ś1617); er benutzte den hier eingef Èuhrten nat Èurlichen Logarithmus. F Èur das praktische Rechnen erwies es sich aber schnell als g Èunstiger, statt dessen mit dem dekadischen Logarithmus, der Umkehrfunktion lg u zur Funktion f(t) = 10^t, zu rechnen. Die erste Tafel der dekadischen Logarithmen berechnete 1617 Napiers Sch Èuler Henry Briggs (1561ś1630), der diese Logarithmen f Èur die Zahlen von 1 bis 1000 mit vierzehnstelliger Genauigkeit angab; deshalb bezeichnet man die dekadischen Logarithmen auch gelegentlich als Briggssche Logarithmen. In der Informationstheorie schlieûlich benÈotigt man vor allem die Umkehrfunktion lb u zur Funktion f(t) = 2^t. Alle drei Funktionen werden von ihren Anwendern oft einfach mit log u bezeichnet; gelegentlich wird auch die Basis e, 10 oder 2 als Index angegeben, also ln u = log_e u, lg u = log_{10} u, lb u = log_2 u .

Falls irgendwo nur von log u die Rede ist, muû man aus dem Zusammenhang schlieûen, welche der drei Funktionen gemeint ist.

Als erstes konkretes Beispiel einer Anwendung der Exponentialfunktion wollen wir ausrechnen, inwieweit die bei der Reaktorkatastrophe von Tschernobyl freigesetzten radioaktiven Stoffe inzwischen abgebaut sind. Am problematischsten ist bekanntlich das CÈasium 137; es hat eine Halbwertszeit von 30,14 Jahren und damit die Zerfallskonstante λ = ln 2 t_{1/2}

≈ 0,023 .

Das Zerfallsgesetz is demnach

m(t) = m_0 · e^{−0,023·t} mit in Jahren gemessenem t .

20 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Der Zeitpunkt Null, zu dem sich die Katastrophe ereignete, war der 26. April 1986. Seither sind 7^1_2 Jahre vergangen, die noch vorhandene Masse des CÈasiums 137 ist also

m(7^1_2 ) = m_0 · e^{−0,023·7,5} ≈ 0,84 m_0 .

Also sind etwa 15% des freigesetzten CÈasiums 137 abgebaut; die restlichen 85% beőnden sich noch irgendwo in der Umwelt.

Gl Èucklicherweise lÈaût sich das radioaktive Zerfallsgesetz nicht nur auf Katastrophen anwenden; es hat auch erfreulichere Anwendungen. Eine Hauptanwendung ist die Datierung von Proben, die radioaktive Substanzen enthalten: Falls man weiû, wie viel radioaktives Material zur Entstehungszeit vorhanden war, kann man nachmessen, wieviel davon jetzt noch Èubriggeblieben ist und kann dann nach dem Zerfallsgesetz das Alter der Probe berechnen. Die bekannteste solche Methode ist die 1949 von Libby eingef Èuhrte C^{14}-Methode:

Das bei weitem hÈauőgste Kohlenstofősotop ist das stabile C^{12}. Daneben gibt es im wesentlichen nur noch das sehr kurzlebige Isotop C^{13} und das Isotop C^{14} mit einer Halbwertszeit von 5763 Jahren. C^{14} entsteht regelmÈaûig in der AtmosphÈare durch Neutronenstrahlung von der Sonne: Wird ein Stickstoffatom N^{14} von einem Neutron getroffen, so wird dieses Neutron in den Atomkern eingebaut und statt dessen ein Proton abgegeben; also entsteht C^{14}. Dieses C^{14} wird von allen lebenden Organismen eingeatmet und wie gewÈohnliches C^{12} weiterverarbeitet; insbesondere wird es also Èuberall in die organische Substanz

Anwendungen der Exponentialfunktion 21

eingebaut. Nach dem Tod des Organismus gilt dies nicht mehr: Die Neutronenstrahlung ist (zum Gl Èuck) nicht stark genug, um in den Organismus einzudringen, so daû nun kein neues C^{14} mehr zugef Èuhrt wird, sondern nur noch das alte zerfÈallt.

Um dies quantitativ zu formulieren, gehen wir davon aus, daû der Organismus zu Lebzeiten eine gewisse Menge m_0 an C^{14} enthÈalt. Nach dem Zerfallsgesetz ist dann, wenn man den Nachschub an neuem C^{14} zunÈachst auûer acht lÈaût, m(t) = m_0 · e^{−λt}. Nach Satz 2.1 ist

m^′(t) = −λ · m_0 · e^{−λt} = −λ · m(t)

oder m(t + h) ≈ m(t) − λ · m(t) · h ;

im Zeitraum zwischen t und t + h zerfÈallt also die Masse λ·m(t)·h. F Èur einen lebenden Organismus gilt dies nur f Èur t = 0, denn danach wird ja gleich wieder neues C^{14} eingeatmet, und dieses ersetzt das gerade zerfallene. Also zerfÈallt hier in einem Zeitraum der LÈange h die Masse λ · m_0 · h. Nun nehmen wir an, der Organismus sterbe zum Zeitpunkt t = 0, und wir messen zu einem spÈateren Zeitpunkt t die in einem Zeitraum h zerfallende Masse. Dann erhalten wir das Ergebnis

λ · m(t) · h = λ · m_0 · e^{−λt} · h ,

denn jetzt gibt es keinen Nachschub mehr an frischem C^{14}. Also zerfÈallt jetzt im gleichen Zeitraum h um den Faktor e^{−λt} weniger C^{14}.

22 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Die Masse des zerfallenden C^{14} lÈaût sich zwar nur schwer direkt bestimmen, aber die Anzahl der ZerfÈalle kann mit einem ZÈahlrohr gemessen werden; da alle zerfallenden C^{14}- Atome die gleiche Masse haben, ist diese Anzahl proportional zur Menge des zerfallenden Materials. Ist also Z_{lebend} die Anzahl der ZerfÈalle in einem vorgegebenen Zeitraum h f Èur den lebenden Organismus und Z_{tot} die entsprechende Zahl f Èur den zum Zeitpunkt t = 0 verstorbenen, so ist

Z_{tot} Z_{lebend}

= e^{−λt} oder t = − 1 λ ln ( Z_{tot}

Z_{lebend} ) . Da C^{14} eine Halbwertszeit von 5736 Jahren hat, ist λ = ln 2 5736

≈ 0,00012084, also t ≈ −8275,3 ln

( Z_{tot}

Z_{lebend} ) .

Als typisches Beispiel eines Organismus betrachten wir Holz: Bei lebendem Holz geht man aus von 6,68 ZerfÈallen pro Gramm und Minute, ein Wert der bis zum Beginn der Atomversuche in den f Èunfziger Jahren galt und von dem man annimmt, daû er im Verlauf der Erdgeschichte ziemlich konstant blieb. F Èur ein St Èuck Holz, das 1950 als Kohle in den HÈohlen von Lascoux gefunden wurde und von dem man annimmt, daû es von einem Feuer jenes Stammes kommt, der die dortigen HÈohlenmalereien schuf, maû man nur 0,97 ZerfÈalle pro Gramm und Minute ś das ganze nat Èurlich hochgerechnet auf die Masse des Holzes, aus dem die Kohle entstanden ist. F Èur das Alter des Kohlest Èucks ergibt sich somit

t = −8275,3 ln

(0,97

6,68 ) ≈ −8275,3 · (−1,92958) ≈ 15968 ,

Anwendungen der Exponentialfunktion 23

die HÈohlenmalereien sind also etwa 16000 Jahre alt.

F Èur ein entsprechendes St Èuck Kohle von einem Dach aus der babylonischen Stadt Nippur, das der Zeit Hamurabis zugeschrieben wird und das ebenfalls um 1950 gefunden wurde, maû man entsprechend 4,09 ZerfÈalle pro Gramm und Minute; hier ist also

t = −8275,3 ln

(4,09

6,68 ) ≈ −8275,3 · (−0,497935) ≈ 4060 .

Falls Z_{tot} sehr klein ist, kommen wir in Bereiche, in denen die Exponentialfunktion sehr ŕach wird; groûe ÈAnderungen der Zeit entsprechen also nur noch minimalen ÈAnderungen von Z_{tot}. Hinzu kommt, daû die Anzahl der ZerfÈalle pro Minute nicht konstant ist, sondern statistischen Schwankungen unterliegt, deren GrÈoûenordnung ungefÈahr die Quadratwurzel aus Z_{tot} ist. Um ždenł Wert Z_{tot} zu bestimmen, der ins Zerfallsgesetz eingesetzt werden muû, macht man daher im allgemeinen viele Messungen und nimmt deren Mittelwert; wie wir in §7 sehen werden, lÈaût sich der Fehler durch n Messungen etwa um den Faktor √ n reduzieren. Das gleiche gilt im Prinzip auch f Èur Z_{lebend}, und Èahnliches gilt auch f Èur die Halbwertszeit, aber da Z_{lebend} beispielsweise anhand von lebendem Holz bestimmt werden kann, das in ausreichender Menge zur Verf Èugung steht, und da auch die Halbwertszeit von C^{14} recht gut im Labor bestimmt werden kann, wollen wir bei der Fehleranalyse des C^{14}-Verfahrens nur den durch Z_{tot} verursachten Fehler ber Èucksichtigen.

24 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Ist ~Z_{tot} der gemessene Wert und Z_{tot} der aufgrund des

žwahrenł Alters der Probe errechnete Wert, so bezeichnen wir die Differenz ~Z_{tot} − Z_{tot} als absoluten Fehler und den Quotienten ε = ~Z_{tot} − Z_{tot}

Z_{tot}

als relativen Fehler. Offensichtlich ist mit dieser Bezeichnung ~Z_{tot} = Z_{tot} · (1 + ε) .

Im Beispiel von Lascoux hatten wir Z_{tot} = 0,97; wenn wir annehmen, daû diese Messung mit einem relativen Fehler von etwa ±3% = ±0,03 behaftet ist, kommen wir also f Èur das Alter der Probe auf die untere Schranke

t_1 = −α · ln

(Z_{tot} · 1,03

Z_{lebend} )

= −α · ( ln Z_{tot} + ln(1,03) − ln Z_{lebend} ) = t − α · ln(1,03) ≈ 15723 Jahre,

wobei f Èur α der Wert von 8275,3 Jahren eingesetzt wurde. Entsprechend kommen wir f Èur den Fall, daû der Fehler negativ war, auf den HÈochstwert von

t_2 = t + α · ln(0,97) ≈ 16212 Jahre.

Das Alter der Probe liegt also auf jeden Fall bei etwa 16 000 Jahren, und genauer wird das in diesem Zusammenhang wohl auch nicht interessieren.

Anwendungen der Exponentialfunktion 25

Falls das Alter der Probe allerdings in die GrÈoûenordnung von mehreren hundert Tausend oder gar Millionen Jahren kommt, wie das etwa bei geologischen Datierungsaufgaben hÈauőg der Fall ist, w Èurde Z_{tot} so klein und der relative Fehler ε gleichzeitig so groû, daû man von der C^{14} -Methode keine sinnvollen Ergebnisse erwarten mehr erwarten kann; man kann also nicht etwa das Alter von ErdÈolvorkommen nach dieser Methode datieren.

Deshalb verwenden die Geologen radioaktive Stoffe mit erheblich grÈoûeren Halbwertszeiten, vor allem die schweren radioaktiven Kerne im hinteren Teil des Periodensystems. F Èur diese Atome gibt es mehrere Zerfallsreihen, sie zerfallen also nicht einfach in einen stabilen Kern, sondern der entstehende Kern ist selbst wieder radioaktiv mit einer neuen Halbwertszeit usw., bis am Ende (meistens) das stabile Blei entsteht. Die Ausgangskonzentration eines radioaktiven Stoffs muû daher aufgrund der Konzentrationen der verschiedenen Zwischenprodukte errechnet werden, so daû hierf Èur weitergehende Mathematik- und Physikkenntnisse notwendig sind, als in dieser Vorlesung vorausgesetzt werden kÈonnen.

Um trotzdem ein Beispiel durchzurechnen, wollen wir annehmen, daû wir bereits wissen, daû in einer gegebenen Probe Samarskit (Y, U, Ca)(Nb, Fe^{3+})_2(O, OH)_6 vom urspr Èunglich vorhandenen Thorium Th^{232} ein Teil zu 0,0376 Gramm Blei Pb^{208} zerfallen sei, und daû die Probe noch drei Gramm Thorium enthalte.

Da sich die Massen von Blei- und Thoriumatomen wie 208 zu 232 verhalten, entstanden die 0,0376 Gramm Blei aus

26 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

0,0376·^{232}_{208} = 0,0419 Gramm Thorium; die Probe enthielt also urspr Èunglich 3,0419 Gramm Thorium. Davon sind noch drei Gramm Èubrig, also ist

3g = 3,0419g · e^{−λt} mit λ = ln 2/13,9Mrd. Jahre = 0,0498667/Mrd. Jahre = 49,8667/Mio. Jahre ,

denn Thorium-232 hat eine Halbwertszeit von 13,9 Mrd. Jahren. Mit λt = − ln 3 3,0419

≈ 0,01387

kommen wir also auf ein Alter der Probe von

t ≈ 278 Mio. Jahren.

Als letztes Beispiel zur RadioaktivitÈat mÈochte ich die AktivitÈat einer Probe bestimmen. Diese wird in Becquerel angegeben, wobei 1Bq gleich ein Zerfall pro Sekunde ist. Wenn wir also wissen mÈochten, mit wieviel Becquerel ein Gramm CÈasium-137 strahlt, m Èussen wir zunÈachst berechnen, welche Masse in einer Sekunde zerfÈallt; nach dem Zerfallsgesetz ist das

�m = λ · 1sec · 1g = 0,023/Jahre · 1sec · 1g .

Nun hat ein Jahr etwa

365^1_4 · 24 · 60 · 60 = 31 557 600

Anwendungen der Exponentialfunktion 27

Sekunden, d.h.

�m =^{0,023}_{31 557 600}g = 7,28826 · 10^{−10}g .

Daraus kÈonnen wir die Anzahl der ZerfÈalle bestimmen, wenn wir wissen, daû die Anzahl der Atome in 137 Gramm CÈasium-137 gleich N_L = 6,02205 · 10^{23} ist (N_L heiût Loschmidtsche oder Avogadrosche Zahl): Damit sind in der Masse �m � m · N_L 137 = 3,2 · 10^{12}

Atome enthalten; ein Gramm CÈasium-137 strahlt also mit einer AktivitÈat von 3,2 · 10^{12} Bq.

Ein anderes Beispiel f Èur eine Anwendung der Exponentialfunktion ist der Sauerstoffverbrauch durch Atmung: Ein Erwachsener macht pro Minute durchschnittlich 16 Atemz Èuge von je einen halben Liter; dabei enthÈalt die ausgeatmete Luft 20% weniger Sauerstoff als die eingeatmete. Angenommen, wir beőnden uns in einem hermetisch abgeschlossenen Raum ohne Bel Èuftung mit dem Volumen V; wie nimmt dann die Sauerstoffkonzentration ab?

Um dies mathematisch zu fassen, betrachten wir die Funktion S(t) = Sauerstoffmenge zur Zeit t ;

da eine sechzehntel Minute, die Zeit zwischen zwei Atemz Èugen, eine recht kurze Zeit ist, kÈonnen wir ohne nennenswerten Fehler ansetzen, daû

S^′(t) = −

Verbrauch pro^1_{16} Minute 1 16 Minute

28 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

ist. Der Verbrauch pro^1_{16} Minute durch eine Person ist der Sauerstoffverbrauch bei einem Atemzug. Die Sauerstoffkonzentration in einem Atemzug ist die gleiche wie die in der umgebenden Luft, also S(t)/V. Pro Atemzug wird ein halber Liter Luft eingeatmet; dieser enthÈalt eine Sauerstoffmenge von^1_2 ℓ ·^{S(t)}_V , von der 20% verbraucht werden, also 1 10 ℓ ·^{S(t)}_V . Sind n Personen im Raum, so wird in jeder sechzehntel Minute das n-fache dieser Sauerstoffmenge verbraucht, d.h.

S^′(t) = − n 10 ℓ ·^{S(t)}_V 1 16 min = − n · 1,6 ℓ/min V · S(t) .

Dies ist wieder die bekannte Gleichung f Èur die Exponentialfunktion; nach Satz 2.1 hat sie die LÈosung

S(t) = S(0) · e^{−n·1,6/V} ,

wobei V in Liter und t in Minuten anzugeben ist.

Als letztes Beispiel f Èur exponentielles Wachstum oder exponentiellen Zerfall mÈochte ich das Lernen und Vergessen betrachten: Ein Student beginnt zur Zeit t = 0 einen f Èur ihn neuen Pr Èufungsstoff zu lernen; sein Wissen zur Zeit t, wie immer das genau deőniert sein soll, sei W(t). Da der Pr Èufungsstoff zunÈachst vÈollig unbekannt sein soll, ist W(0) = 0. Nat Èurlich kann kein Student unbegrenzt viel Stoff lernen; W(t) ist also beschrÈankt durch eine Schranke W_{max}. Aus Erfahrung wissen wir, daû die LernfÈahigkeit bei ununterbrochenem Lernen im Laufe der Zeit nachlÈaût; bei Versuchen mit dem Auswendiglernen sinnloser Silben

Anwendungen der Exponentialfunktion 29

zeigte sich, daû der Lernfortschritt recht gut durch die Gleichung W^′(t) = c · ( W_{max} − W(t) ) beschrieben wird: Der Lernfortschritt ist also proportional zur noch vorhandenen AufnahmekapazitÈat. Diese Gleichung ist etwas verschieden von den bisher betrachteten; setzen wir aber f(t) = W(t) − W_{max}, so ist f^′(t) = W^′(t), also f^′(t) = −c · f(t). Da f(0) = −W_{max} ist, folgt aus Satz 2.1

f(t) = −W_{max} · e^{−ct} und W(t) = W_{max} · (1 − e^{−ct}) .

Nach der Pr Èufung, f Èur die wie der Einfachheit halber wieder den Zeitpunkt t = 0 zugrunde legen wollen, beginnt dann die Zeit des Vergessens. Da (hoffentlich) nicht alles Lernen umsonst war, wird man davon ausgehen kÈonnen, daû es ein Mindestwissen W_{min} gibt, das nie vergessen

30 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

wird. F Èur den Rest gilt nach dem Ebbinghausschen Modell des Vergessens

W^′(t) = −γ · ( W(t) − W_{min} ) mit einer gewissen Konstante γ. (Ebbinghaus, 1850ś1909, war ein deutscher Psychologe.) Mit f(t) = W(t) − W_{min} ist wieder vÈollig analog zu oben f^′(t) = W^′(t) = γ · f(t), also

f(t) = W(0)·e^{−γ t} und W(t) = W_{min} + ( W(0)−W_{min} ) ·e^{−γ t} .

Zum Abschluû dieses Paragraphen mÈochte ich noch darauf eingehen, wie man empirisch gegebenen Daten ansieht, ob der Zusammenhang zwischen ihnen durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden kann. Als Motivation f Èur die Einf Èuhrung des Exponentialfunktion diente uns das

Anwendungen der Exponentialfunktion 31

Malthussche Wachstumsgesetz; es liegt also nahe, dieses Gesetz mit der tatsÈachlichen BevÈolkerungsentwicklung etwa in der Bundesrepublik zu vergleichen. Wenn man f Èur die Zeit vor 1949 die BevÈolkerungszahlen jenes Teils des Deutschen Reichs zugrunde legt, der der alten Bundesrepublik entspricht, und f Èur die Zeit danach deren Einwohnerzahlen, so war die BevÈolkerung

im Jahr 1871 1880 1900 1925 1933 1939 1946 1950 1961 in Mio. 2041 2282 2984 3902 4096 4301 4619 4999 5618

im Jahr 1965 1970 1974 1975 1978 1980 1983 1986 1989 in Mio. 5930 6065 6205 6183 6130 6157 6142 6112 6206

Ist die Kurve durch diese Datenpunkte eine Exponentialfunktion?

32 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Die Zeichnung spricht eher dagegen, allerdings sind reale Zahlen immer gewissen Schwankungen unterworfen, und wenn die Zahl f Èur 1925 etwas kleiner wÈare, kÈonnte man vielleicht doch den charakteristischen Bauch der Exponentialfunktion sehen ś zumindest bis etwa 1974. Ab 1975 beginnen die BevÈolkerungszahlen zu sinken, was nat Èurlich nicht durch ein exponentielles Wachstum beschrieben werden kann.

Ein klareres Bild ergibt sich, wenn wir anstelle der Einwohnerzahlen deren Logarithmen auftragen. Ist nÈamlich f(t) = a · e^{bt}, so ist ln f(t) = ln a + bt ,

die Punkte ( t, ln f(t) ) liegen also auf einer Geraden. Wenn wir nun auch kein Gef Èuhl f Èur Exponentialfunktionen haben, so kÈonnen wir visuell doch recht gut erkennen, ob vorgegebene Punkte auf einer Geraden liegen. Auûerdem haben die Logarithmen von f(t) den Vorteil, nicht so schnell zu wachsen: Wollten wir etwa die Funktion f(t) = 10^t zwischen t = 0 und t = 5 in einem 10 cm hohen Diagramm darstellen, so lÈage f(t) f Èur t ≤ 3 hÈochstens 1mm von der t-Achse entfernt, wÈare also praktisch nicht zu erkennen. Daher ist es in allen FÈallen, in denen man exponentielles oder ein Èahnlich stark ansteigendes Wachstum hat, sinnvoller, nicht den Funktionswert sondern dessen Logarithmus aufzutragen. Entsprechende Diagramme, die an der charakteristischen Beschriftung einer ihrer Achsen erkennbar sind, őndet man in vielen Zeitschriften und B Èuchern, in denen Daten graphisch dargestellt werden.

Nat Èurlich ist es dabei nicht notwendig, die Logarithmen

Anwendungen der Exponentialfunktion 33

wirklich auszurechnen: Man verwendet einfach ein Achsenkreuz, in dem eine der Achsen logarithmisch beschriftet ist; die AbstÈande dort entsprechen also nicht der Differenz zwischen den aufgetragenen Zahlen, sondern der Differenz zwischen deren Logarithmen. (Im Schreibwarenhandel ist Papier mit derart beschrifteten Achsen unter dem Namen halblogarithmisches Papier erhÈaltlich; beim logarithmischen Papier sind beide Achsen logarithmisch beschriftet. Inzwischen ist es nat Èurlich auch kein Problem mehr, sich entsprechende Koordinatensysteme selbst per Computer zu erzeugen.)

F Èur die oben angegebenen BevÈolkerungszahlen erhalten wir bei logarithmischer Darstellung das folgende Diagramm:

34 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Hier sieht man deutlich, daû die Wachstumsfunktion bis etwa 1960 in der Tat von kleineren Schwankungen abgesehen ungefÈahr exponentiell war, um dann zu stagnieren.

Ein Beispiel f Èur ungebrochenes exponentielles Wachstum zeigt das folgende Diagramm:

Die hier aufgetragenen Zahlen geben die Entwicklung der Staatsverschuldung der Bundesrepublik Deutschland wieder.

ğ4: Logistisches Wachstum und Grundz Èuge der Integralrechnung

Wir beginnen wieder mit einem Modell f Èur das BevÈolkerungswachstum: Nachdem wir gesehen haben, daû das Modell des Theologen und NationalÈokonomen Malthus nicht sonderlich gut mit realen Daten Èubereinstimmt, versuchen wir es nun mit einem Modell, das der belgische Mathematiker Verhulst (1804 ś 1849) im Jahre 1837 aufstellte und als logistisches Wachstum bezeichnete. Bezeichnet wieder f(t) die BevÈolkerungsanzahl zur Zeit t, so sollte bekanntlich nach Malthus gelten

f^′(t) = G · f(t) − S · f(t) ,

wobei G die Geburts- und S die Sterberate bezeichnet. Nach Verhulst ist aber die Sterberate nicht konstant: Wenn f(t) groû ist, treten die Individuen in Konkurrenz zueinander, was zu einer hÈoheren Sterberate und mÈoglicherweise auch zu einer niedrigeren Geburtenrate f Èuhrt ś sei es durch Streû oder Nahrungsmittelknappheit oder was auch immer. Solange wir uns auf die rein mathematischen Ebene beschrÈanken, gibt es keinen Unterschied zwischen einer Geburt weniger und einer Geburt, die gleichzeitig als Sterbefall betrachtet wird; wir kÈonnen also G unverÈandert lassen und nur S modiőzieren. Im allereinfachsten Fall kÈonnte man etwa annehmen, daû die Sterberate proportional zur

36 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

vorhandenen Anzahl der Individuen ist, also S = s · f(t) mit einer geeigneten Konstanten s, und genau davon ging Verhulst aus: Wenn es keine Gr Èunde gibt, ein komplizierteres Modell zu wÈahlen, ist das einfachste immer das beste. Anstelle des Malthusschen Wachstumsgesetzes erhalten wir dann das logistische Wachstumsgesetz

f^′(t) = G · f(t) − s · f(t)^2 .

Auf das gleiche Gesetz kommt man auch mit einem anderen, vielleicht etwas anschaulicheren Ansatz: Wenn man davon ausgeht, daû jedes Lebewesen gewisse Ressourcen verbraucht und daû diese Ressourcen insgesamt nur in begrenzter Menge zur Verf Èugung stehen, so kann jeder Lebensraum hÈochstens eine gewisse Maximalzahl von Individuen versorgen; es gibt also f Èur jede Population eine MaximalgrÈoûe M, die sie ś konstante Umweltbedingungen vorausgesetzt ś nicht Èuberschreiten kann. Wenn sich die Individuenzahl f(t) dieser MaximalgrÈoûe M nÈahert, sind nur noch kleine Zuwachsraten mÈoglich, da sonst f(t) ≥ M w Èurde. Dieses Verhalten der Zuwachsrate kann beispielsweise beschrieben werden durch das Wachstumsgesetz

f^′(t) = γ · f(t) · ( M − f(t) ) , in dem der Faktor f(t) zum Ausdruck bringt, daû bei grÈoûerem f(t) mehr potentielle Eltern vorhanden sind, und der Faktor M − f(t) daf Èur sorgt, daû f^′(t) gegen Null geht, wenn sich f(t) der oberen Schranke M nÈahert. Genauer sieht man das in der folgenden Zeichnung, die den Zusammenhang zwischen f(t) und f^′(t) wiedergibt: Die Zuwachsrate steigt

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 37

mit f(t) an solange f(t) < M/2 ist; f Èur f(t) > M/2 sinkt sie bei weiter ansteigendem f(t).

M 2 M 0 flM^2_4

Ausmultipliziert lÈaût sich die gerade hergeleitete Gleichung auch als

f^′(t) = γ · M · f(t) − γ · f(t)^2

schreiben, sie wird also identisch mit Verhulsts logistischem Wachstumsgesetz, sobald man G = γ · M und s = γ setzt. Umgekehrt sieht man, daû das logistische Wachstumsgesetz eine Population beschreibt, die hÈochstens auf M = G/s Individuen ansteigen kann.

In beiden Formen ist das neue Wachstumsgesetz sehr verschieden vom Malthusschen, so daû uns beispielsweise Satz 2.1 keine Anhaltspunkte f Èur die genaue Form der Funktion f(t) geben kann. In der Tat steht uns noch die Wiederholung eines recht groûen Teils des mathematischen Schulstoffs bevor, bis wir gegen Ende dieses Paragraphen f(t) explizit hinschreiben kÈonnen.

38 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Ein erster Hinweis auf einen mÈogliche LÈosungsansatz ist die Beobachtung, daû auf der rechten Seite der Gleichung

f^′(t) = γ · f(t) · ( M − f(t) )

nur f(t) vorkommt, nicht aber t selbst: Schreiben wir der Deutlichkeit halber f(t) = u, so ist

f^′(t) = γ · u · (M − u) .

Dies legt es nahe, die Umkehrfunktion von f zu betrachten, das heiût also jene Funktion g, f Èur die genau dann t = g(u) ist, wenn u = f(t). Eine solche Funktion g gibt es zumindest f Èur die u aus dem Bereich 0 ≤ u ≤ M, denn abgesehen von den beiden Endpunkten des Intervalls ist dort nach obiger Gleichung f^′(t) Èuberall positiv, mit t steigt also auch u = f(t) an. Daher gibt es zu jedem u zwischen 0 und M genau ein t mit f(t) = u, eben t = g(u). Damit uns das etwas n Èutzt, m Èussen wir als nÈachstes f^′(t) mit der Funktion g in Verbindung bringen. Das ist ziemlich einfach: Wenn wir u = f(t) in einem Koordinatensystem mit t-Achse und u- Achse graphisch darstellen, erhalten wir nat Èurlich genau die gleiche Kurve wie bei der graphischen Darstellung von t = g(u) ś schlieûlich ist u = f(t) gleichbedeutend damit, daû t = g(u) ist. f^′(t) ist aber nichts anderes als die Steigung der Tangenten an diese Kurve im Punkt (t, u) bezogen auf die t- Achse, also jene Zahl m, f Èur die die Tangente die Gleichung

u = m · t + irgendeine Konstante (1)

hat. Entsprechend ist g^′(t) nichts anderes als die Steigung der Tangenten an diese Kurve im Punkt (t, u) bezogen auf

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 39

die u-Achse, also jene Zahl n, f Èur die die Tangente die Gleichung

t = n · u + irgendeine andere Konstante (2)

hat. Da es sich beides Mal um dieselbe Gerade handelt, kÈonnen wir zur Bestimmung von n aber auch einfach die Gleichung (1) nach t auflÈosen, was auf t = u m + uninteressante Konstante

f Èuhrt. Also ist n = 1/m (und die žuninteressante Konstanteł stimmt mit žirgendeine andere Konstanteł Èuberein). Damit haben wir folgende Beziehung nachgerechnet:

LEMMA 4.1: Wenn die Funktion u = f(t) eine Umkehrfunktion t = g(u) hat, ist im Punkt (t,u)

g^′(u) = 1 f^′(t) .

F Èur das logistische Wachstumsgesetz f^′(t) = γ · u · (M − u) bedeutet dieses Lemma, daû

g^′(u) = 1 f^′(t) = 1 γ · u · (M − u)

ist, wir m Èussen also eine Funktion g őnden, f Èur die g^′(u) gleich einer vorgegebenen Funktion von u ist. Das ist bekanntlich das Grundproblem der Integralrechnung, die wir somit als nÈachstes rekapitulieren m Èussen.

40 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Dazu vergessen wir bis auf weiteres, daû wir es hier im Beispiel mit einer Umkehrfunktion zu tun haben; um wieder bei den gewohnten Bezeichnungen zu sein, betrachten wir irgendeine beliebige Funktion u = f(t) und suchen dazu eine Funktion u = F(t), f Èur die F^′(t) = f(t) ist. Wenn wir f Èur irgendeinen Wert t_0 den Funktionswert F(t_0) kennen, kÈonnen wir F ś vorausgesetzt, daû es eine solche Funktion Èuberhaupt gibt ś zumindest nÈaherungsweise f Èur jedes t berechnen: F Èur hinreichend kleine Zahlen h ist in guter NÈaherung

F(t_0 + h) ≈ F(t_0) + h · F^′(t_0) = F(t_0) + h · f(t_0) .

Entsprechend ist

F(t_0 + 2h) ≈ F(t_0 + h) + h · f(t_0 + h) = F(t_0) + h · f(t_0) + h · f(t_0 + h) und F(t_0 + 3h) ≈ F(t_0 + 2h) + h · f(t_0 + 2h)

= F(t_0) + h · f(t_0) + h · f(t_0 + h) + h · f(t_0 + 2h) ,

und so weiter. F Èur eine beliebige nat Èurliche Zahl n ist also

F(t_0 +n·h) ≈ F(t_0)+h·f(t_0)+h·f(t_0 +h)+· · ·+h·f ( t_0 +(n−1)h ) . Dieses Ergebnis kann auch geometrisch interpretiert werden: h · f(t_0 + i · h) ist die FlÈache des Rechtecks mit Seiten h und f(t_0 + i · h), und die Summe aller dieser FlÈachen f Èur i = 0,1, . . . n − 1 ist f Èur hinreichend kleine Werte von h

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 41

eine AnnÈaherung an die FlÈache unter der Kurve u = f(t) zwischen t = t_0 und t = t_0 + n · h:

Bei negativen Werten von f(t_0 + i · h) wird allerdings auch das Produkt h · f(t_0 + i · h) negativ. Das widerspricht zwar der anschaulichen Interpretation des FlÈacheninhalts, f Èuhrt aber zur richtigen Funktion F mit F^′(t) = f(t).

Mit dieser vorzeichenbehafteten Interpretation des FlÈacheninhalts ist also die FlÈache unter der Kurve u = f(t) zwischen den Werten t = a und t = b nÈaherungsweise gleich

f(a) · h + f(a + h) · h + · · · + f ( a + (n − 1) h ) · h f Èur h = (b − a)/n und hinreichend groûe Werte von n. Deshalb liegt es nahe, Èahnlich wie bei der Ableitung den Grenzwert f Èur h gegen 0 zu betrachten; da hier h = (b − a)/n ist, m Èussen wir den Grenzwert f Èur immer grÈoûer werdendes n betrachten, oder ś wie man in der Mathematik sagt ś den Grenzwert f Èur n gegen Unendlich. In Symbolen schreibt man daf Èur n → ∞, wobei das Symbol ∞ f Èur žUnendlichł steht. Diesen Grenzwert bezeichnen wir als bestimmtes Integral Èuber f mit Grenzen a und b:

42 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

DEFINITION: b∫ a f(t) dt

= lim_{n→∞} ( f(a) · h + f(a + h) · h + · · · + f ( a + (n − 1) h ) · h )

mit h =^{(b−a)}_n .

Wenn wir hierin die obere Grenze b variieren lassen, bekommen wir nach obiger Konstruktion eine Funktion F, deren Ableitung gleich der gegebenen Funktion f ist. Dieses Ergebnis ist der ber Èuhmte

HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG:

Für die Funktion F(x) = x∫ a f(t) dt ist F^′(x) = f(x).

Man beachte, daû wir F als Funktion einer neuen Variablen x deőnieren m Èussen, denn t tritt innerhalb des Integrals als eine Variable auf, die zwischen den beiden Grenzen variiert und daher nicht mit der oberen Grenze x verwechselt werden darf. Alternativ hÈatten wir nat Èurlich auch einen neuen Namen f Èur die Integrationsvariable erőnden kÈonnen, etwa τ, um dann zu schreiben

F(t) = t∫ a f(τ) dτ .

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 43

Welche Bedeutung hat hierbei die untere Schranke a? Die Ableitung F^′(t) = f(t) ist offenbar unabhÈangig von a; in der Tat ist anschaulich sofort klar, daû f Èur a ≤ c ≤ x gilt x∫ a f(t) dt = c∫ a f(t) dt + x∫ c f(t) dt ,

denn wir haben ja einfach die FlÈache zwischen a und x aufgeteilt in das St Èuck zwischen a und c und das St Èuck zwischen c und x. Das Integral zwischen a und c ist aber eine von x unabhÈangige Konstante, deren Ableitung nach x verschwindet; die Funktionen x∫ a f(t) dt und x∫ c f(t) dt

unterscheiden sich also nur um eine Konstante und haben somit die gleiche Ableitung. Allgemeiner bezeichnen wir jede Funktion F(t) mit F^′(t) = f(t) als eine Stammfunktion von f(t) und schreiben

F(t) = ∫ f(τ) dτ + C ,

wobei der Zusatz ž + Cł darauf hinweisen soll, daû die Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante deőniert ist.

Nach so vielen Deőnition ist es wieder einmal an der Zeit, daû wir uns fragen, inwieweit all das Èuberhaupt sinnvoll ist und ob uns unsere Anschauung nicht bei komplizierteren Funktion f(t) vielleicht aufs Glatteis f Èuhrt.

44 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Beginnen wir mit der Deőnition des bestimmten Integrals als Grenzwert. Wie bei der ebenfalls Èuber einen Grenzwert deőnierten Ableitung muû ein solcher Grenzwert nicht existieren, und selbst wenn er existiert, ist nicht klar, ob wir nicht bei einer anderen Aufteilung der FlÈache als der in Streifen der Breite h vielleicht einen anderen Grenzwert bekommen. So etwas kann in der Tat vorkommen, ist aber gl Èucklicherweise sehr viel seltener als bei der Ableitung: Gegenbeispiele, bei denen die obige Deőnition kein sinnvolles Ergebnis liefert, treten erst auf, wenn f(t) zwischen der oberen und der unteren Grenze unendlich viele Sprungstellen hat; bei den Funktionen, die typischerweise bei Problemen der mathematischen Modellierung auftreten, ist dies nicht der Fall. Aus diesem Grund habe ich hier auch darauf verzichtet, die vielleicht aus der Schule bekannten Ober- und Untersummen einzuf Èuhren; bei den Funktionen, die uns hier interessieren, stimmen die Grenzwerte der beiden automatisch Èuberein.

Beim unbestimmten Integral sollte man sich fragen, ob sich zwei Stammfunktionen einer gegebenen Funktion f(t) wirklich immer nur um eine Konstante unterscheiden. Auch hier gibt es keine Probleme: Wenn wir zwei differenzierbare Funktionen F_1(t) und F_2(t) haben mit F^0_1(t) = F^0_2(t), so folgt in der Tat aus dem sogenannten Mittelwertsatz der Differentialrechnung, daû sich die beiden Funktionen hÈochstens um eine additive Konstante unterscheiden, und f Èur nicht differenzierbare Funktionen ist es nat Èurlich ohnehin nicht sinnvoll, von einer Ableitung zu reden. Die Integralrechnung ist also im Bezug auf mÈogliche Fallen sehr viel gutm Èutiger als die Differentialrechnung, bei der man schon etwas hÈauőger auf die Existenz einer Ableitung achten muû, denn Sprungstellen von Funktionen kÈonnen auch bei harmlosen Anwendungen immer wieder auftreten.

Die gerade postulierte Gutm Èutigkeit der Integralrechnung ist allerdings erschÈopft, wenn es darum geht, ein Integral wirklich auszurechnen: WÈahrend die Ableitung einer aus Grundrechenarten, Exponentialfunktionen und trigonometrischen Funktionen zusammengesetzten Funktion wieder eine solche Funktion ist, muû dies f Èur die Stammfunktion nicht mehr gelten: Schon in relativ einfachen FÈallen kÈonnen Stammfunktionen teilweise nicht mehr in geschlossener Form angegeben werden, und selbst in den

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 45

FÈallen, in denen man sie angeben kann, sind oft zahlreiche Tricks notwendig, bevor das Integral in geschlossener Form dasteht.

Beginnen wir mit einem ganz einfachen Beispiel: f(t) = c ist eine Konstante. Dann lÈaût sich F(x) explizit Èuber die Deőnition des bestimmten Integrals ausrechnen: Die FlÈache unterhalb der Kurve f(t) = c ist die FlÈache unterhalb der Geraden, die im Abstand c parallel zur t-Achse verlÈauft, und das FlÈachenst Èuck zwischen t = a und t = x ist das Rechteck mit SeitenlÈangen c und x − a, hat also den FlÈacheninhalt F(x) = c · (x − a).

a b c

Da es auf a nicht ankommt, setzen wir als einfachste Wahl a = 0 und erhalten die Stammfunktion

F(x) = x∫ 0 f(t) dt = c · x ,

die allgemeinste Stammfunktion ist also

F(t) = ∫ f(t) dt = c · t + C ,

46 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

wobei C eine beliebige Konstante ist.

ÈAhnlich kÈonnen wir auch noch verfahren, um eine Stammfunktion f Èur f(t) = c · t zu erhalten: Wenn wir wieder der Einfachheit halber bei a = 0 anfangen, ist F(t) die FlÈache des rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten der LÈange t und c · t, und dessen FlÈacheninhalt ist bekanntlich^1_2 c · t^2. Also ist ∫ ct dt = c · t^2 2 + C .

Im allgemeinen ist allerdings die FlÈache unterhalb der Kurve u = f(t) viel zu kompliziert, als daû man ihre FlÈache mit elementaren geometrischen Methoden ausrechnen kÈonnte. In solchen FÈallen benutzt man dann den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und sucht durch Probieren oder Raten oder was auch immer eine Funktion F(t), f Èur die F^′(t) = f(t) ist.

Als Beispiel dazu betrachten wir die Funktion f(t) = t^n. Wir probieren zunÈachst mit Èahnlich aussehenden Funktionen: Die Ableitung von g(t) = t^m ist g^′(t) = m · t^{m−1}, die von h(t) =^1_m t^m also h^′(t) = t^{m−1}. Setzen wir hierin m = n + 1, so erhalten wir die gew Èunschte Stammfunktion ∫ t^n dt = t^{n+1} n + 1 + C ś sofern n + 1 ≠ 0 ist. F Èur m = n + 1 = 0 ist oben g(t) = 1, also g^′(t) = 0, und aus dieser Beziehung kÈonnen wir absolut nichts ablesen Èuber eine Funktion, deren Ableitung

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 47

1/t ist. Um trotzdem eine zu őnden, bleibt uns in der Tat nicht anderes Èubrig als zu raten; nach hinreichend vielen vergeblichen Versuchen wird man vielleicht auch irgendwann den Logarithmus ausprobieren und nach dem Lemma Èuber die Ableitung der Umkehrfunktion dessen Ableitung ausrechnen: Da die Exponentialfunktion t = e^u ihre eigene Ableitung ist, hat u = ln t nach diesem Lemma die Ableitung

ln^′(t) = 1 e^u = 1 t , also ist in der Tat ∫ dt t = ln t + C .

Kompliziertere Funktionen m Èussen ś genau wie beim Differenzieren auch ś mit geeigneten Rechenregeln auf einfachere zur Èuckgef Èuhrt werden. Die meisten Rechenregeln f Èur den Umgang mit Ableitungen haben ihre Entsprechungen f Èur Integrale; wir wollen sie im folgenden kurz durchgehen:

Additionsregel: F Èur zwei Funktionen f(t) und g(t) sowie zwei Zahlen a und b hat h(t) = a · f(t) + b · g(t) die Ableitung

h^′(t) = a · f^′(t) + b · g^′(t) .

Also gilt ganz entsprechend auch f Èur die Stammfunktionen ∫ ( a · f(t) + b · g(t) ) dt = a ∫ f(t) dt + b ∫ g(t) dt .

48 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Als Anwendung berechnen wir die FlÈache einer Parabelschablone. ZunÈachst brauchen wir eine Funktion u = f(t), so daû diese FlÈache gleich der FlÈache unter dem Graphen von f ist. Die Funktion f(t) = t^2, zu deren Darstellung die Schablone dient, ist dazu nat Èurlich nicht geeignet; die FlÈache unter dieser Kurve ist im Gegenteil gerade die FlÈache, die von der Schablone nicht abgedeckt wird. Statt dessen stellen wir die Schablone mit dem Scheitelpunkt nach oben auf die t-Achse und betrachten die Funktion, die durch ihre Randkurve beschrieben wird.

−a a 0

Wenn die Schablone die Breite 2a hat, also den Bereich −a ≤ t ≤ a abdeckt, hat sie die HÈohe a^2; f Èur die gesuchte Funktion f ist also f(0) = a^2. F Èur t ≠ 0 fÈallt f(t) dann quadratisch ab, also ist f(t) = a^2 − t^2. Insbesondere ist f(±a) = 0, wie erwartet. Damit ist die FlÈache der Schablone a∫ −a (a^2 − t^2) dt = a^2 a∫ −a dt − a∫ −a t^2 dt = a^2 · t | | | a

−a − t^3 3 | | | a

−a = a^2 · ( a − (−a) ) − ( a3 3 − (−a)^3 3 ) = 4a^3 3 .

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 49

Hier, wie auch im folgenden, sei

F(t) | | | | b

a = F(b) − F(a) ;

dies ist eine in der Integralrechnung recht gebrÈauchliche Abk Èurzung.

Partielle Integration: Neben der Additionsregel ist die Leibnizsche Produktregel

( f · g)^′ = f · g^′ + f^′ · g

sicherlich die bekannteste Ableitungsregel. F Èur die Zwecke der Integralrechnung schreiben wir sie in der Form

f(t) · g^′(t) = ( f(t) · g(t) )_′ − f^′(t) · g(t)

und erhalten sofort durch Integration die neue Regel ∫ f(t) · g^′(t) dt = f(t) · g(t) − ∫ f^′(t) · g(t) dt .

Die rechte Seite dieser Gleichung sieht nicht so aus, als sei sie eine groûe Vereinfachung der linken, eher im Gegenteil, aber bei geschickter Wahl von f und g lÈaût sie sich doch oftmals entweder einfacher ausrechnen oder aber der linken Seite so Èahnlich machen, daû man dadurch eine verwertbare Beziehung zwischen den beiden Seiten erhÈalt.

Als Beispiel betrachten wir die Stammfunktion von cos^2 t . Mit f(t) = cos t und g(t) = sin t ist f(t) · g^′(t) = cos^2 t, also ∫ cos^2 t dt = cos t · sin t − ∫ sin^2 t dt .

50 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Das ist sicherlich keine Vereinfachung; aber wenn wir auf beiden Seiten das Integral Èuber cos^2 t addieren und dabei beachten, daû sin^2 t + cos^2 t = 1 ist, folgt 2 ∫ cos^2 t dt = sin t · cos t − ∫ 1 dt = sin t · cos t − t + C .

Damit ist ∫ cos^2 t dt =^1_2 sin t · cos t −^1_2 t + C^∗

mit der neuen Integrationskonstanten C^∗ = C/2.

Entsprechend kÈonnen wir auch die Stammfunktion von sin t · cos t bestimmen: Mit f(t) = g(t) = sin t ist

sin t · cos t = f(t) · g^′(t) ,

also ∫ sin t · cos t dt = sin^2 t − ∫ cos t · sin t dt .

Da links und rechts das gleiche Integral steht, folgt ∫ sin t · cos t dt =^1_2 sin^2 t + C .

Als eine trickreiche Anwendung der partiellen Integration mÈochte ich schlieûlich noch die Stammfunktion des Logarithmus bestimmen. Hier ist die zu integrierende Funktion zwar kein Produkt, aber wir kÈonnen sie trotzdem auffassen als ein Produkt, dessen einer Faktor gleich eins ist.

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 51

Die einfachste Funktion mit Ableitung eins ist g(t) = t; mit f(t) = ln t ergibt sich also nach der Regel zur partiellen Integration ∫ ln t dt = t · ln t − ∫ ( 1 t ) · t dt = t · ln t − ∫ dt = t · ln t − t + C = t · (ln t − 1) + C .

Substitutionsregel: Die oftmals n Èutzlichste Regel zur Umformung von Integralen entsteht aus der Kettenregel f ( g(t) )_′ = f^′ ( g(t) ) · g^′(t) .

Wenden wir dies an auf die Stammfunktion F(t) der Funktion f(t) und setzen t = g(u), so folgt

f(t) = F^′(u) = F^′ ( g(u) ) · g^′(u) = f ( g(u) ) · g^′(u) ,

also ∫ f(t) dt = ∫ f ( g(u) ) · g^′(u) du .

Als erstes Beispiel dazu betrachten wir das Integral ∫ dt √ 1 − t^2 . Hauptschwierigkeit ist die Wurzel, wir m Èussen also versuchen, diese zu eliminieren. Mit der Substitution t = sin u gelingt das, denn dann ist √ 1 − t^2 = √ 1 − sin^2 u = √ cos^2 u = cos u .

52 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Die Ableitung von g(u) = sin u ist g^′(u) = cos u, nach der Substitutionsregel folgt also ∫ dt √ 1 − t^2 = ∫ cos u cos u du = ∫ du = u + C .

Das ist aber leider noch nicht die endg Èultige Antwort, denn wir wollen das Ergebnis nat Èurlich als eine Funktion von t haben, nicht als Funktion von u. Nun wissen wir zwar, daû t = sin u ist, aber wie lÈaût sich u durch t ausdr Èucken? Was wir brauchen ist offenbar eine Umkehrfunktion des Sinus. Diese kann nur f Èur Werte zwischen −1 und 1 deőniert sein, denn andere Funktionswerte des Sinus gibt es nicht, und auch f Èur diese Werte muû noch festgelegt werden, welches der vielen Urbilder wir nehmen: Schlieûlich nimmt der Sinus als periodische Funktion jeden Wert unendlich oft an. Im Intervall zwischen −π/2 und π/2 allerdings steigt der Sinus monoton an von −1 nach 1, dort gibt es also eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion, und diese bezeichnen wir als Arkussinus, in Formeln u = arcsin t. Die Funktion u = arcsin t ist also f Èur −1 ≤ t ≤ 1 erklÈart und steigt dort monoton an von −π/2 bis π/2. Mit dieser Funktion ist dann schlieûlich ∫ dt √ 1 − t^2

= arcsin t + C .

Die Funktion f(t) = arcsin t ist in der folgenden Zeichnung skizziert; sie ist gerade eine an der ersten Winkelhalbierenden gespiegelte Sinuslinie, eingeschrÈankt auf den Wertebereich zwischen −π/2 und π/2.

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 53

Genauso kÈonnen wir auch das Integral ∫ √ 1 − t^2 dt .

ausrechnen: Nat Èurlich machen wir auch hier wieder die Substitution t = sin u und erhalten ∫ √ 1 − t^2 dt = ∫ cos^2 u du =^1_2 sin u · cos u −^1_2 u + C .

Dabei ist sin u = t und

cos u = √ 1 − sin^2 u = √ 1 − t^2 ,

im Endergebnis also ∫ √ 1 − t^2 dt =^1_2 t · √ 1 − t^2 −^1_2 arcsin t + C .

54 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Die Kurve f(t) = √ 1 − t^2 ist geometrisch betrachtet nichts anderes als ein Halbkreis: Liegt nÈamlich der Punkt (t, u) auf dem Kreis mit Radius eins um den Nullpunkt des Koordinatensystems, so deőnieren er zusammen mit dem Ursprung und dem Punkt (t,0) ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten die LÈangen t und u haben und dessen Hypothenuse ein Radius des Kreises ist, also die LÈange eins hat. Nach dem wohl bekanntesten Satz der Mathematik, dem Satz des Pythagoras, ist also t^2 + u^2 = 1 oder u = ±f(t).

(t,u)

t u

Wir kÈonnen daher den FlÈacheninhalt eines Halbkreises berechnen als die FlÈache unter der Kurve u = f(t) und erhalten 1∫ −1 f(t) dt =^1_2 t · √ 1 − t^2 −^1_2 arcsin t | | | 1

−1 = −^1_2 (−π/2 − π/2) = π/2 ,

ein beruhigendes Ergebnis. Nat Èurlich hÈatten wir hier auch gleich das Integral ∫ √ 1 − t^2 dt geometrisch ausrechnen kÈonnen: Die FlÈache unter der Kreislinie zwischen Null und t kann zerlegt werden in das oben eingezeichnete rechtwinklige Dreieck und den links daneben liegenden Kreissektor. Das Dreieck hat die Katheten t und f(t), also die FlÈache^1_2 t·f(t) =^1_2 t· √ 1 − t^2, und der Kreissektor hat den FlÈacheninhalt π · α/2π = α/2, wobei α der (im Bogenmaû

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 55

angegebene) ÈOffnungswinkel des Sektors ist. Betrachten wir dessen KomplementÈarwinkel π/2 − α im benachbarten rechtwinkligen Dreieck, so ist dort

cos(π/2 − α) =

Ankathete

Hypothenuse = t 1 = t ;

da der Cosinus eines Winkels gleich dem Sinus des KomplementÈarwinkels ist, folgt also, daû sin α = t und damit α = arcsin t ist. Die FlÈache unter der Kreislinie ist somit 1 2 t · √ 1 − t^2 +^1_2 arcsin t ,

so daû in diesem speziellen Fall der ganze Umweg Èuber Integrationsregeln eigentlich Èuberŕ Èussig war.

Das nÈachste Beispiel soll zeigen, daû auch bei ganz harmlos erscheinenden Integranden ohne Wurzeln die Substitutionsregel oft gute Dienste leisten und anderweitig nicht beherrschbare Integrale auf eine einfache Form zur Èuckf Èuhren kann: Betrachten wir

F(t) = ∫ dt 1 + t^2 . Mit Sinus oder Cosinus kÈonnen wir hier nichts anfangen, denn weder 1 + sin^2 u noch 1 + cos^2 u lassen sich in geeigneter Weise vereinfachen. Probieren wir es aber mit dem Tangens, so erhalten wir mit t = tan u

1 + tan^2 u = 1 + sin^2 u cos^2 u = cos^2u + sin^2u cos^2 u = 1 cos^2 u ,

56 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

d.h. 1 1 + tan^2 u

= cos^2 u ;

der schwer handhabbare Nenner ist also verschwunden. Besser noch:

tan^′ u = cos u · sin^′ u − sin u · cos^′ u cos^2 u = 1 cos^2 u , also folgt sogar, daû ∫ dt 1 + t^2 = ∫ cos^2 u · 1 cos^2 u du = ∫ du = u + C .

Um dies durch t ausdr Èucken zu kÈonnen, brauchen wir eine Umkehrfunktion des Tangens; da Tangens zwischen −π/2 und π/2 monoton von minus Unendlich nach Unendlich ansteigt, gibt es eine solche Umkehrfunktion, die f Èur beliebige reelle Zahlen deőniert ist und diese auf Zahlen zwischen −π/2 und π/2 abbildet. In vÈolliger Analogie zum Arkussinus wird diese Funktion als Arkustangens bezeichnet, in Zeichen u = arctan t. Damit ist ∫ dt 1 + t^2

= arctan t + C .

Schlieûlich mÈochte ich noch auf eine wichtige spezielle Anwendung der Kettenregel hinweisen, die

Logarithmische Ableitung: F Èur eine Funktion f(t), die nur positive Werte annimmt, kÈonnen wir die neue Funktion g(t) = ln f(t) betrachten, f Èur die nach der Kettenregel

g^′(t) = 1 f(t)

· f^′(t) = f^′(t) f(t)

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 57

ist. Daher ist ∫ f^′(t) f(t) dt = ln f(t) + C .

Als Anwendung kÈonnen wir beispielsweise den Tangens integrieren, denn

tan t = sin t cos t = − cos^′ t cos t , und damit ist ∫ tan t dt = − ln cos t + C .

Als weitere Anwendung der logarithmischen Ableitung betrachten wir noch einmal das Malthussche Wachstumsgesetz f^′(t) = γ · f(t), das sich auch in der Form

f^′(t) f(t) = γ als logarithmische Ableitung schreiben lÈaût. Integration beider Seiten f Èuhrt zu ∫ f^′(t) f(t) dt = ∫ γ dt = γ · t + C

oder ln f(t) = γ · t + C ,

also f(t) = e^{γ·t + C} = e^C · e^{γ·t}

58 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

mit e^C = f(0). Damit haben wir einen neuen Zugang zu Satz 2.1 gefunden.

Nachdem wir so wieder zu Wachstumsgesetzen zur Èuckgekehrt sind, wollen wir endlich die bereits zu Beginn des Paragraphen aufgestellte Gleichung

f^′(t) = γ · f(t) · ( M − f(t) ) f Èur das logistische Wachstum integrieren. Wir wissen bereits aus Lemma 4.1, daû f Èur die Umkehrfunktion t = g(u) von u = f(t) gilt

g^′(u) = 1 f^′(u) = 1 γ · u · (M − u) , also ist g(u) = ∫ du γ · u · (M − u) , und wir m Èussen dieses Integral ausrechnen. Der Nenner ist im wesentlichen gerade der Hauptnenner von 1/u und 1/(M − u), es liegt also nahe, den Integranden als Summe zweier Br Èuche mit Nenner u und M − u zu schreiben, denn die kÈonnen wir integrieren. In der Tat ist 1 u + 1 M − u = M u · (M − u)

und somit 1 γ · u · (M − u) = 1 γM ( 1 u + 1 M − u ) .

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 59

Das kÈonnen wir integrieren:

g(u) = 1 γM (∫ du u + ∫ du M − u )

= 1 γM ( ln u − ln(M − u) ) + C ,

denn die Ableitung von ln(M − u) ist −1/(M − u). Nach der bekannten Regel ln^x_y = ln x − ln y lÈaût sich dies weiter vereinfachen zu

g(u) = 1 γM · ln u M − u

+ C = − 1 γM · ln

M − u u + C = − 1 γM · ln (M u − 1 ) + C .

Diese Gleichung m Èussen wir nach u = f(t) auflÈosen: Aus der gerade berechneten Beziehung

t = g(u) = − 1 γM · ln (M u − 1 ) + C folgt zunÈachst, daû

−γM · t − C = ln (M u − 1 )

ist; Anwendung der Exponentialfunktion auf beide Seiten f Èuhrt zu e^{−γM·t−C} = M u , und daraus schlieûlich erhÈalt man sofort die gesuchte Gleichung f Èur f(t):

u = f(t) = m 1 + α e^{−γM·t} ,

60 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

wobei α = e^C etwa aus der Beziehung

f(0) = m 1 + α oder α = M f(0) − 1

bestimmt werden kann.

Da der Graph von f eine S-fÈormige Gestalt hat, wird er oft als sigmoide Kurve bezeichnet, auch wenn die Gestalt nichts mit dem kleinen oder groûen griechischen Sigma, mit σ oder � also, zu tun hat. Kurven mit ungefÈahr dieser Gestalt werden in der Tat hÈauőg beobachtet, etwa bei der Entwicklung der BevÈolkerungszahlen in den USA zwischen 1790 und 1950, wo der relative Fehler immer deutlich unter f Èunf Prozent bleibt.

Auch bei Erneuerungsprozessen werden sigmoide Kurven oft beobachtet; ist etwa f(t) = Prozentsatz aller in Frage

Logistisches Wachstum und GrundzÈuge der Integralrechnung 61

kommender Personen oder Firmen, die zum Zeitpunkt t bereits eine technische oder sonstige Neuerung eingef Èuhrt haben, so gen Èugt auch f(t) nÈaherungsweise einer logistischen Gleichung. Dies erscheint plausibel, denn ein potentieller Anwender erfÈahrt von der Neuerung im GesprÈach mit jemandem, der sie schon eingef Èuhrt hat; es gibt am Anfang also um so mehr Zuwachs bei f(t) je grÈoûer f(t) ist. Andererseits kann ein Prozentsatz nie grÈoûer als 100 werden, so daû die Steigerungsrate gegen Null gehen muû, wenn sich f(t) der 100%-Grenze nÈahert. Daher ist

f^′(t) = α · f(t) · ( 100 − f(t) ) in der Tat eine plausible Modellannahme. Vergleiche zwischen diesem Modell und tatsÈachlichen Erneuerungsprozessen őndet man etwa bei C.T. FISCHER, R.H. PRY: A simple substitution model of technological change, Technological Forecasting and Social Changes 3 (1971), 75ś88.

Zum Abschluû dieses Paragraphen kÈonnen wir uns noch Èuberlegen, ab wann sich das BevÈolkerungswachstum beim logistischen Modell vermindert. Das BevÈolkerungswachstum selbst ist gegeben durch f^′(t), seine Steigerungsrate also durch die Ableitung von f^′(t), d.h. durch die zweite Ableitung f^{′′}(t) von f(t). Leiten wir die logistische Gleichung

f^′(t) = γ · f(t) · ( M − f(t) ) ab, so erhalten wir nach der Produktregel

f^{′′}(t) = γ · f^′(t) · ( M − f(t) ) − γ · f(t) · f^′(t)

= γ · f^′(t) · ( M − 2 f(t) ) .

62 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Da f^′(t) stets grÈoûer oder gleich Null ist, nimmt die Steigerungsrate daher ab, sobald M − 2 f(t) < 0 ist, sobald also die Population ihre halbe MaximalgrÈoûe erreicht hat.

ğ5: ÈUberexponentielles Wachstum

So gut die logistische Gleichung auch das Wachstum der amerikanischen BevÈolkerung zwischen 1790 und 1950 beschreibt, f Èur die WeltbevÈolkerung gibt sie kein realistisches Modell, denn diese wÈachst immer noch schneller als exponentiell. Dies sieht man insbesondere auch an den immer k Èurzer werdenden Verdoppelungszeiten. Wie lÈaût sich das erklÈaren?

Eine MÈoglichkeit wÈare, daû das Zusammenleben von Menschen nicht nur zu Streû f Èuhrt und dazu, daû sie sich Resourcen wegnehmen, sondern auch zu vermehrtem Informationsaustausch, der sich in wissenschaftlichem Fortschritt niederschlÈagt und daf Èur sorgt, daû die maximal mÈogliche Zahl von Menschen, die die Erde ernÈahren kann, immer weiter ansteigt. Als einfaches Modell daf Èur haben die Autoren Heinz von Foerster, Patricia M. Mora und Lawrence W. Amiot, allesamt Elektrotechniker an der University of Illinois in Urbana, 1960 ein beschleunigtes Malthussches Wachstum der Form

f^′(t) = γ · f(t)^r mit r > 1 und γ > 0

vorgeschlagen. (Siehe dazu ihre Arbeit in Science 138, November 1960, Seite 1291ś1295.)

64 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Auch diese Gleichung lÈaût sich auf ein einfache Integrationsaufgabe zur Èuckf Èuhren, wenn wir wieder anstelle von u = f(t) die Umkehrfunktion t = g(u) betrachten. F Èur diese ist nach Lemma 4.1

g^′(u) = 1 f^′(t) = 1 γ · u^r = u^{−r} γ . Dies lÈaût sich problemlos integrieren zu

t = g(u) = 1 γ u^{1−r} 1 − r

+ C .

AuflÈosen nach u^{1−r} f Èuhrt auf

u^{1−r} = γ · (1 − r) · (t − C)

oder u^{r−1} = 1 γ · (r − 1) · (C − t) , wobei die zweite Form vorzuziehen ist, denn r − 1 ist positiv. Also ist

u = f(t) = 1 ( γ · (r − 1)

) 1_1�_r · 1 (C − t)^{1r}�^1 = β (C − t)^s mit β = 1 ( γ · (r − 1)

) 1_r�_1 und s = 1 r − 1

> 0 .

Die Integrationskonstante C kann auch hier wieder aus dem Anfangswert f Èur die Zeit t = 0 berechnet werden, viel interessanter ist es aber, die Zeit t = C zu betrachten: Je

ÈUberexponentielles Wachstum 65

nÈaher t an C herankommt, desto kleiner wird der Nenner, desto grÈoûer also der Bruch, und f Èur t = C wird der Nenner Null, f(t) also Unendlich! Zum Zeitpunkt t = C hat die WeltbevÈolkerung also jede beliebige Grenze Èuberschritten und stirbt wohl aus, da sich die Menschen gegenseitig zu Tode quetschen.

Wie weit ist es noch bis zum Zeitpunkt t = C? Die beste ÈUbereinstimmung mit den bekannten Daten zur BevÈolkerungsentwicklung erhÈalt man (mit Methoden, die weiter hinten in §8 dargestellt sind) f Èur

β = (179 ± 14) · 10^9

s = 0,990 ± 0,009

C = 2026,87 ± 5,5Jahre

r = 2,01 ± 0,009 ,

die Menschheit wÈachst also ungefÈahr nach dem Wachstumsgesetz f^′(t) = γ · f(t)^2 .

Die Zeit ist bei obigen Zahlen in Èublicher JahreszÈahlung angegeben, der Zeitpunkt, zu dem die Menschheit Unendlich wird, liegt also im Jahr 2026. Wir kÈonnen ihn noch etwas genauer bestimmen (soweit das bei einer Fehlertoleranz von f Èunfeinhalb Jahren sinnvoll ist): 0,87 Jahre sind 317,55 Tage, und 0,55 Tage sind 13,2 Stunden; die Katastrophe passiert also gegen 13^{12} Uhr am 317. Tag des Jahres 2026. Dieser Tag liegt offensichtlich im November; da es bis einschlieûlich Oktober f Èunf Monate mit 31 und einen mit 28 Tagen gibt, haben Januar bis Oktober zusammen 303 Tage, der

66 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

317. Tag des Jahres ist also der 13. November. Wenn wir im Kalender des Jahres 2026 nachschauen, sehen wir, daû dies ein Freitag ist; falls das hier betrachtete Modell richtig ist, wird dieser Freitag der dreizehnte also wirklich ein Ungl Èuckstag sein, und dementsprechend hat die oben zitierte Arbeit, in der diese Zahlen berechnet wurden, auch den Titel ž Doomsday: Friday, 13 November, A.D. 2026ł.

Wie realistisch ist dieses Modell? Die bisherigen BevÈolkerungszahlen stimmen sehr gut mit den Werten von f(t) Èuberein; bei der graphischen Darstellung in der gerade zitierten Arbeit sieht man kaum Abweichungen. Mehr noch: Selbst wenn man neuere BevÈolkerungszahlen ignoriert und nur mit alten rechnet, kommt man auf ungefÈahr die gleichen Zahlen: Ein Wissenschaftler zur Zeit Karls des Groûen hÈatte mit der hier dargestellten Theorie und den (ihm sicherlich unbekannten) BevÈolkerungszahlen bis hin zu seiner Zeit ein Èahnliches C mit einer Genauigkeit von ±150 Jahren berechnen kÈonnen. Zur Zeit von Elisabeth I. schrumpfte die Ungewiûheit auf ±55 Jahre, und zur Zeit Napoleons schlieûlich hÈatte man aufgrund der BevÈolkerungszahlen bis zur damaligen Zeit die Genauigkeit auf ±15 Jahre steigern kÈonnen und damit voraussagen, daû die WeltbevÈolkerung im Jahr 1994 noch endlich ist.

Trotzdem rechnet nat Èurlich niemand ernsthaft damit, daû die WeltbevÈolkerung in knapp 25 Jahren unendlich groû sein wird: Die Annahmen dieses Modells m Èussen schon deshalb bald falsch werden, weil das Zeitintervall, innerhalb dessen sich die Menschheit verdoppelt, aus biologischen Gr Èunden nicht beliebig klein werden kann; nach obiger Formel m Èuûte es am fr Èuhen Nachmittag des 13. No-

ÈUberexponentielles Wachstum 67

vembers 2026 aber ziemlich schnell von Zehntelsekunden auf Millionstelsekunden und dann immer noch weiter sinken. So gut das Modell also die Vergangenheit beschreibt: In der nÈachsten Zukunft mÈussen die gemachten Modellannahmen falsch werden ś so sie es nicht bereits sind; die zitierte Arbeit ber Èucksichtigte nur Daten bis 1958, und ich habe die angegebene Formel nicht mit neueren Daten verglichen. Sicher ist jedenfalls, daû die Formel nicht bis ins Jahr 2026 hinein stimmen kann.

Auch wenn die BevÈolkerungszahl eine gewisse MindestgrÈoûe unterschreitet lassen sich die Modellannahmen nicht mehr rechtfertigen und die Formel wird in der Tat falsch. Wenn man etwa ausrechnet, zu welchem Zeitpunkt f(t) = 1 war, wann also der erste Mensch lebte, so kommt man auf einen Zeitpunkt vor etwa 200 Milliarden Jahren. Selbst wenn es diesen Zeitpunkt gegeben haben sollte (die gÈangigen kosmologischen Theorien sprechen dagegen), gab es damals ganz sicher weder eine Erde noch eine BevÈolkerung darauf.

ğ6: Chaotische Dynamik

So verschieden die bislang betrachteten Wachstumsmodelle auch waren, eines hatten alle drei gemeinsam: F Èur jeden Zeitpunkt t (im Falle des Èuberexponentiellen Wachstums allerdings nur bis zum Augenblick der Katastrophe am Freitag, dem 13. November 2026) konnten wir mit relativ geringem Aufwand den Funktionswert f(t) berechnen und damit eine Voraussage f Èur die BevÈolkerungszahlen zur Zeit t machen ś was immer die auch mit der RealitÈat zu tun haben mag. In diesem Paragraphen soll es nun um ein Wachstumsmodell gehen, bei dem dies nicht mehr mÈoglich ist:

Ausgangspunkt ist wieder das Wachstum nach der logistischen Gleichung

f^′(t) = γ · f(t) · ( M − f(t) ) , allerdings betrachten wir nun eine Population, die sich nur zu bestimmten diskreten Zeitpunkten verÈandert. Als Beispiele daf Èur kÈonnen wir uns Tierpopulationen vorstellen, deren Brunft- und damit auch GebÈarperiode jedes Jahr (ungefÈahr) zur gleichen Zeit liegt; experimentelle Daten gibt es allerdings weniger f Èur balzende Hirsche als f Èur gewisse Insektenarten, die sich ebenfalls an einen Jahresrythmus halten.

Chaotische Dynamik 69

F Èur das Wachstumsverhalten solcher Populationen ist nicht mehr die Funktion f(t) f Èur beliebiges t relevant, sondern nur noch die Funktionswerte zu Beginn jeder Vermehrungsperiode. Deshalb gen Èugt es, wenn wir anstelle der Funktion f(t) nur noch die Funktionswerte f_n = f(n · �t) zu diskreten Zeiten betrachten; �t ist dabei das Zeitintervall, das zwischen zwei Vermehrungsperioden liegt, in den bisherigen Beispielen also ein Jahr.

Weiter ist es nicht mehr sinnvoll, die Ableitung f^′(t) zu betrachten: Auûerhalb der Vermehrungsperioden ist diese negativ (wegen der SterbefÈalle, die sich im allgemeinen nicht an einen Jahresrythmus halten), und innerhalb einer Vermehrungsperiode gibt es einen mehr oder weniger plÈotzlichen Sprung, bei dem es f Èur die Berechnung von f_{n+1} aus f_n auch nicht darauf ankommt, wie steil er ist, d.h. also, wie groû f^′(t) ist. Sinnvoll und relevant ist nur die VerÈanderung von f innerhalb des gesamten Zeitraums der LÈange �t, also m Èussen wir die logistische Gleichung ersetzen durch die neue Gleichung

f_{n+1} − f_n

�t^{= γ · fn · (M − fn) .}

AuflÈosen nach f_{n+1} f Èuhrt auf die Gleichung

f_{n+1} = f_n + γ · f_n · (M − f_n) · �t = γ · �t · f_n · ( M +^1_{γ·}�_t − f_n ) . Eine solche Beziehung zwischen f_{n+1} und f_n heiût diskretes dynamisches System; wir wollen in diesem Paragraphen sehen, was sich Èuber ein solches System aussagen lÈaût.

70 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Bevor wir mit dieser Gleichung im Detail rechnen, empőehlt es sich allerdings, sie etwas zu vereinfachen und insbesondere die vielen darin auftretenden Konstanten auf ein Èuberschaubares Maû zu reduzieren. Mit etwas Probieren őndet man, daû dies in der Tat mÈoglich ist, wenn man anstelle von f_n den dazu proportionalen Wert

x_n = f_n M +^1_{γ·}�_t

betrachtet, aus dem sich umgekehrt f_n jederzeit wieder mittels der Formel f_n = x_n· ( M +^1_{γ·}�_t )

zur Èuckgewinnen lÈaût. F Èur x_n wird die obige Gleichung zu

x_{n+1} = f_{n+1} M +^1_{γ·}�_t

= γ · �t · f_n · ( 1 − f_n M +^1_{γ·}�_t )

= γ · �t · ( M +^1_{γ·}�_t ) · x_n · (1 − x_n) ,

d.h. also zu x_{n+1} = a · x_n · (1 − x_n) mit a = γ · �t · ( M +^1_{γ·}�_t ) = γ · �t · M + 1 .

Insbesondere ist damit a ≥ 1. Der Maximalwert M f Èur f(t) entspricht der Schranke M M +^1_{γ·}�_t = 1 1 +^1_{γ·}�_{t·M} = γ · �t · M

1 + γ · �t · M = a − 1 a = 1 − 1 a .

Chaotische Dynamik 71

Um ein Bild f Èur den Zusammenhang zwischen f_n und f_{n+1} zu bekommen, betrachten wir zunÈachst die Funktion

g(x) = a · x · (1 − x) ,

f Èur die x_{n+1} = g(x_n) ist; wir interessieren uns nur f Èur den Fall, daû a ≥ 1 ist. g hat Nullstellen bei x = 0 und x = 1, und die Ableitung g^′(x) = a · (1 − 2x) verschwindet bei x =^1_2 , wo g(x) seinen Maximalwert g(^1_2 ) =^a_4 annimmt. Damit erhalten wir folgendes Bild:

1 2 1 0

a 4

Daran sehen wir, daû g(x) f Èur x-Werte aus der Umgebung von^1_2 grÈoûer als eins werden kann, falls a grÈoûer als vier ist. Wenn aber erst einmal ein x_n > 1 auftritt, ist x_{n+1} negativ, und damit auch alle folgenden x_m. Zur Modellierung des Wachstumsverhaltens einer Population sind negative Werte nat Èurlich nicht geeignet; wir beschrÈanken uns daher im folgenden auf den Fall a ≤ 4. Dann ist a/4 ≤ 1, das Intervall 0 ≤ x ≤ 1 wird also von g in sich selbst abgebildet.

Wie soll man sich nun eine žLÈosungł der Gleichung

72 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

x_{n+1} = a · x_n · (1 − x_n) vorstellen? Bei den bisherigen Wachstumsmodellen mit einer kontinuierlichen Funktion f(t) war die LÈosung eine Formel, mittels derer sich f(t) aus t und einem gegebenen Anfangswert f(t_0) berechnen lieû. Entsprechend sollte man hier eine Formel erwarten, die x_n als Funktion von n und x_0 ausdr Èuckt; beispielsweise wÈare die Gleichung y_{n+1} = b · y_n in diesem Sinne gelÈost durch y_n = b^n · y_0. In unserem Fall, wie in den meisten anderen FÈallen mit einem nichtlinearen Zusammenhang zwischen x_{n+1} und x_n, gibt es leider keine einfache Formel dieser Art: Zwar lÈaût sich jedes einzelne x_n als Polynom in a und x_0 schreiben, aber diese Polynome werden sehr schnell viel groû und unhandlich: Das f Èur x_5 hat bereits 293 Summanden, das f Èur x_6 gar 1237. Es ist klar, daû man x_6 unter solchen Bedingungen viel schneller ausrechnen kann, wenn man einfach anhand der Gleichung nacheinander x_1, x_2, . . . , x_6 berechnet ś in diesem Sinne ist die Gleichung also bereits ihre eigene žLÈosungł. Trotzdem wollen wir nat Èurlich wenn mÈoglich einige GesetzmÈaûigkeiten erkennen, insbesondere f Èur das Langzeitverhalten des Systems.

Beim kontinuierlichen logistischen Wachstum war eines der wesentlichen Ergebnisse, daû sich die BevÈolkerungszahl asymptotisch dem konstanten Wert f(t) = M annÈahert; das entsprÈache hier, wie wir oben gesehen haben, dem Wert Ãx = 1 −^1_a . F Èur diesen gilt in der Tat, daû mit x_n = Ãx auch x_{n+1} = Ãx ist, denn

g(Ãx) = a · Ãx · (1 − Ãx) = a · Ãx ·^1_a = Ãx .

Umgekehrt ist x = Ãx auch neben dem uninteressanten Fall x = 0 die einzige LÈosung von g(x) = x. Die LÈosungen der

Chaotische Dynamik 73

Gleichung g(x) = x bezeichnen wir als Fixpunkte des Systems x_{n+1} = g(x_n), denn wenn x_n gleich einem dieser Fixpunkte ist, gilt das gleiche auch f Èur jedes x_m mit m > n.

Ein solcher Fixpunkt muû aber nicht unbedingt etwas bedeuten f Èur ein System: Zwar bleibt x_n f Èur alle folgenden Zeiten konstant sobald erst einmal ein Fixpunkt erreicht ist, aber daraus folgt nicht, daû sich das System jemals dem Fixpunkt annÈahern wird: Wenn wir etwa den Fixpunkt x = 0 betrachten, so ist f Èur kleine positive Werte von x g(x) = a · x − a · x^2 ≈ a · x

grÈoûer als x, da a > 1; falls also ein Wert x_n in der NÈahe des Fixpunkts x = 0 liegt, liegt x_{n+1} weiter von der Null entfernt als x_n, die x_n kÈonnen sich also nicht asymptotisch der Null nÈahern.

Um solche FÈalle auszuschlieûen deőnieren wir

DEFINITION: Ein Fixpunkt Ãx des Systems x_{n+1} = g(x_n) heißt stabil oder anziehend, wenn für jede hinreichend kleine Störung u gilt: Ist x_n = Ãx + u, so ist

|x_{n+1} − Ãx| < |x_n − Ãx| = |u| .

Der Fixpunkt heißt instabil oder abstoûend, wenn statt dessen |x_{n+1} − Ãx| > |x_n − Ãx| = |u|

für jede solche Störung.

74 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

In diesem Sinne ist oben der Nullpunkt ein abstoûender Fixpunkt des Systems: Auch beim diskreten logistischen Wachstum wird sich eine kleine BevÈolkerung vermehren statt auszusterben.

F Èur die praktische Anwendung eines Modells sind nur stabile Fixpunkte interessant, denn mathematische Modelle beschreiben die Wirklichkeit meist nur nÈaherungsweise, so daû ein Fixpunkt nur einer ungefÈahr gleichbleibenden BevÈolkerungszahl entspricht. Im Falle eines stabilen Fixpunkts sind diese Schwankungen nicht so schlimm, da sie durch die Dynamik des Systems gedÈampft werden. Im Falle eines abstoûenden Fixpunkts dagegen werden sie verstÈarkt und schaukeln sich so weit auf, daû x_n aus der Umgebung des Fixpunkts verschwindet.

Als einfaches kontinuierliches Analogon f Èur stabile und instabile Fixpunkte kann man sich eine kleine Kugel vorstellen, die entweder oben auf oder unten in einer groûen Kugel liegt:

Nach den Gesetzen der Mechanik ist die kleine Kugel in beiden FÈallen in einer Gleichgewichtslage, aber nur eine der beiden Gleichgewichtslagen ist stabil.

Chaotische Dynamik 75

Zur Èuck zu unserem System! Wir wissen bereits, daû der Fixpunkt Null instabil ist; wie sieht es aus mit Ãx = 1 −^1_a ? F Èur x_n = Ãx + u ist

x_{n+1} = g(x_n) = g(Ãx + u) = a · (Ãx + u) · (1 − Ãx − u)

= a · Ãx(1 − Ãx) − a · Ãx · u + a · u · (1 − Ãx − u)

= Ãx − a · u · (Ãx − 1 + Ãx + u)

= Ãx − a · u · (2Ãx − 1 + u)

= Ãx − a · u · (2 −^2_a − 1 + u) = Ãx − u · (a − 2 + u)

= Ãx − u · (a − 2) + u^2 .

Damit folgt

|x_{n+1} − Ãx| = |a − 2| · |u| + u^2 .

F Èur kleine Werte von u kann u^2 vernachlÈassigt werden; dann ist also die StabilitÈatsbedingung genau dann erf Èullt, wenn |a − 2| kleiner als eins ist oder 1 < a < 3. F Èur diese Parameterwerte ist somit Ãx ein stabiler Fixpunkt, und wie Computersimulationen zeigen (und man auch mathematisch beweisen kann), geht x_n f Èur praktisch jeden Anfangswert x_0 gegen Ãx. Das Wort praktisch soll hier nicht weiter prÈazisiert werden; ich mÈochte nur darauf hinweisen, daû der Anfangswert x_0 = 0 ein (wenn auch instabiler) Fixpunkt ist, so daû in diesem Fall x_n = 0 sein muû f Èur alle n.

F Èur a > 3 ist Ãx nat Èurlich immer noch ein Fixpunkt, aber da er instabil ist, hat er keine groûe Bedeutung mehr f Èur die Dynamik unseres Systems. Da auch der zweite Fixpunkt x = 0 instabil ist, gibt es also keine MÈoglichkeit mehr, daû

76 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

sich x_n f Èur groûe n einem Grenzwert annÈahert. Welche sonstigen MÈoglichkeiten gibt es? Die einfachste noch verbleibende MÈoglichkeit wÈare, daû x_n periodisch zwischen zwei oder mehreren Punkten wechselt; in einem solchen Fall sprechen wir von einem Zyklus:

DEFINITION: Ein p-Zyklus von x_{n+1} = g(x_n) ist eine Folge Ãx_1,Ãx_2, . . . ,Ãx_p, so daß

g(Ãx_1) = Ãx_2, g(Ãx_2) = Ãx_3, . . . , g(Ãx_p) = Ãx_1

ist.

Wenn wir die Funktion g auf einen der Punkte aus dem Zyklus p-mal hintereinander anwenden, wird dieser wieder auf sich selbst abgebildet; die Ãx_i sind also Fixpunkte der p-fach iterierten Abbildung. Diese bezeichnen wir mit g_{(p)}(x), d.h.

g_{(p)}(x) = g ( g ( . . . ( g(x) ) . . . )) , wobei g auf der rechten Seite genau p-mal auftritt. Da die Ãx_i somit Fixpunkte von g_{(p)} sind, kÈonnen wir von StabilitÈat sprechen; wir nennen den p-Zyklus stabil, wenn alle Ãx_i stabile Fixpunkte von g_{(p)} sind.

F Èur grÈoûere Werte von p wird es schnell unhandlich, g_{(p)}(Ãx + u) so wie oben explizit auszurechnen. Zum Gl Èuck ist das aber auch nicht nÈotig: F Èur kleine Werte von u, und nur um solche geht es ja, ist

g_{(p)}(Ãx + u) ≈ g_{(p)}(Ãx) + u · g^′_{(p)}(Ãx) ,

Chaotische Dynamik 77

ist also x_n = Ãx + u, so ist

|x_{n+1} − Ãx| ≈ |g^′_{(p)}(Ãx)| · |u| = |g^′_{(p)}(Ãx)| · |x_n − Ãx|

genau dann kleiner als |x_n − Ãx|, wenn |g^′_{(p)}(Ãx)| < 1 ist.

Wie sieht das im konkreten Fall unseres Systems aus? Be-

ginnen wir mit Zweierzykeln; diese entsprechen Fixpunk-

ten von g_{(2)}, also Nullstellen von g_{(2)}(x) − x, und die wollen

wir nun ausrechnen. Zwei offensichtliche LÈosungen ken-

nen wir schon: Die beiden Fixpunkte von g sind nat Èurlich

erst recht Fixpunkte von g_{(2)}(x) = g ( g(x) ) , wir kÈonnen also

versuchen, g(x) − x auszuklammern, um so zu einer hand-

licheren Gleichung zu kommen:

g_{(2)}(x) − x = a · g(x) ( 1 − g(x) ) − x = a · g(x) ( 1 − g(x) ) − a · x · ( 1 − g(x) ) + a · x · ( 1 − g(x) ) − x = a · ( g(x) − x )( 1 − g(x) ) + a · x − a · x · g(x) − x

= a · ( g(x) − x )( 1 − g(x) ) + a · x − x − a · x · ( g(x) − x ) − a · x^2

= a · ( g(x) − x )( 1 − g(x) ) + ( g(x) − x ) − a · x · ( g(x) − x ) = ( g(x) − x )( a · ( 1 − g(x) ) + 1 − a · x ) . Dabei entspricht der erste Faktor wie gesagt den beiden

Fixpunkten von g; uns interessieren also nur die Nullstellen

78 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

des zweiten. Dieser wird voll ausgeschrieben zu

a − a · g(x) + 1 − a · x

= a − a · (a · x − a · x^2) + 1 − a · x

= a^2 · x^2 − (a^2 + a) · x + 1 + a

= a^2 ( x^2 − (1 +^1_a ) · x +^1_{a2} +^1_a ) . Dies ist eine quadratische Gleichung f Èur x, von der wir nachrechnen m Èussen, f Èur welche Werte von a sie reelle LÈosungen hat.

Nach der allgemeinen LÈosungsformel f Èur quadratische Gleichungen sind die beiden LÈosungen

x_{1/2} =^1_2 · ( 1 +^1_a ) ± √_1 4 · ( 1 +^1_a

)_2 − (_1

a^2 + 1 a ) =^1_2 · ( 1 +^1_a ) ±^1_{4a} √ (a + 1)^2 − 4 · (a + 1)

=^1_2 · ( 1 +^1_a ) ±^1_{4a} √ a^2 − 2a − 3

=^1_2 · ( 1 +^1_a ) ±^1_{4a} √ (a + 1)(a − 3) .

Im uns interessierenden Bereich a ≥ 1 gibt es also genau dann reelle LÈosungen, wenn a ≥ 3 ist, oder anders ausgedr Èuckt: In dem Augenblick, in dem der Fixpunkt instabil wird, entsteht ein reeller Zweierzyklus.

Wie verhÈalt es sich mit dessen StabilitÈat? Wir m Èussen nachpr Èufen, f Èur welche Werte von a die oben ausgerechnete Bedingung |g^′_{(2)}(x_{1/2})| < 1 erf Èullt ist. Das lÈaût sich am einfachsten geometrisch sehen: Die Punkte x_{1/2} sind die Schnittpunkte zwischen der Winkelhalbierenden und dem

Chaotische Dynamik 79

Graphen von g_{(2)}, und |g^′_{(2)}(x_{1/2})| sind die Steigungen der Tangenten an diese Kurve in den beiden Schnittpunkten, der Steigungswinkel beider Tangenten muû also zwischen −45^∘ und +45^∘ liegen. Bei a = 3, wenn der Zweierzyklus entsteht, ist x_1 = x_2 gleich dem Fixpunkt, die Winkelhalbierende ist also Tangente und ihre Steigung ist nat Èurlich eins.

Sobald a grÈoûer wird, ist die Kurve in der Mitte stÈarker eingeschnitten; die Punkte x_{1/2} des Zweierzyklus werden verschieden voneinander und auch vom Fixpunkt, es gibt jetzt also drei Schnittpunkte (zusÈatzlich zum Nullpunkt). Anschaulich ist klar, daû dies geometrisch nur dann mÈoglich ist, wenn die Tangente im ersten Schnittpunkt ŕacher ist als die Winkelhalbierende, im zweiten Schnittpunkt steiler als die Winkelhalbierende, und im dritten Schnittpunkt schlieûlich wieder ŕacher. Falls a noch hinreichend nahe bei

80 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

drei liegt, so daû die beiden ŕacheren Tangenten noch eine Steigung grÈoûer als −1 haben, gehÈoren also zwei Schnittpunkte zu stabilen Fixpunkten von g_{(2)}, nÈamlich der erste und der dritte, wÈahrend der mittlere Schnittpunkt zu einem instabilen Fixpunkt von g_{(2)} gehÈort. Letzterer muû nat Èurlich gleich dem Fixpunkt x = 1 −^1_a von g sein, von dem wir bereits wissen, daû er f Èur a > 3 instabil ist. Die beiden stabilen Fixpunkte sind daher die beiden Elemente x_1 und x_2 des Zweierzyklus von g. Im nÈachsten Bild ist diese Situation f Èur a = 3,2 aufgezeichnet:

Hier ist die Tangente bereits fast waagrecht geworden; wenn a noch grÈoûer wird, wird die Steigung der Tangenten negativ und immer negativer, bis sie schlieûlich unter −1 gefallen ist, so daû nun auch der Zweierzyklus instabil geworden ist. Ein Beispiel daf Èur liefert der im nÈachsten Bild dargestellte Fall a = 3,5:

Chaotische Dynamik 81

In diesem Bereich gibt es also weder einen stabilen Fixpunkt noch einen stabilen Zweierzyklus. Gibt es einen anderen stabilen Zyklus?

Eine solche Frage lÈaût sich am einfachsten experimentell beantworten: Falls es einen stabilen Zyklus gibt, wird er unter hinreichend vielen zufÈallig gewÈahlten Punkten sicherlich einige anziehen; wenn man auf diese Punkte g hinreichend oft anwendet, nÈahern sie sich immer weiter dem Zyklus und werden schlieûlich zumindest optisch ununterscheidbar von diesem. Druckt man also nur die Werte g_{(p)}(x) f Èur groûe p, etwa f Èur p > 1000, so sollte man ein recht gutes Bild von etwa vorhandenen Zykeln bekommen. Ein grobes Bild der Ergebnisse gibt das folgende Diagramm; f Èur einen besseren ÈUberblick sei auf die in der Vorlesung ausgegebenen Abbildungen verwiesen.

82 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Bei dieser Abbildung sind von oben nach unten die a-Werte von 2,9 bis 4 aufgetragen und von links nach rechts die x-Werte von 0 bis 1. Wie man sieht, entsteht in dem Augenblick, in dem der Zweierzyklus instabil wird, ein stabiler Viererzyklus, der selbst nach kurzer Zeit instabil wird, um durch einen Achterzyklus ersetzt zu werden usw. Schlieûlich gibt es Èuberhaupt keine Zykel mehr, sondern nur noch schwarze Regionen mit mehr oder weniger viel Struktur, die dann aber doch immer wieder durch mehr oder weniger breite žFensterł zu Zykeln unterbrochen werden.

Um zu sehen, was in den schwarzen Regionen geschieht, betrachten wir den besonders einfachen Fall a = 4, wir

Chaotische Dynamik 83

setzen also x_{n+1} = 4 · x_n · (1 − x_n) .

Die Besonderheit dieses Falls liegt darin, daû sich diese Gleichung dramatisch vereinfachen lÈaût, wenn wir neue GrÈoûen θ_n zwischen 0 und 1 einf Èuhren durch die Vorschrift

x_n = sin^2 π · θ_n 2 . Dies ist mÈoglich, den wie der Sinus steigt auch dessen Quadrat zwischen Null und π/2 monoton von 0 auf 1. Alsdann ist

4 · x_n · (1 − x_n) = 4 · sin^2 π · θ_n 2 · ( 1 − sin^2 π · θ_n 2 )

= 4 · sin^2 π · θ_n 2 · cos^2 π · θ_n 2 = ( 2 · sin π · θ_n 2 · cos π · θ_n 2 )_2

= sin^2(π · θ_n)

nach dem Additionstheorem des Sinus, angewandt auf sin (π · θ_n 2 + π · θ_n 2 ) . Also ist x_{n+1} = sin^2 π · θ_{n+1} 2 = sin^2(π · θ_n) .

Daraus folgt allerdings noch nicht, daû θ_{n+1} = 2θ_n ist, denn die θ-Werte m Èussen ja alle zwischen 0 und 1 liegen. Nun

84 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

ist aber sin(π − α) = − sin α, die Quadrate sind also gleich, und speziell f Èur α = 2θ_n erhalten wir

sin^2 π · θ_n = sin^2 π · 2θ_n 2 = sin^2 π · (2θ_n − 2) 2 . Setzen wir also

θ_{n+1} = h(θ_n) = { 2θ_n falls 0 ≤ θ_n ≤^1_2 2θ_n − 2 falls^1_2 ≤ θ_n ≤ 1 ,

so ist stets 0 ≤ θ_{n+1} ≤ 1 und x_{n+1} = sin^2 π · θ_{n+1}/2.

Betrachten wir die Funktion h genauer! Ihr Graph ist offensichtlich gerade ein Zacken, der zwischen 0 und^1_2 die Steigung 2 und zwischen^1_2 und 1 die Steigung −2 hat:

1 0,5

1

0,5

θ h(θ)

Chaotische Dynamik 85

Entsprechend besteht ihre n-fache Iteration aus 2^n Zacken, die mit Steigung 2^{n+1} nach oben und Steigung −2^{n+1} nach unten gehen, denn h bildet sowohl 0 als auch 1 auf 0 ab und 1 2 auf 1. Insbesondere kann also der Graph einer solchen Abbildung nirgends eine Steigung vom Betrag kleiner eins haben, es kann also keine stabilen Zykeln jedweder LÈange geben: Jeder Zyklus ist instabil. In der folgenden Abbildung ist die f Èunffache Iteration von h als Beispiel aufgezeichnet.

1 0,5

1

0,5

θ h_{(5)}(θ)

Das Verhalten der n-fach iterierten Abbildung hÈangt also extrem vom Ausgangswert ab: Der Funktionswert hÈangt nur davon ab, wo θ relativ zum Beginn eines Zackens liegt, nicht aber davon, um welchen Zacken es sich handelt. Dieser Sachverhalt lÈaût sich am besten im Zweiersystem ausdr Èucken, d.h. wir betrachten nicht die Dezimalziffern

86 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

d_1, d_2, d_3, . . ., f Èur die

θ = 0, d_1d_2d_3 . . . = d_1 10 + d_2 100 + d_3 1000 + · · · ist, sondern diejenigen Zahlen b_1, b_2, b_3, . . ., f Èur die

θ = (0, b_1b_2b_3 . . .)_2 = b_1 2 + b_2 4 + b_3 8 + · · · ist. Genauso wie die Dezimalziffern nur Zahlen zwischen 0 und 9 sein kÈonnen, sind f Èur die BinÈarziffern nur die beiden Zahlen 0 und 1 zugelassen. Beispielsweise ist also 1 4 = (0,01)_2, 3 8 = (0,001)_2, 1 3 = (0,0101010101 . . .)_2

und so weiter. In dieser Darstellung ist θ <^1_2 genau dann, wenn die erste Ziffer b_1 Null ist; bei zweimaliger Iteration von h gibt also die erste BinÈarziffer an, ob θ unter dem ersten oder dem zweiten der beiden Zacken liegt, und die restlichen Ziffern geben an, wo es relativ zum Beginn des Zackens liegt. Der Wert h_{(2)}(θ) hÈangt somit nur ab von den BinÈarziffern ab der zweiten. Entsprechend Èuberlegt man sich leicht, daû bei n-facher Iteration die ersten n − 1 Ziffern angeben, unter welchem der dann 2^{n−1} Zacken θ liegt, und erst die Ziffern ab der n-ten einen Einŕuû auf den Wert von h_{(n)}(θ) haben. Wir verlieren also pro Iteration eine BinÈarziffer. Anders ausgedr Èuckt heiût das, daû jede kleine ÈAnderung, selbst wenn sie sich nur auf weit hinter dem Komma stehende BinÈarziffern auswirkt, nach einer gewissen Anzahl von Iterationen das Geschehen dominiert. Was immer man unter Chaos verstehen will: Ein solches Verhalten wird wohl jeder als chaotisch bezeichnen, die Folge der θ_n und mithin auch die in engem Zusammenhang mit ihr stehende Folge der x_n sind also chaotisch.

Chaotische Dynamik 87

Ein solches chaotisches Verhalten von Funktionen ist nicht beschrÈankt auf diskrete Folgen, auch im kontinuierlichen Fall tritt entsprechendes auf. Dort sind Beispiele allerdings schwieriger zu behandeln, denn nach einem Satz von PoincarÂe und Bendixson gibt es bei Gleichungen, wie wir sie betrachtet haben, selbst im zweidimensionalen Fall immer Gleichgewichtspunkte oder žZykelnł (die dann nat Èurlich geschlossene Kurven sind), und jede LÈosung nÈahert sich einer solchen speziellen LÈosung. Ab Dimension drei gibt es aber wirklich Chaos; das erste Beispiel, das genauer per Computer untersucht wurde, ist das Lorenz-System, das als extreme Vereinfachung jener Gleichungen gelten kann, die unser Wetter bestimmen. Es besteht aus den drei Gleichungen f^′(t) = −a · ( ( f(t) − g(t) ) g^′(t) = −f(t) · h(t) + b · f(t) − g(t)

h^′(t) = f(t) · g(t) − c · h(t)

f Èur drei Funktionen f(t), g(t) und h(t); die Zahlen a, b und c sind Parameter. F Èur a = 10, b = 28 und c = 8/3 ist in der nÈachsten Abbildung eine LÈosungskurve dargestellt als Menge aller Punkte ( f(t), g(t), h(t) ) ab einer gewissen Zeit t_0.

Beim Betrachten dieser Kurve fÈallt auf, daû sie sich im wesentlichen kreisfÈormig auf zwei Ebenen bewegt, zwischen denen Sie in ziemlich regelloser Weise hin- und herspringt. Es gibt also offensichtlich auch hier eine Region des dreidimensionalen Raums, an die die Kurve gebunden ist, aber diese Region ist nicht einfach ein Fixpunkt oder ein Zyklus, sondern hat eine sehr viel kompliziertere Struktur: Sie ist ein sogenannter seltsamer Attraktor. Dieses PhÈanomen ist

88 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

typisch f Èur chaotische Systeme: Man kann zwar gewisse Aussagen machen Èuber die Geometrie der LÈosungskurve, es ist aber unmÈoglich, diese Geometrie vollstÈandig zu beschreiben, und es ist erst recht unmÈoglich, aus grÈoûerem zeitlichem Abstand vorherzusagen, wo sich das System zu einem spÈateren Zeitpunkt t aufhalten wird.

Eine sehr Èahnliche LÈosungskurve erhÈalt man bei einem einfachen Dynamomodell f Èur den Erdmagnetismus; auch hier gibt es zwei Ebenen, und die LÈosungskurve verteilt

Chaotische Dynamik 89

sich auf zwei Kreisringe um Punkte in diesen Ebenen. Dies entspricht dem PhÈanomen, daû die magnetischen Pole der Erde ihre Lage stÈandig verÈandern; meist sind dies nur kleine Schwankungen, aber im Durchschnitt etwa alle 340 000 Jahre vertauschen der magnetische Nordpol und der S Èudpol im Laufe von wenigen Tausend Jahren ihre Lage ś dies entspricht dem ÈUbergang der LÈosungskurve von der einen Ebenen in die andere.

ğ7: Grundz Èuge der Fehlerrechnung

Messungen in den Natur- oder gar Sozialwissenschaften sind nie vÈollig exakt: In vielen FÈallen unterliegt schon die zu messende GrÈoûe statistischen Schwankungen, wie etwa beim radioaktiven Zerfall; in anderen treten Fehler auf durch die begrenzte Genauigkeit von Meûinstrumenten und/oder Sinnesorganen. Aufgabe der Fehlerrechnung ist es, die auftretenden Fehler zu beschreiben und ihre Auswirkungen zu verstehen.

Dabei m Èussen wir uns allerdings auf zufÈallige Fehler der gerade beschriebenen Art beschrÈanken; die ebenfalls mÈoglichen systematischen Fehler sind nicht Gegenstand der Fehlerrechnung. Systematische Fehler entstehen dadurch, daû der Messung fehlerhafte Theorien zugrunde gelegt werden oder Meûinstrumente falsch geeicht sind oder Teile der Versuchsanordnung oder externe Einŕ Èusse nicht ber Èucksichtigt werden usw.; sie verfÈalschen Meûergebnisse in einer konsistenten, nicht zufÈalligen Weise und kÈonnen sehr schwer zu őnden sein, falls sie nicht zu offensichtlich unsinnigen Ergebnissen f Èuhren. In dieser Vorlesung beschrÈanken wir uns daher ausschlieûlich auf zufÈallige Fehler und deren Auswirkungen.

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 91

Nehmen wir beispielsweise an, daû das Alter einer Holzprobe nach der C^{14}-Methode bestimmt werden soll. Wie wir in §3 nachgerechnet haben, ist dieses Alter

t = − 1 λ ln ( Z_{tot}

Z_{lebend} ) , wobei Z_{tot} und Z_{lebend} die Anzahlen radioaktiver ZerfÈalle in der Probe beziehungsweise in lebendem Holz sind und λ die Zerfallskonstante von C^{14} bezeichnet. Jeder Fehler in der Messung von Z_{tot} oder Z_{lebend} f Èuhrt zu einem falschen Wert von t. (Streng genommen gilt das gleiche auch f Èur Fehler von λ, aber man kann wohl davon ausgehen, daû die Zerfallskonstante von C^{14} im Vergleich etwa zu der jeweils neu zu bestimmenden Zerfallsrate Z_{tot} sehr viel genauer bekannt ist, so daû ihr Fehler vernachlÈassigt werden kann.)

Angenommen, wir kÈonnen einigermaûen abschÈatzen, mit welchem Fehler Z_{tot} und Z_{lebend} behaftet sind; die žwahren Werteł seien also

^Z_{tot} = Z_{tot} + u_{tot} und ^Z_{lebend} = Z_{lebend} + u_{lebend} .

Was kÈonnen wir dann Èuber den Fehler von t sagen?

Ein erster, naiver Ansatz besteht darin, die Eigenschaften der Ableitung einer Funktion auszunutzen: Wenn wir t zunÈachst nur als Funktion der fehleranfÈalligsten GrÈoûe Z_{tot} betrachten, also

t = f(Z_{tot}) = − 1 λ ln ( Z_{tot}

Z_{lebend} ) ,

92 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

dann ist

f(^Z_{tot}) = f(Z_{tot} + u_{tot}) ≈ f(Z_{tot}) + f^′(Z_{tot}) · u_{tot} .

Da t aber tatsÈachlich auch noch von Z_{lebend} abhÈangt, m Èussen wir unseren Ableitungsbegriff etwas verallgemeinern:

F Èur eine Funktion u = f(t) hatten wir in §1 die Ableitung

f^′(t) = lim_{h→0} f(t + h) − f(t) h deőniert; in vÈolliger Analogie dazu deőnierten wir nun partielle Ableitungen f_x, f_y, f_z, . . . einer Funktion

u = f(x, y, z, . . . ) ,

die von mehreren Parametern abhÈangt, als

f_x(x, y, z, . . . ) = lim_{h→0} f(x + h, y, z, . . . ) − f(x, y, z, . . . ) h ,

f_y(x, y, z, . . . ) = lim_{h→0} f(x, y + h, z, . . . ) − f(x, y, z, . . . ) h ,

f_z(x, y, z, . . . ) = lim_{h→0} f(x, y, z + h, . . . ) − f(x, y, z, . . . ) h usw., wir betrachten die Funktion also jeweils so, als hinge sie nur von einer Variablen ab und alle restlichen Variablen seien bloûe Parameter wie etwa der Parameter a in der logistischen Gleichung oder das λ in f(t) = e^{−λt}.

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 93

F Èur f(x, y, z) = x^5 + y^6 + z^7 beispielsweise ist

f_x(x, y, z) = 5x^4, f_y(x, y, z) = 6x^5 und f_z(x, y, z) = 7x^6 ,

denn bei der partiellen Ableitung nach x werden die Potenzen von y und z als Konstanten betrachtet, bei der nach y die Potenzen von x und z, bei der nach z die von x und y. Entsprechend ist f Èur f(x, y, z) = x^5 · y^6 · z^7

f_x(x, y, z) = 5x^4 · y^6 · z^7, f_y(x, y, z) = 6x^5 · y^5 · z^7,

f_z(x, y, z) = 7x^5 · y^6 · z^6 .

Allgemein gilt auch hier wieder

f(x + h, y + k, z + ℓ, . . . ) ≈ f(x, y, z, . . . ) + h · f_x(x, y, z, . . . ) + k · f_y(x, y, z, . . . ) + ℓ · f_z(x, y, z, . . . ) + . . . .

Streng genommen m Èuûte rechts hier zwar beispielsweise f_x (x,y+k,z+ℓ, . . . ) anstelle von f_x(x,y,z, . . . ) stehen, aber die Fehler, die wir dabei machen, sind Vielfache von k,ℓ, . . . und werden dann auch noch mit h multipliziert; da wir Formeln der obigen Art ohnehin nur f Èur kleine Werte von h,k,ℓ, . . . anwenden kÈonnen, kÈonnen wir Produkte wie h · k unbesorgt vernachlÈassigen.

Damit zur Èuck zur C^{14}-Methode: Dort ist

t = f(Z_{tot}, Z_{lebend}) = − 1 λ ln ( Z_{tot} Z_{lebend} )

= − 1 λ ( ln(Z_{tot}) − ln(Z_{lebend}) ) ,

94 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

also

f_{Ztot} (Z_{tot}, Z_{lebend}) = − 1 λ · Z_{tot} und f_{Zlebend} (Z_{tot}, Z_{lebend}) = + 1 λ · Z_{lebend} .

F Èur das žwahre Alterł Ãt der Probe erhalten wir damit

Ãt = f( ÃZ_{tot}, ÃZ_{lebend}) = f(Z_{tot} + u_{tot}, Z_{lebend} + u_{lebend})

≈ f(Z_{tot}, Z_{lebend}) + u_{lebend} λ · Z_{lebend} − u_{tot} λ · Z_{tot} .

Warum ist dieser erste Ansatz naiv?

Als erstes kennen wir die Fehler u_{tot} und u_{lebend} nat Èurlich nicht wirklich (ansonsten w Èurden wir gleich ÃZ_{tot} und ÃZ_{lebend} berechnen und mit diesen Werten weiterarbeiten); das einzige, worauf wir hoffen kÈonnen, ist eine AbschÈatzung f Èur den zu erwarteten Betrag dieser Fehler. Hier beim radioaktiven Zerfall kÈonnte diese AbschÈatzung etwa aus der (bekannten) Statistik radioaktiver ZerfÈalle kommen; bei anderen Anwendungen liefert mÈoglicherweise die Toleranz der MeûgerÈate die entscheidende Schranke. In jedem Fall wird man aber davon ausgehen kÈonnen, daû der tatsÈachliche Fehler oftmals kleiner ist als die Schranke, und da die Fehler u_{tot} und u_{lebend} das gleiche Vorzeichen haben kÈonnen (aber nicht m Èussen), werden sich die beiden Fehler auch gelegentlich gegenseitig aufheben.

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 95

Um also zu realistischeren Aussagen zu kommen, m Èussen wir uns zunÈachst Èuberlegen, was wir als Maû f Èur einen Fehler betrachten wollen. Ein Ansatz dazu ist das Laplacesche Fehlermodell:

Angenommen, der Fehler kommt durch n verschiedene StÈorungen zustande, wobei jede dieser StÈorungen den gleichen Betrag ε habe und mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder +ε oder −ε sei; der Gesamtfehler u sei die Summe aller dieser StÈorungen. Was wissen wir dann Èuber u? Im Falle n = 0 ist nat Èurlich u = 0, f Èur n = 1 ist u = +ε oder u = −ε mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit; f Èur n = 2 sind in jeweils einem der vier FÈalle beide StÈorungen positiv oder beide StÈorungen negativ, also u = ±2ε; in den restlichen beiden FÈallen heben sich die beiden StÈorungen auf, d.h. u = 0. Entsprechend ist f Èur n = 3 in jeweils einem der acht mÈoglichen FÈalle u = ±3ε, und in jeweils drei FÈallen ist u = ±ε usw. Insgesamt erhalten wir also die folgende Tabelle f Èur die Anzahl der FÈalle, in denen der oben angegebene Fehler u auftritt: u = −5ε −4ε −3ε −2ε −ε 0 +ε +2ε +3ε +4ε +5ε n = 0 0 n = 1 1 1 n = 2 1 2 1 n = 3 1 3 3 1 n = 4 1 4 6 4 1 n = 5 1 5 10 10 5 1

Diese dreiecksfÈormige Anordnung von Zahlen bezeichnet man als Pascalsches Dreieck. Offenbar kann man es dadurch berechnen, daû man an jede Stelle genau die Zahl schreibt,

96 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

die die Summe der beiden links und rechts dar Èuberstehenden ist: Die n-te StÈorung bringt den Fehler genau dann auf i · ε, wenn sie entweder gleich +ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i − 1) · ε produziert haben, oder aber wenn sie gleich −ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i + 1) · ε produziert haben. Entsprechend ist auch klar, daû die Summe aller Zahlen in der n-ten Zeile gleich 2^n ist, denn in der nullten Zeile haben wir Summe eins, und da die jeweils neu hinzukommende StÈorung genau zwei MÈoglichkeiten hat, verdoppelt sich die Summe von Zeile zu Zeile. Die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû sich n StÈorungen zu i · ϵ aufsummieren, ist also gerade gleich der Zahl, die in der n-ten Spalte unter i · ε steht (beziehungsweise Null, wenn dort keine Zahl steht), dividiert durch 2^n.

Wenn wir nun n immer grÈoûer werden lassen und ε dementsprechend immer kleiner, so erhalten wir schlieûlich f Èur die so berechneten Wahrscheinlichkeiten, die ungleich Null sind, eine fast kontinuierliche AbhÈangigkeit von i, die etwa der Kurve aus der folgenden Abbildung entspricht:

Diese Kurve heiût Glockenkurve oder Gauûsche Normalverteilung nach dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich Gauû (1777ś1855), der zusammen mit dieser Kurve auf dem Zehnmarkschein abgebildet ist. Eine nicht sonderlich schwierige Rechnung, die hier allerdings zu viel Zeit kosten w Èurde, zeigt, daû sie der Gleichung

φ(u) = 1 √ 2π · σ e^{− u} 2 2σ^2

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 97

gen Èugt. Der Parameter σ gibt dabei an, wie schnell wir ε gegen Null gehen lassen, wenn n gegen unendlich geht; er wird als Standardabweichung bezeichnet. Auf der Glockenkurve ist σ daran zu erkennen, daû die beiden Wendepunkte der Kurve bei u = ±σ liegen. Berechnen lÈaût sich σ^2 als Erwartungswert von u^2; im Laplaceschen Fehlermodell mit n StÈorungen also als Mittelwert der GrÈoûen i^2 · ε^2, von denen jede so oft ber Èucksichtigt wird, wie die Zahl unter iε im Pascalschen Dreieck angibt.

Unter dem Gesichtspunkt der FehlerabschÈatzung lÈaût sich die Funktion φ(u) folgendermaûen interpretieren: Wenn n hinreichend groû wird, ist die Wahrscheinlichkeit daf Èur,

98 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

daû der Fehler u zwischen a und b liegt, gleich b∫ a φ(u) du = 1 √ 2π · σ b∫ a e^{− u} 2 2σ^2 du .

Speziell kÈonnen wir uns fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit u zwischen −i σ und +i σ liegt; das Ergebnis ist:

i = 1 2 3 4 Wahrscheinlichkeit: 0,683 0,954 0,9973 0,99994

Damit liegen also etwa zwei Drittel aller Fehler zwischen −σ und σ, 95% liegen zwischen −2σ und 2σ und 99,7% zwischen −3σ und 3σ; die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû der Fehler grÈoûer als 3σ ist, betrÈagt also nur etwa 0,27%. Da Ereignisse mit einer so geringen Wahrscheinlichkeit praktisch nie auftreten, betrachtet man Fehler, die auûerhalb des 3σ-Bereichs liegen, meist als žAusreiûerł, d.h. als grobe Meûfehler, die bei der Bestimmung des Ergebnisses nicht ber Èucksichtigt werden.

Das Laplacesche Fehlermodell mag zwar ÈubermÈaûig einfach erscheinen, aber ein wichtiger Satz der Statistik, der zentrale Grenzwertsatz, besagt, daû (fast) jedes Modell, das den Fehler in irgendeiner Weise als Summe irgendwie verteilter StÈorungen interpretiert, auf die gleiche Glockenkurve f Èuhrt. Das Wort žfastł bedeutet dabei, daû es zwar mÈoglich ist, theoretische Modelle zu őnden, f Èur die das nicht gilt, daû diese aber keine praktische Bedeutung haben.

Falls wir nicht die Fehler betrachten, sondern die MeûgrÈoûen selbst, so kÈonnen wir diese in der Form x_n = Ãx + u_n schreiben, wobei Ãx der žkorrekteł Wert und u_n der Fehler

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 99

des n-ten Meûwerts x_n ist. Da die Verteilung der u_n durch eine Normalverteilung gegeben ist, wird die Verteilung der x_n durch eine verschobene Glockenkurve gegeben, deren Gleichung zu

φ(x) = 1 √ 2π · σ e^{− (x−Ãx)} 2 2σ^2

wird. Wir nennen Ãx den Mittelwert dieser Normalverteilung, und σ nat Èurlich weiterhin die Standardabweichung.

Wenn wir im folgenden vom Fehler einer MeûgrÈoûe sprechen, so soll damit immer die Standardabweichung ihrer Verteilung gemeint sein; der so angegebene Fehler ist also keine absolute Fehlerschranke, denn etwa ein Drittel aller Meûergebnisse liegt auûerhalb dieser Schranken. (Wenn sie es nicht tun, ist das im allgemeinen ein Hinweis auf manipulierte Meûergebnisse.) Wir schreiben kurz

x = Ãx ± σ

um auszudr Èucken, daû x einer Normalverteilung mit Mittelwert Ãx und Standardabweichung σ gen Èugt.

Nachdem wir somit einen nichtnaiven Fehlerbegriff gefunden haben, kÈonnen wir als nÈachstes nach einem nichtnaiven Fehlerfortpŕanzungsgesetz suchen. Gegeben seien also zwei GrÈoûen

x = Ãx ± σ_x und y = Ãy ± σ_y

100 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

(die Verallgemeinerung auf mehr als zwei GrÈoûen erfordert, wie man sich bei der folgenden Rechnung leicht klarmacht, nur etwas mehr Schreibaufwand; sie ist nicht prinzipiell schwieriger), und eine GrÈoûe

w = f(x, y) ,

die von diesen beiden abhÈangt. F Èur x seien n Meûwerte x_1, . . . , x_n gegeben, und f Èur y entsprechend m Werte y_1, . . . , y_m. Realistischerweise wird man davon ausgehen kÈonnen, daû die Fehler der x-Werte und die der y-Werte voneinander unabhÈangig sind, und das wollen wir im folgenden auch annehmen.

F Èur w haben wir dann n · m Werte

w_{ij} = f(x_i, y_j) ,

deren Mittelwert die beste SchÈatzung f Èur den žwahrenł Wert ^w = f(Ãx, Ãy) ist. Dieser Mittelwert ist f Èur groûe Werte von n und m umstÈandlich auszurechnen; einfacher wÈare es, einfach den Mittelwert Åx der x_i und den Mittelwert Åy der y_j zu berechnen und dann w = f(Åx, Åy) als SchÈatzung f Èur ^w zu benutzen. Dies ist in der Tat mÈoglich: Ist

x_i = Åx + h_i und y_j = Åy_j + k_j ,

so ist, wie zu Beginn dieses Paragraphen nachgerechnet, f Èur nicht zu groûe Fehler h_i und k_j

w_{ij} = f(x_i, y_j) = f(Åx + h_i, Åy + k_j)

≈ f(Åx, Åy) + h_i · f_x(Åx, Åy) + k_j · f_y(Åx, Åy) .

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 101

Da die h_i und die k_j als Abweichungen von einem Mittelwert jeweils Mittelwert Null haben, ist also der Mittelwert der w_{ij} in der Tat nÈaherungsweise gleich f(Åx, Åy).

Als nÈachstes m Èussen wir den Fehler von ^w berechnen, also den Erwartungswert der (w_{ij} − ^w)^2. Dazu schreiben wir zunÈachst x_i = Ãx + u_i und y_j = Ãy_j + v_j ,

betrachten also anstelle der Abweichungen vom Mittelwert die echten Meûfehler, und erhalten genau wie eben

w_{ij} − ^w = f(x_i, y_j) − f(Ãx, Ãy) ≈ u_i · f_x(Ãx, Ãy) + v_j · f_y(Ãx, Ãy) ,

also

(w_{ij} − ^w)^2 ≈ ( u_i · f_x(Ãx, Ãy) + v_j · f_y(Ãx, Ãy)

)_2

= u^2_i · f_x(Ãx, Ãy)^2 + v^2_j · f_y(Ãx, Ãy)^2 + 2u_i · v_j · f_x(Ãx, Ãy) · f_y(Ãx, Ãy) .

Der Erwartungswert der u^2_i ist σ^2_x , der der v^2_j entsprechend σ^2_y , und da die u_i und die v_j jeweils Erwartungswert Null haben und voneinander unabhÈangig sind, ist der Erwartungswert f Èur u_i · v_j ebenfalls Null. Damit folgt das Gauûsche Fehlerfortpŕanzungsgesetz

σ^2_w = f_x(Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y(Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y

oder σ_w = √ f_x(Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y(Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y .

102 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Genauso gilt dieses Gesetz auch f Èur Funktionen von mehr als zwei GrÈoûen; f Èur w = f(x_1, . . . , x_n) ist

σ_w = √ f_{x1} (Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_{x1} + · · · + f_{xn} (Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_{xn} .

Als eine erste Anwendung betrachten wir die Funktion

Åx = f(x_1, . . . , x_n) = x_1 + · · · + x_n n , also den Mittelwert der x_i. Jede Messung x_i sei mit demselben erwarteten Fehler σ behaftet; da alle partiellen Ableitungen von f gleich 1/n sind, folgt f Èur den Fehler des Mittelwerts also σ_{Åx} = σ √ n . Dies bestÈatigt die implizit stets angewandte Regel, daû man durch mehrfaches Messen ein zuverlÈassigeres Ergebnis erhÈalt; durch 25 Messungen beispielsweise lÈaût sich der Fehler auf ein F Èunftel reduzieren.

Damit wissen wir, wie man aus den Meûwerten auf den Fehler des Mittelwerts schlieûen kann ś sofern man die Fehler der Meûwerte kennt. Wie lassen sich diese schÈatzen?

Da der Mittelwert die bestmÈogliche SchÈatzung f Èur den Erwartungswert ist, kÈonnte man beispielsweise den Mittelwert der (Åx − x_i)^2 als SchÈatzung f Èur σ^2 nehmen. Diese SchÈatzung ist aber zu optimistisch, da ja Åx selbst noch fehlerbehaftet ist. Stattdessen m Èussen wir den Mittelwert der

GrundzÈuge der Fehlerrechnung 103

(Ãx − x_i)^2 betrachten, und dieser lÈaût sich wie folgt schÈatzen: ZunÈachst ist

σ^2 = 1 n n∑ i=1 (Ãx − x_i)^2 = 1 n n∑ i=1 ( (Ãx − Åx) + (Åx − x_i)

)_2

= 1 n n∑ i=1 (Ãx − Åx)^2 + 1 n n∑ i=1 (Åx − x_i)^2 + 1 n n∑ i=1 (Ãx − Åx) · (Åx − x_i) .

Die letzte dieser drei Summen ist

(Ãx − Åx) n n∑ i=1 (Åx − x_i) = 0 ,

da Åx der Mittelwert der x_i ist, die zweite Summe ist der Mittelwert der (Åx − x_i)^2, und von der ersten schlieûlich wissen wir, daû (Ãx − Åx)^2, das Quadrat des Fehlers des Mittelwerts, den Erwartungswert σ^2/n hat. Die gesamte erste Summe ist somit 1 n · n · σ^2 n = σ^2 n , und obige Formel wird zu

σ^2 = σ^2 n + 1 n n∑ i=1 (Åx − x_i)^2 .

Bringt man hier noch den Term σ^2/n auf die linke Seite, so folgt n − 1 n · σ^2 = 1 n n∑ i=1 (Åx − x_i)^2

104 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

oder σ^2 = 1 n − 1 n∑ i=1 (Åx − x_i)^2 ,

also

σ = n∑ i=1 (Åx − x_i)^2 n − 1 . Somit lÈaût sich auch σ aus den Meûdaten berechnen, der Meûfehler kann also ohne Kenntnis des žwahrenł Werts anhand der gemessenen Werte geschÈatzt werden.

ğ8: Die Maximum Likelihood Methode

Oftmals ist zu gegebenen Beobachtungsdaten grundsÈatzlich bekannt, welcher Art von Gesetz sie gen Èugen sollten, und das Problem besteht žnurł noch darin, die in diesem Gesetz vorkommenden Parameter zu bestimmen. Im einfachsten Fall kÈonnte man etwa an einen Widerstand denken, der dadurch gemessen wird, daû man verschiedene Spannungen U_i anlegt und die zugehÈorigen StromstÈarken I_i miût. Nach dem Ohmschen Gesetz ist dann U_i = R · I_i, aber aufgrund der unvermeidlichen Meûfehler werden die verschiedenen Quotienten U_i/I_i nat Èurlich nicht alle gleich sein. Die LÈosung dieses Problems ist klar: Man nimmt den Mittelwert der Quotienten. Schwieriger wird es, wenn mehrere Parameter ins Spiel kommen: Beim Èuberexponentiellen Wachstum beispielsweise f Èuhrte die Modellannahme zu einer Gleichung der Form

u = f(t) = β (C − t)^s

f Èur die BevÈolkerung u zum Zeitpunkt t mit unbekannten Parametern β, s und C. F Èur zahlreiche Zeitpunkte t_i sind die BevÈolkerungszahlen u_i oder zumindest SchÈatzungen daf Èur bekannt, aber nat Èurlich gibt es auch hier keine Parameterwerte, f Èur die alle u_i gleich f(t_i) sind; Ziel kann es nur

106 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

sein, die Parameter so zu wÈahlen, daû die Unterschiede zwischen u_i und f(t_i) nicht zu groû werden.

Der Ansatz dazu ist folgender: Sei u = f(a, b, . . . ; t) der von den Parametern a, b, . . . abhÈangige Zusammenhang zwischen den GrÈoûen t und u, und seien (t_1, u_1), . . . ,(t_n, u_n) gegebene (Meû-)Werte, an die die Parameter angepaût werden sollen.

Nehmen wir an, es gÈabe Parameter a, b, . . ., f Èur die u = f(a, b, . . . ; t) den exakten Zusammenhang zwischen den GrÈoûen u und t wiedergibt, daû aber die Werte u_i aufgrund von Beobachtungsfehlern von den f(a, b, . . . ; t_i) abweichen ś das ist genau die Situation, mit denen man es in den Naturwissenschaften meist zu tun hat. Nach unserem Fehlermodell aus dem letzten Paragraphen sollte dann der Wert u_i aus einer Normalverteilung mit Mittelwert f(a, b, . . . ; t_i) kommen, deren Standardabweichung σ_i von der Genauigkeit abhÈangt, mit der u_i bestimmt werden kann. Die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû u_i zwischen zwei Werten a und b liegt, ist damit b∫ a e− ( u − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2 /2σ_i .

Von der Wahrscheinlichkeit, daû u_i gleich einem Wert c ist, kÈonnen wir nat Èurlich nicht reden, da diese nach obiger Formel ein Integral von c nach c wÈare, also Null. Aber die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû u_i in einem kleinen Intervall vorgegebener LÈange um c liegt, ist proportional zum Wert

Die Maximum Likelihood Methode 107

des Integranden an der Stelle c, also zu e− ( c − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2

/2σ_i .

Entsprechend ist e− ( d − f(a, b, . . . ; t_j)

)_2 /2σ_j ein Maû f Èur die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû u_j in der Umgebung von d liegt. Wenn wir wie Èublich davon ausgehen, daû keine systematischen Fehler auftreten, sind die Fehler von u_i und u_j voneinander unabhÈangig, die Wahrscheinlichkeit daf Èur, daû u_i in der Umgebung von c liegt und u_j in der Umgebung von d ist also proportional zum Produkt der beiden obigen Ausdr Èucke, also zu e− ( c − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2 /2σ_i − ( d − f(a, b, . . . ; t_j)

)_2 /2σ_j .

Als Maû f Èur die G Èute einer Wahl der Parameter a, b, . . . kÈonnen wir daher die GrÈoûe

L(a, b, . . .) = e n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2 /2σ_i

deőnieren, die zwar keine Wahrscheinlichkeit ist, aber doch eng zusammenhÈangt mit der Wahrscheinlichkeit, daû die Meûreihe eine (fehlerbehaftete) Messung von GrÈoûen (t, u) ist, die der Beziehung u = f(a, b, . . .) gen Èugen. L(a, b, . . .) heiût Likelihoodfunktion nach dem englischen Wort germanischen Ursprungs f Èur Wahrscheinlichkeit. Dieses tritt in der Mathematik nur in diesem Zusammenhang

108 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

auf; ansonsten wird in der englischsprachigen Mathematik das romanische Wort probability f Èur Wahrscheinlichkeit benutzt.

Die Maximum Likelihood Methode besteht nun genau in dem, was ihr Name besagt: Man wÈahle die Parameter a, b, . . . so, daû die Likelihoodfunktion maximal wird.

Da L(a, b, . . .) durch eine Exponentialfunktion beschrieben wird, wird die Likelihoodfunktion genau dann maximal, wenn ihr Exponent maximal wird. Dieser Exponent ist eine negative Zahl, wird also genau dann maximal, wenn sein Betrag minimal wird, das heiût, wenn die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2

2σ_i

minimal wird. Man spricht daher auch hÈauőg von der Methode der kleinsten Quadrate; sie geht, wie auch die Normalverteilung, auf Carl Friedrich Gauû zur Èuck.

In vielen FÈallen wird die ZuverlÈassigkeit der einzelnen Paare (t_i, u_i) miteinander vergleichbar sein, so daû alle σ_i gleich sind; in diesem Fall kann man die σ_i ignorieren und einfach die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i)

)_2

minimieren. Es gibt aber auch Anwendungen, wie etwa oben beim Èuberexponentiellen BevÈolkerungswachstum, bei denen die Verschiedenheit des σ_i sehr wesentlich

Die Maximum Likelihood Methode 109

ist: Sicherlich wird man etwa der auf VolkszÈahlungen beruhenden WeltbevÈolkerungszahl, die die Vereinten Nationen f Èur 1980 verÈoffentlichten, mehr Vertrauen entgegenbringen als der SchÈatzung eines Historikers f Èur die WeltbevÈolkerung des Jahres Null.

Bevor wir die Maximum Likelihood Methode wirklich anwenden kÈonnen, m Èussen wir uns noch Èuberlegen, wie man die Parameterwerte a, b, . . . őndet, f Èur die die Likelihoodfunktion maximal bzw. die Quadratsumme minimal wird. Aus der Schule ist bekannt, daû eine Funktion u = g(t) einer VerÈanderlichen nur in solchen Punkten (t, u) ein Maximum oder Minimum haben kann (aber nicht muû), in denen g^′(t) = 0 ist. Entsprechendes gilt, aus genau dem gleichen Grund, auch f Èur Funktionen mehrerer VerÈanderlicher:

Wenn die (differenzierbare) Funktion F(x,y, . . . ,z) im Punkt (x_0,y_0, . . . ,z_0) ein Maximum oder Minimum hat, mÈussen dort alle partiellen Ableitungen verschwinden:

F_x(x_0, y_0, . . . , z_0) = F_y(x_0, y_0, . . . , z_0) = · · · = F_z(x_0, y_0, . . . , z_0) .

Der Grund ist ebenso einfach wie im Fall einer VerÈanderlichen: Falls etwa F_x(x_0, y_0, . . . , z_0) von Null verschieden ist, so ist f Èur kleine Werte von h

F(x_0 + h, y_0, . . . , z_0) ≈ F(x_0, y_0, . . . , z_0) + h · F_x(x_0, y_0, . . . , z_0) ,

und das kann je nach Vorzeichen von h sowohl grÈoûer als auch kleiner als F(x_0, y_0, . . . , z_0) sein. Daher kann F im

110 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

Punkt (x_0, y_0, . . . , z_0) weder ein Maximum noch ein Minimum haben.

Die Frage, wie man Maxima, Minima und sonstige Punkte, in denen alle partiellen Ableitungen verschwinden, voneinander unterscheiden kann, ist schwieriger; darauf mÈochte ich hier nicht eingehen, denn im einzigen Beispiel, f Èur das noch Zeit bleibt, wird dies auch so klar sein:

Wir betrachten den einfachsten Fall einer Funktion, die von zwei Parametern abhÈangt: die lineare Funktion

u = f(a, b; t) = a · t + b .

In der Statistik bezeichnet man die Anwendung der Maximum Likelihood Methode auf dieses Problem als lineare Regression. Da wir alles so einfach wie mÈoglich halten wollen, nehmen wir zusÈatzlich an, daû alle Messungen (t_i, u_i) die gleiche ZuverlÈassigkeit haben, so daû es einfach darum geht, die Funktion

F(a, b) = n∑ i=1 (u_i − a · t_i − b)^2

zu minimieren. Bevor wir diese Funktion nach den Parametern a und b ableiten, empőehlt es sich, sie zunÈachst auszumultiplizieren und a und b auszuklammern:

F(a, b) = n∑ i=1 u^2_i + a^2 · n∑ i=1 t^2_i + n · b^2 − 2 · a · n∑ i=1 u_i · t_i

− 2 · b · n∑ i=1 u_i + 2 · a · b · n∑ i=1 t_i .

Die Maximum Likelihood Methode 111

Damit ist

F_a(a, b) = 2 · a · n∑ i=1 t^2_i − 2 · n∑ i=1 u_i · t_i + 2 · b · n∑ i=1 t_i

und F_b(a, b) = 2 · n · b − 2 · n∑ i=1 u_i + 2 · a · n∑ i=1 t_i .

Da beide partielle Ableitungen verschwinden sollen, m Èussen beide Ausdr Èucke Null sein; nach Division durch zwei erhalten wir also die beiden Gleichungen

a · n∑ i=1 t^2_i + b · n∑ i=1 t_i = n∑ i=1 t_i · u_i

und a · n∑ i=1 t_i + b · n = n∑ i=1 u_i .

Um b zu eliminieren, multiplizieren wir die zweite Gleichung mit^1_n

∑_n

i=1 t_i

a · 1 n (_n ∑ i=1 t_i

)_2

+ b · n∑ i=1 t_i = 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

und subtrahieren dies von der ersten Gleichung:

a· n∑ i=1 t^2_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i )_2 = n∑ i=1 t_i ·u_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i ) ,

112 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

d.h.

a = n∑ i=1 t_i · u_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

n∑ i=1 t^2_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i

)_2 .

Entsprechend lÈaût sich a eliminieren, wenn wir die erste Gleichung mit ∑ t_i und die zweite mit ∑ t^2_i multiplizieren, und wir erhalten

b =

(_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 t_i · u_i ) − (_n ∑ i=1 t^2_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

(_n ∑ i=1 t_i

)_2 − n n∑ i=1 t^2_i .

Als Beispiel dazu kÈonnen wir die Voraussagen des SachverstÈandigenrats Èuber den realen Anstieg des Bruttosozialprodukt (in den alten BundeslÈandern) mit den tatsÈachlichen Zahlen vergleichen:

Jahr: 1982 1983 1984 1985 1986 1987

vorausgesagt: +^1_2 +1 +2^1_2 +3 +3 +2 tatsÈachlich: −1,1 +1,9 +3,1 +1,8 +2,2 +1,5

Jahr: 1988 1989 1990 1991 1992

vorausgesagt: +1^1_2 +2^1_2 +3 +3 +2 tatsÈachlich: +3,7 +4,0 +4,9 +3,6 +0,9

Die Maximum Likelihood Methode 113

Mit t_i = vorausgesagtes Wachstum und u_i = tatsÈachliches Wachstum ergibt sich nach Einsetzen in die obigen Formeln a ≈ 1,2 und b = −0,2; die wirklichen Zahlen liegen also im Durchschnitt etwa 20% hÈoher als die vorausgesagten. Genauer kÈonnen wir sagen, daû der SachverstÈandigenrat Trends, das heiût VerÈanderungen der Wachstumsrate, unterschÈatzt, denn (u_i − u_j) = a · (t_i − t_j) ist im Durchschnitt 20% grÈoûer als das vorhergesagte (t_i − t_j), und daû er im Èubrigen einen gewissen Grundoptimismus hat, der durch die Subtraktion von 0,2 ausgeglichen werden muû.

Graphisch zeigt dies die Verteilung der Wertepaare f Èur vorhergesagtes und tatsÈachliches Wachstum ist in der folgenden Abbildung; dort ist auch die Gerate u = a · t + b eingezeichnet. Wie man sieht, geht die Gerade zwar mitten durch die Punktwolke, aber viele Punkte liegen doch recht weit entfernt von ihr.

Dies stellt die Frage, wie man die QualitÈat der Ausgleichsgerade messen kann. Eine Antwort darauf liefert ein Argument, daû wir schon bei der Herleitung des Gauûschen Fehlerfortpŕanzungsgesetzes benutzt haben: Seien im folgenden Åt der Mittelwert der t_i und Åu der Mittelwert der u_i. Falls die u_i und die t_i aus voneinander unabhÈangigen Prozessen stammen, ist der Erwartungswert von n∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu)

Null, da die Summen der t_i − Åt und der u_i − Åu jeweils Null sind. Falls aber im anderen Extrem u_i = a · t_i + b ist f Èur alle i,

114 Mathematische ÈUbungen fÈur Geographen WS 1993/94

1 2 3 0 1 2 3 4 5

-1 t u

so ist Åu = a · Åt + b und n∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu) = n∑ i=1 (t_i − Åt) · (a · t_i − a · Åt) = a · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2

eine (fast immer) positive Zahl, die eng mit der Standardabweichung der Verteilung der t_i zusammenhÈangt. Um sie weiter auszurechnen, beachten wir, daû n∑ i=1 (u_i − Åu)^2 = a^2 · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2

ist und damit n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu) = a^2 ·

(_n ∑ i=1 (t_i − Åt)^2

)_2

Die Maximum Likelihood Methode 115

oder n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu) = a · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 ,

wobei im ZÈahler immer die nichtnegative Quadratwurzel gewÈahlt werden soll. Damit ist also der Quotient

r = n∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu) n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu)

gleich ±1, je nach Vorzeichen von a, wenn alle u_i = a · t_i + b sind, und r = 0, wenn die u_i unabhÈangig von den t_i sind. Mit elementaren Grundkenntnissen der Vektorrechnung lÈaût sich zeigen, daû r immer zwischen −1 und +1 liegt, und auch ohne Vektorrechnung ist das eine zwar etwas lÈangliche, aber nicht allzu schwierige Rechnung. Dieses r nennen wir den Korrelationskoefőzienten; sein Betrag gibt an, wie gut die Beziehung zwischen den u_i und den t_i durch eine Gerade beschrieben werden kann, wÈahrend sein Vorzeichen angibt, ob diese Gerade ansteigt oder sinkt. Im obigen Zahlenbeispiel ist r ≈ 0,62, die Approximation ist also eher mittelprÈachtig.