
Elliptische Kurven – Sommersemester2005

KAPITEL I: ELLIPTISCHE KURVEN IM KOMPLEXEN

�
1: VoraussetzungenausderFunktionentheorie

MeromorpheFunktionen,Laurent-Entwicklung,Residuensatz,Maximumprinzip

�
2: DoppeltperiodischeFunktionen

Holomorphesind konstant,für meromorpheist die Residuensummeim Periodenparalle-
logrammNull, Summeder Nullstellenund PoleeinerdoppeltperiodischenFunktion im
Periodenparallelogrammist einGitterpunkt

�
3: Die WEIERSTRASSsche� -Funktion

Konvergenz,Ableitung,Körperder elliptischenFunktionenzu einemGitter ist � ( ������� ),
LAURENT-Reiheder � -Funktion,EISENSTEIN-Reihen,Differentialgleichung

�
4: Die GruppenstrukturaufderkubischenKurve

EinbettungdesTorus �	� Λ in die projektive Ebene,WEIERSTRASS-Gleichung,Diskrimi-
nante,Nichtsingulariẗat derBildkurve, Kollineariẗat derBilder von 
 1 ��
 2 und 
 1 + 
 2 und
Additionsformelfür die � -Funktion

�
5: Affine undProjektive Varieẗaten

AffineundprojektiveRäume,homogeneundinhomogenePolynome,reguläreundrationale
Abbildungen,Singulariẗaten,Normalformenfür kubischeKurven

�
6: ElliptischeModulfunktionen

Ähnlichkeit von Gittern, SL2-Operationauf der oberenHalbebene,automorpheFormen
undihr Gewicht, Erzeugungdurch � 2 und � 3
�
7: Die 
 -Funktion

Bijektivität der Abbildung ��� SL2( � ) � � , Existenzvon Gittern zu kubischenWEIER-
STRASS-Gleichungen,jedenichtsingul̈arekubischeKurve in � 2( � ) ist einTorus.

Literatur: DerStoff von
�
1 ist in jedemLehrbuchderFunktionentheoriezufinden.���

2–4,6, 7 folgen im wesentlichenLANG, Kapitel 1–3. für
�
5 kannmanLehrbücherder

algebraischenGeometriekonsultieren,z.B. ŠAFAREVIČ, Kap.1,
���

1–4.
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KAPITEL II: ELLIPTISCHE KURVEN ALS ABELSCHEVARIETÄTEN

�
1: LEFSCHETZ-PrinzipundReduktionmodulo�

AllgemeinesLEFSCHETZ-Prinzip,Anwendungauf dasAssoziativgesetzin char0, Reduk-
tion undLiftung vonVarieẗaten,Assoziativgesetzfür KurvenüberendlichenKörpern
�
2: PunkteendlicherOrdnung

Die Gruppe � [ � ] über � , Hinweisauf LUTZ-NAGELL undMAZUR, PunktederOrdnung
zwei= Verzweigungspunkte,PunktederOrdnungdrei= Wendepunkte,Wendepunktkonfi-
guration,Situationüber � , � -Teilungspolynome
�
3: IsogenienundEndomorphismen

Koordinatenring,Funktionenk̈orper, GradeinerIsogenie,
�
4: Divisoren

Divisoren,Hauptdivisoren,(lineare)Äquivalenz,Divisorenklassen,JACOBISCHE, Jac(� 1)
ist trivial, Jac(� ) �= � für elliptischeKurven,dieAbbildungen��� und � � zu � : � 1 � � 2,
Morphismen,die � festlassensindGruppenhomomorphismen
�
4a:Anhang:Funktionenk̈orpereinerVer̈anderlichen

Funktionenk̈orper, Bewertungen,Bewertungsringe,Satzvon RIEMANN-ROCH, Geschlecht
einesFunktionenk̈orpers,Funktionenk̈orper vom Geschlechtnull und eins, Hauptkurve
einesFunktionenk̈orpers,KörpererweiterungenundMorphismenvon Kurven,Gradeines
Morphismus,Verzweigungsindex undRestklassengrad,� �"!$#%! = �
�
5 MorphismenzwischenelliptischenKurven

Isogenienmit vorgegebenemKern,Morphismensindsurjektiv oderkonstant,im separablen
Fall ist derGradgleichderOrdnungdesKerns
�
6 Die WEIL-Paarung

Eigenschaften,Konstruktion,NachweisderEigenschaften,InterpretationdesGradseines
MorphismusalsDeterminanteeiner2 & 2-Matrix

�
7 DerSatzvonHASSE

Punktein � ( '�( ) liegenim KernvonFROBENIUS– Identiẗat,AbscḧatzungdesGradsdieser
Abbildung, ) #� ( '�( ) * ( + + 1) )-, 2 . +

Literatur: SILVERMAN, Kap.II, III, V, VI; WASHINGTON, Kap.2,3,4.1+2;zu
�
4aeventuell

auchSTICHTENOTH, Kap. I undAbschnittIII.1
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