Kapitel 8
Quadratische Reste

§1: Das Legendre-Symbol

Definition: Fiir eine Primzahl p und eine nicht durch p teilbare
natiirliche Zahl a ist das LEGENDRE-Symbol

(ﬁ) _ { +1 falls es ein x € N gibt mit z* = a mod p
p —1 sonst

Im ersten Fall bezeichnen wir a als quadratischen Rest modulo p, an-
dernfalls als quadratischen Nichtrest. Fiir eine durch p teilbare Zahl a
setzen wir (%) = 0.

Sind a, b zwei modulo p kongruente natiirliche Zahlen, so ist offensicht-
lich (%) = (%) Wir haben daher auch fiir a € F,’ ein wohldefiniertes

LEGENDRE-Symbol (%), das durch die Vorschrift (%) = 0 auf ganz FF,,
fortgesetzt wird.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752—-1833) wurde in Tou-
louse oder Paris geboren; jedenfalls ging er in Paris zur
Schule und studierte Mathematik und Physik am dorti-
gen College Mazarin. Ab 1775 lehrte er an der Ecole
Militaire und gewann einen Preis der Berliner Akademie
fiir eine Arbeit iiber die Bahn von Kanonenkugeln. An-
dere Arbeiten befafiten sich mit der Anziehung von
Ellipsoiden und der Himmelsmechanik. Ab etwa 1785
publizierte er auch Arbeiten iiber Zahlentheorie, in de-
nen er z.B. das quadratische Reziprozititsgesetz bewies

sowie die Irrationalitit von 7 und 72.
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Lemma: Das LEGENDRE-Symbol definiert einen Gruppenhomomor-
phismus
X
. F) — {+1,—1}
B e (2
p ar— | —
p

Fiir p = 2 ist dies der triviale Homomorphismus, fiir ungerade p ist er

surjektiv. Insbesondere gibt es dann jeweils % quadratische Reste und
Nichtreste.

Beweis: Fiir p = 2 ist F* = {1}, und 1 = 1% ist ein quadratischer Rest.

Sei nun p ungerade. Der Homomorphismus

X X
]Fp—HFp
T 2

hat den Kern {+1, —1}, also besteht das Bild aus pT_l Elementen, den
quadratischen Resten.

Trivialerweise ist das Produkt zweier quadratischer Reste wieder ein
quadratischer Rest. Ist = * ein quadratischer Rest und b ein Nichtrest,
so ist auch ab ein quadratischer Nichtrest, denn wire ab = y*, wire
b = (yz~")? ein quadratischer Rest. Da Multiplikation mit b injektiv ist,
folgt, daB sich jeder quadratische Nichtrest in der Form bc darstellen 1463t,
wobei c ein quadratischer Rest ist. Damit folgt, dal3 das Produkt zweier
quadratischer Nichtreste ein quadratischer Rest ist, denn be - bd = b*cd,

wobei c und d Quadrate in F; sind.
| |

Lemma (EULER): Ist p eine ungerade Primzahl und kein Teiler von a,

: a p—1
soist [ — ) =a 2 mod p.
D

Beweis: g sei ein erzeugendes Element von F ;f . Dann ist offensichtlich

jede Potenz ¢" mit geradem r ein quadratischer Rest, und da es genau

pT_l verschiedene solcher Potenzen gibt, sind das auch alle quadrati-

schen Reste. Somit ist ¢" genau dann ein quadratischer Rest, wenn r
gerade ist.
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Da g ein erzeugendes Element ist, kann ¢ —D/2 picht gleich eins sein;

da nach dem kleinen Satz von FERMAT aber sein Quadrat ¢? ! = 1 ist,
folgt g?~1/2 = —1. Fiir a = ¢" ist somit
.-

T = (g7 = <ng—1>" =G

genau dann gleich eins, wenn a ein quadratischer Rest ist, und —1 sonst.
|

Korollar: Fiir ungerades p ist
-1 _(_DpT—l_ +1 fallsp =1 mod4
p ) | =1 fallsp=3mod4"-

§2: Das quadratische Reziprozititsgesetz

Quadratisches Reziprozitiatsgesetz: Fiir zwei verschiedene ungerade
Primzahlen p, g ist

(e (o
q p p

Zum Beweis betrachten wir ein zum Nullpunkt symmetrisches Vertreter-
system von IF* in Z, ndmlich

—1
R={-h,...,—1,1,...,h} mit h=pT.

Weiter sei S = {q,2q, ..., hq}. Dapund q teilerfremd sind, haben zwei
verschiedene Elemente von S verschiedene Restklassen modulo p.

1. Schritt (GAUSS): q sei eine beliebige Primzahl und p # ¢ eine ungerade
Primzahl. Dann ist (Q) = (—1)", wobei m die Anzahl jener Elemente

von S bezeichnet, die modulo p kongruent sind zu einem negativen
Element von R.

Beweis: ay, . ..,a,, seien die negativen Elemente von R, die zu Elemen-
ten aus S kongruent sind, b,, ..., b, die positiven. Dann ist
h

m-bl---bnEH(iq)=h!qhmodp.

1=1

al...a
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Natiirlich sind a; und a; fiir i # j zwei verschiedene Zahlen, genauso
auch b, und b;. AuBerdem kann auch nie |a;| = ]b j ‘ sein, denn sonst wire
einerseits a, + bj = 0, andererseits gibe es aber Zahlen 1 < £,/ < h,
so daB a; = kqund b; = £q mod p. Also wire (k + £)q durch p teilbar,
was nicht moglich ist, denn k + ¢ < 2h = p — 1. Damit sind die Betrige
der a; und der b, genau die Zahlen von 1 bis h, d.h.

a; - a,b b, =(—1)"h!.

Vergleich mit der obigen Kongruenz zeigt, dal dann ¢" = (1™ mod p
ist, also nach dem vorigen Lemma (%) = (—1)".

q
P |

2. Schritt (GAUSS): Fiir zwei ungerade Primzahlen p # ¢ ist
Ny 2 '
<g> =(—-D™ mit M= Z [—q} , und (—) :(—l)p8 :
p —~ |p p

Im Beweis sei zunéachst auch noch der Fall ¢ = 2 zugelassen. Fiir: < h
seir, =iq —p- [%q]; dannist0 <7, < pundig=p- [%q] + r,. Falls
iq modulo p kongruent ist zu einem negativen Element a,; € R, ist also
r; =p+ay; fallsr, = b; > 0ist dagegen r; = b,. Somit ist

h b m . . )
Ziq=pz [%} +Z(ai+p)+Zbi :pM+mp+Zai+Zbi‘
= =1 =1 i=1 i=1 i=1

Andererseits 1st

zh:__h(h+1) 1 op—1 p+l P -1

izlzq_ > 17537 , 1T g T

AuBerdem wissen wir aus dem ersten Schritt, daf3
{_a]7,_am,b],7bn}={1,,h}

1st, d.h.

m n " hh+l) pE—1
S SUIED DTS DY SR

1=1 =1 1=1
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2
und damitist > b; = -1+ 357" a;. Setzen wir das alles in die obige

Formel ein, erhalten wir die Beziehung

2 2 m
p-—1 _ p-—1
g cq=(M +m)p+ 2 +2§ai
oder
p’—1 —
: (g—D=M+mp+2> a,.

1=1

Im Falle einer ungeraden Primzahl g steht rechts eine gerade Zahl; damit
muf} auch M +m gerade sein, d.h. (— 1)M = (—1)™, und die Behauptung
folgt aus dem ersten Schritt.

Firg=21ist M =0, da [%} fiir alle + < h verschwindet. Modulo zwei
wird die obige Beziehung daher zu

p*—1
8
so da} die Behauptung auch hier aus dem ersten Schritt folgt.

=mp=mmod 2,

3. Schritt (EISENSTEIN): p und ¢q seien ungerade Primzahlen,

h . k .
p—1 q—1 iq ip
h="" k=12 m=% |2 d n=S" 2]
skt a=y [] wa w=3 )
Dann ist M + N = hk.

Beweis: Im Innern des Rechtecks mit Ecken (0,0),(5,0),(0, %) und
(5, 2) liegen hk Gitterpunkte, namlich die Punkte (4, j) mit 1 <i < h
und 1 < 5 < k.

Die Diagonale des Rechtecks liegt auf der Geraden y = %az und enthalt
keine Gitterpunkte. Unterhalb der Diagonalen liegen [%q} Punkte mit

Abszisse ¢, insgesamt also M Punkte. Dariiber liegen [%’} Punkte mit

Ordinate 7, insgesamt also N Punkte. Somit ist hk = M + N. .
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Zum Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes miissen wir nun
nur noch alles kombinieren: Nach dem zweiten und dem dritten Schritt
ist

(2) <B) =DM DY = DM = DM = DT
p/ \4

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitrige zur Zahlentheorie, zur nichteuklidis-
chen Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differenti-
algeometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophysik usw. Als Di-
rektor der Gottinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung des Konigreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versitdt Gottingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
benutzte er fiir erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Seine 1801 veroffentlichten Disquisitiones arithmeticae
sind auch noch heute fundamental fiir die Zahlentheorie.

FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN (1823-1852),
genannt Gotthold, wurde in Berlin geboren. Als einziges
seiner sechs Geschwister starb er nicht bereits wihrend
der Kindheit an Meningitis. Im Alter von 17 Jah-
ren, noch als Schiiler, besuchte er Mathematikvorlesun-
gen der Universitit, unter anderem bei DIRICHLET. Ab
1842 las er die Disquisitiones arithmeticae von GAUSS,
den er 1844 in Gottingen besuchte. Trotz zahlreicher
wichtiger Arbeiten erhielt er nie eine gut bezahlte Po-
sition und iiberlebte vor allem dank der Unterstiitzung
durch ALEXANDER VON HUMBOLDT. 1847 habilitierte
er sich in Berlin und hatte dort unter anderem RIEMANN
als Studenten. Er starb 29-jdhrig an Tuberkulose.

Bemerkung: Die rechten Seiten der Gleichungen im quadratischen
Reziprozititsgesetz lassen sich auch durch Kongruenzbedingungen aus-
driicken: (p — 1)/2 ist genau dann gerade, wenn p = 1 mod 4, entspre-
chend fiir g. Somit ist

P q\ _ +1 falls p =1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4
q) \p) | -1 fallsp=gqg=3mod4 '
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Ist p = 8 + k, so ist p> = 64r* + 16r + k> = k* mod 16, also ist
p*> —1 = k* — 1 mod 16. Fiir k£ = +1 ist dies null, fir £ = £3 acht.

Somit ist
% _(_1)p28—1 _J +1 fallsp= 41 mod 8
p) | =1 fallsp=+3mod8 "

Das quadratische Reziprozititsgesetz 148t sich gelegentlich dazu ver-
wenden, um ein LEGENDRE-Symbol einfach zu berechnen. Wenn wir bei-
spielsweise entscheiden wollen, ob sieben ein quadratischer Rest modu-
lo 17ist, sagtes uns (da 17 = 1 mod 4),daB () = (%) ist. Letzteres ist
gleich (%) ,da 17 = 3 mod 7. Hier haben wir zwei Primzahlen, die beide
kongruent drei modulo vier sind, also ist (%) = — (%) = — (%) = —1,
denn die Eins ist natiirlich modulo jeder Primzahl ein quadratischer Rest.

Also ist sieben modulo 17 ein quadratischer Nichtrest.

Genauso konnen wir auch leicht feststellen, ob 13 quadratischer Rest
modulo 1000003 ist: Da 13 = 1 mod 4, ist (1g0e053) = (15522 ). Da

1000003 = 4 mod 13, ist dies gleich ( %), und das ist natiirlich eins,

da 4 = 2% modulo jeder Primzahl ein Quadrat ist. Somit ist auch 13 ein
Quadrat modulo 1 000 003.

Das Problem bei dieser Vorgehensweise besteht darin, dal3 wir nor-
malerweise nicht soviel Gliick haben wie hier und als Reduktionen stets
Primzahlen erhalten. Wir sollten daher ein quadratisches Reziprozitéts-
gesetz haben, das auch funktioniert, wenn die beteiligten Zahlen nicht
prim sind.

§3: Das Jacobi-Symbol

Wie wir in §1 gesehen haben, definiert das LEGENDRE-Symbol in Bezug
auf seinen ,,Zdhler” einen Homomorphismus; wir konnen versuchen, es
zu erweitern, indem wir dasselbe auch fiir den ,,Nenner* postulieren:

T
Definition: Ist n = [[ p;* eine ungerade Zahl und m eine zu n teiler-
i=1
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fremde Zahl, so ist das JACOBI-Symbol definiert als

(™) -T1 (2"

im1
Falls m und n nicht teilerfremd sind, setzen wir (%) = 0.

CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eines jiidischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwoOlf Jahren bestand er sein Abitur, muf3te aber
noch vier Jahre in der Abschlulklasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universitiat nur Studenten mit
mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
Studien mit dem Staatsexamen fiir Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Auflerdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so
< AN daf er ab 1825 an der Universitét Berlin und ab 1826 in
Konigsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. Zehn Jahre spiter muf3te er aus
gesundheitlichen Griinden das rauhe Klima K&nigsbergs verlassen und lebte zunéchst in
Italien, danach fiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allem beriihmt durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie und iiber elliptische Integrale.

Fiir eine Primzahl n und ein nicht dadurch teilbares m stimmt das
JACOBI-Symbol natiirlich mit dem LEGENDRE-Symbol iiberein, und man
kann sich fragen, ob man hier wirklich einen neuen Namen braucht.
Dieser ist gerechtfertigt, weil es einen ganz wesentlichen Unterschied
zwischen den beiden Symbolen gibt: Beispielsweise ist

(3)-() (2)-co e
=)=(3)(5)=CD7 DT =D--n=1.

aber zwei ist offensichtlich kein quadratischer Rest modulo 15: Sonst
miiflte es schlieBlich erst recht quadratischer Rest modulo drei und mo-
dulo fiinf sein, aber die entsprechenden LEGENDRE-Symbole sind —1.
In der Tat gibt es modulo 15 nur vier quadratische Reste: 1,4, 6 und 10.

Das JACOBI-Symbol gibt daher keine Auskunft dariiber, ob eine Zahl
quadratischer Rest ist oder nicht; lediglich wenn es gleich —1 ist, konnen
wir sicher sein, da3 wir es mit einem quadratischen Nichtrest zu tun
haben, denn dann muf} ja auch schon fiir mindestens einen Primteiler
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des ,Nenners*“ das LEGENDRE-Symbol gleich —1 sein, wihrend ein
quadratischer Rest modulo einer Zahl n erst recht quadratischer Rest
modulo eines jeden Teilers von n sein mub.

Die Niitzlichkeit des JACOBI-Symbols kommt in erster Linie daher, daf3
auch dafiir das quadratische Reziprozititsgesetz gilt und es somit zur
Berechnung von LEGENDRE-Symbolen verwendet werden kann:

Satz: Fiir zwei ungerade Zahlen m, n mit ggT(m,n) = 1 ist
n—1 m—1 2

(ﬁ) (T) (=)™ und <_> =
m/ \n m

T S
Beweis: Sei n = [[ p;’ und m = [] ¢;’. Nach Definition des JACOBI-
i=1 j=1
Symbols und weil das LEGENDRE-Symbol bei festgehaltenem ,,Nenner*
einen Homomorphismus definiert, ist dann

G-I ) =TI () e 5)-TII )

7=1 =1 =1 =1 =1

Nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz aus §2 ist daher

—1\¢il iipT_quT_lefj
( >< ) HH(( noT —> & = (—1)F

=1 j_

(Zr: pizlei> (zs: qu—lfj> i pi271ei ZS: qu—lfj
= (~p\= = ((—Dm ) -

Dies ist genau dann gleich +1, wenn mindestens einer der beiden Expo-
nenten gerade ist; andernfalls ist es gleich —1.

Im Produkt

(— 1) P

konnen wir alle Faktoren weglassen, fiir die e; gerade ist oder aber
p; = 1 mod 4. Das Produkt ist also gleich (— DY mit

N = Anzahl der Indizes ¢ mit p; = 3 mod 4 und e, ungerade .
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Die Faktoren p;* sind genau dann kongruent eins modulo vier, wenn
p; = 1 mod 4 oder e, gerade ist, denn 3* = 1 mod 4. Andernfalls ist
p;" =3 = —1 mod 4. Somit ist auch n = (—1)N mod 4, also

(D "o = (DY = ()

Ist dies gleich +1, so ist die rechte Seite der Gleichung fiir (Z£) (2)
ebenfalls +1, andernfalls zeigt das gleiche Argument fiir m, dal} sie
gleich (— D™ =D/2 ist. In jedem Fall erhalten wir daher die gewlinschte

Formel
(2)(2) o

Genauso folgt auch, daB () = (—1)™°=D/8 ist denn dies ist +1 fiir
m = £1 mod 8 und —1 fiir m = £3 mod 8. Das Produkt zweier Prim-
zahlen kongruent +1 modulo acht ist wieder kongruent 41, genauso
das zweier Primzahlen kongruent +3 modulo acht. Damit fiihrt dieselbe

Argumentation wie oben zum Ziel.

Als Anwendung kdnnen wir uns liberlegen, modulo welcher Primzahlen
eine vorgegebene Zahl a quadratischer Rest ist. Modulo seiner Primteiler
verschwindet a und ist somit ein Quadrat. Sei also p kein Teiler von a.

Fiir a = 2 haben wir gesehen, daf3 (%) nur von der Kongruenzklas-
se p mod 8 abhiingt; wegen der Multiplikativitit des JACOBI-Symbols
reicht es also, wenn wir ungerade a betrachten. Nach dem gerade be-
wiesenen Gesetz ist dann

(9) = (- <3_9) _
P a

Fiir festes a ist (a — 1) /2 ein konstanter Wert, (p — 1)/2 hidngt nur ab von
p mod 4, und (%) héangt ab von p mod a. Insgesamt hingt es also nur ab
von p mod 4a, ob a ein quadratischer Rest oder Nichtrest modulo p ist.

Betrachten wir als Beispiel den Fall ¢ = 3. Hier ist (a — 1)/2 = 1, also

(a-hp=1 p=t [ +1 fallsp=1mod4
(b ==hz ‘{—1 falls p = 3 mod 4
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und
p\_J+1 fallsp=1mod3
3/ | -1 fallsp=2mod3 "’
Somit ist fiir eine Primzahl p > 3

3\ _J +1 fallspmod 12 € {I,11}
p) | —1 fallspmodl2e {5,7}

Fiir a = 5 ist (a — 1)/2 = 2 gerade, also
5\ _(p\_[+1 fallspmod5 e {1,4}
p) \5) | —1 fallspmod5 e {2,3}"°
§4: Anwendungen quadratischer Reste

Zum Abschluf3 dieses Kapitels sollen kurz noch einige Anwendungen
quadratischer Reste vorgestellt werden:

a) Miinzwurf per Telephon

A und B konnen sich nicht einigen, wer von ihnen eine dringend
notwendige aber unangenehme Arbeit iibernehmen soll. Also werfen
sie eine Miinze. Vorher entscheidet sich etwa A fiir ,,Wappen*, B fiir
,»Z.ahl“, dann wirft A die Miinze in die Luft. Wenn sie mit Wappen nach
oben auf den Boden fillt, hat er gewonnen, andernfalls B.

Stellen wir uns nun aber vor, A und B stehen nicht nebeneinander, son-
dern befinden sich an verschiedenen Orten und diskutieren per Telephon,
wer was machen soll. Auch hier konnte A wieder eine Miinze werfen,
allerdings sieht jetzt nur A, wie sie zu Boden fillt; wenn er gewinnt,
mul} B sehr viel Vertrauen in ihn haben, um das zu glauben.

Mit Hilfe von quadratischen Resten 148t sich der Miinzwurf so simu-
lieren, daB} beide den Ausgang iiberpriifen konnen und jeder mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit gewinnt.

Dazu wihlt sich A zwei Primzahlen p, ¢ = 3 mod 4, die so groB} sind,
daBl B das Produkt N = pqg nicht mit einem Aufwand von nur wenigen
Minuten faktorisieren kann. (p und g konnen also deutlich kleiner sein als
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bei RSA, wo man mit Gegnern rechnen muf}, die monatelang rechnen.)
Dieses N schickt er an B.

B wihlt sich nun eine zufillige Zahl x zwischen eins und N und schickt
deren Quadrat y = 2> mod N an A.

A kennt die Faktorisierung von N und kann die Gleichungen

2:

z>=ymodp und =z y mod g

16sen: Wie wir von Aufgabe vier des dritten Ubungsblatts wissen, sind
j:y(p”)/ * und :I:yq”)/ die Losungen. Nach dem chinesischen Restesatz
kann er sich somit vier Zahlen zwischen null und N — 1 konstruieren,
die allesamt die Kongruenz v> = y mod N erfiillen. Er entscheidet
sich zufillig fiir eine dieser vier Moglichkeiten (dies entspricht dem
Miinzwurf) und schickt das entsprechende u an B.

B kennt nun zwei Zahlen x und u, die beide das Quadrat y haben.
Moglicherweise ist u = z; in diesem Fall hat er keine neue Information
bekommen, und er hat verloren. Das gleiche giltim Fallu = —z mod NV,
dh.u=N —z.

Ist aber u # +x, was mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit eintritt, hat B
gewonnen und muf} das nun gegeniiber A beweisen. Da u> = y mod
N ist erst recht > = x mod p und w> = z mod ¢. Da quadratische
Gleichungen in einem Korper hochstens zwei Losungen haben, ist daher
u = £y mod p und u = £y mod ¢q. Falls in beiden Gleichungen das
gleiche Vorzeichen steht, ist u = 4-x; andernfalls ist x — u durch genau
eine der beiden Primzahlen teilbar, und B kann diese als ggT von N
und x — w ausrechnen. Damit hat er N faktorisiert und schickt als
Beweis die Faktoren an A.

Wenn B sich nicht an die Regeln hélt und ein y an A schickt, das kein
Quadrat modulo N ist, merkt A dies bei der Berechnung der modularen
Quadratwurzeln; falls A ein u schickt, dessen Quadrat von y verschieden
1st, kann B dies leicht feststellen, denn wenn er verloren hat, mu3 v = =
oder u = N — x sein. (Er kann natiirlich auch > mod N berechnen.)
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b) Akustik von Konzerthallen

Alte Konzerthallen waren zwangsldufig sehr hoch: Andernfalls wire
die Luft wahrend eines langeren Konzert bei voll besetztem Saal zu
schnell verbraucht gewesen. Mit den Fortschritten der Liiftungstech-
nik verschwand diese Notwendigkeit; dafiir sorgten steigende Bau- und
Heizungskosten fiir immer niedrigere Sile. Auf die Luftqualitdt hatte
das keinen nennenswerten Einflu}; die Akustik der Hallen allerdings
wurde deutlich schlechter.

Der Grund dafiir ist intuitiv recht klar und wurde auch durch Messun-
gen und Horerbefragungen in einer Reihe von Konzertsilen experimen-
tell bestitigt: Die Horer bevorzugen Schall, der von den Seitenwinden
kommt und daher mit verschiedener Stéirke bei den beiden Ohren ein-
trifft gegeniiber Schall von oben, der beide Ohren mit gleicher Stérke
erreicht und somit keinen rdumlichen Eindruck hinterlaft.

Eine mogliche Abhilfe bestiinde darin, die Decken aus absorbierendem
Material zu bauen. Dem steht entgegen, daf} in einem grofen Konzert-
saal aller Schall, der von der Biihne kommt, den Horer auch wirklich
erreichen sollte: Ansonsten miiite der Schall aus Lautsprechern kom-
men und man konnte sich das Konzert genauso gut daheim per Radio
oder CD anhoren.

Der Schall muf3 daher von der Decke reflektiert werden, darf die Ohren
der Zuhorer aber nicht von oben erreichen. Er sollte daher beispielsweise
moglichst diffus zu den Seitenwinden hin gestreut werden, so dal} der
grofte Teil der Energie die Zuhorer iiber die Seitenwénde erreicht.

Der Einfachheit halber wollen wir uns auf eindimensionale Wellen
beschrinken und damit auch nur diffuse Reflektion in einer Richtung
betrachten, der Querrichtung des Konzertsaals.

Eine Welle hat eine rdumliche wie auch zeitliche Periodizitit. Zeitlich
periodische Funktionen sind beispielsweise Sinus und Kosinus; wie die
FOURIER-Analysis lehrt, 148t sich jede stiickweise stetige zeitlich peri-
odische Funktion (bis auf sogenannte Nullfunktionen) aus Sinus- und
Kosinusfunktionen zusammensetzen, so daf} es reicht, solche Funktio-
nen zu betrachten.
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Dader Umgang mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funk-
tionen recht umstéindlich ist, schreibt man Wellen allerdings meist kom-
plex in der Form f(t) = Ae'! mit der MaBgabe, daB nur der Re-
alteil dieser Funktion physikalische Realitit beschreibt. Aufgrund der
EULERschen Formel e = cos + isin¢ lassen sich so, falls man
fiir A beliebige komplexe Konstanten zulidft, alle Funktionen der Art
a cos wt + bsinwt als Realteile erhalten, und da beispielsweise

cos(a + B) = Re " = Re(e“e'®) = cos o cos 3 — sin v sin 3

1st, lassen sich auf diese Weise auch die Additionstheoreme auf einfache
Multiplikationen von Exponentialfunktionen zuriickfiihren.

Auch die rdumliche Periodizitét 1aBt sich mit trigonometrischen oder
— besser — Exponentialfunktionen ausdriicken; hier schreiben wir ent-
sprechend g(z) = Be'*®,

Um einen raumlich und zeitlich periodischen Vorgang zu beschreiben,
kombinieren wir die beiden Ansitze und betrachten beispielsweise die
Funktion

¢(m, t) — Aei(wt—kx) — Aeik(%t—x) )

Wie man der zweiten Form ansieht, héngt ¢ (z, t) nur ab von x — %t,
was wir auch so interpretieren konnen, daf3
w A Aw

CkTT 2

die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist; denn eine Anderung der
Zeit um At hat denselben Effekt wie eine Anderung des Orts um v - At.

Da Sinus und Kosinus die Periode 27 haben, miissen wir fiir eine
Schwingung der Frequenz v den Parameter w gleich 27w wihlen, denn
dann fallen 1 /v Perioden in das Intervall 0 < ¢ < 1. Aus diesem Grund
wird w = 27v als die Kreisfrequenz der Schwingung bezeichnet. In der
raumlichen Dimension nimmt die Wellenldnge A die Rolle der zeitlichen
Periode ein; dementsprechend muB hier k& = 27/ )\ gesetzt werden. Diese
Konstante wird als Wellenzahl bezeichnet.

Schallwellen breiten sich bei 20° C in Luft mit einer Geschwindigkeit
von etwa v = 343 m/s aus; der horbare Frequenzbereich beginnt bei



223 Zahlentheorie

v = 16 Hz und kann bis zu etwa v = 20 kHz gehen. Die Wellenldngen,
mit denen wir es zu tun haben, variieren also zwischen etwa A = 21,5m
und A = 1,75 cm. Der Kammerton a’ mit 440 Hz hat eine Wellenlinge
von knapp 78 cm.

Bei einer Reflektion konnen wir nach HUYGENS annehmen, daf3 von
jedem Punkt der reflektierenden Fliche eine neue Welle ausgeht; ihre
Amplitude ist gleich der Amplitude der dort eintreffenden Welle mal
einem Reflektionsfaktor p(x), der im Idealfall gleich eins ist.

CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695) kam aus einer
niederldndischen Diplomatenfamilie. Dadurch und spi-
ter auch durch seine Arbeit hatte er Kontakte zu fiihren-
den europidischen Wissenschaftlern wie DESCARTES und
PASCAL. Nach seinem Studium der Mathematik und Ju-
ra arbeitete er teilweise auch selbst als Diplomat, inter-
essierte sich aber bald vor allem fiir Astronomie und
den Bau der dazu notwendigen Instrumente. Er ent-
wickelte eine neue Methode zum Schleifen von Linsen
und erhielt ein Patent fiir die erste Pendeluhr. Trotz des
franzosisch-niederlidndischen Kriegs arbeitete er einen
groBen Teil seines Lebens an der Académie Royale des
Sciences in Paris, wo beispielsweise LEIBNIZ viel Ma-
thematik bei ihm lernte. HUYGENS war ein scharfer
Kritiker sowohl von NEWTONSs Theorie des Lichts als auch seiner Gravitationstheorie, die
er fiir absurd und nutzlos hielt. Gegen Ende seines Lebens beschiftigte er sich mit der
Moglichkeit aulerirdischen Lebens.

Da es uns nur um den mittleren Schalldruck, nicht aber um seine Vari-
ation geht, konnen wir den wt-Term ignorieren und einfach mit der
Funktion Ae *** arbeiten. Wir interessieren uns, wieviel Schall unter
welchem Winkel reflektiert wird.

Die Schallwellen die von zwei verschiedenen Punkten unter einem Win-
kel 6 ausgehen haben, wie die Zeichnung zeigt, einen Laufwegunter-
schied von x sin 6, wobei x den Abstand der beiden Punkte bezeichnet.

Der Laufwegunterschied von zsinf entspricht einem Phasenfaktor
e~ tk@sin® YWihlen wir also die Phase im Nullpunkt als Referenz
(die wir in den zu ignorierenden Phasenfaktor der einfallenden Welle
hineinziehen konnen), ist die Summe aller unter dem Winkel 6 abge-
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L
x sin
0
henden Strahlen gleich
/ p(x)e—ik}xsing dr ,

das ist die sogenannte FOURIER-Transformierte von p(x), ausgewertet
im Punkt u = ksinf. Wenn wir den Schall moglichst gleichmifBig
verteilen wollen, miissen wir die Funktion p daher so wihlen, dal3 ihre
FOURIER-Transformierte moglichst konstant ist.

Eine Moglichkeit dazu sind das, was Physiker als Reflektions-Phasengit-
ter bezeichnen: Die Decke besteht aus einem Material mit konstantem,
moglichst groBem Reflektionsgrad, aber die Hohe der Decke variiert
stufenformig mit dem Querschnitt. Wenn die Hohe der einer festen
Stelle um den Betrag A iiber der Nullinie liegt, muf der dort reflektierte
Schall gegeniiber dem an der Nullinie reflektierten den zusétzlichen
Weg 2h zuriicklegen; dies kann man formal so ausdriicken, da3 man in
der Reflektionsfunktion () den zusitzlichen Faktor ™" einfligt.

Bei den sogenannten SCHROEDER-Reflektoren werden die Abstéinde zur
Nullinie so gewdihlt, da die Lingen 2wh gleich den quadratischen
Resten modulo einer ungeraden Primzahl sind, die Decke ist also trep-
penformig aufgebaut, wobei die n-te Stufe eine Hohe proportional zu
n? mod p hat. Das obige FOURIER-Integral 148t sich dann approximieren
durch die diskrete FOURIER-Transformierte

—1 p—1
1 P ) . 1 .
?(m) — E :6271'171 /p€—27rznmt — E :627r1n(n—m)/p '
VP = VP =
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Thr Betragsquadrat ist
2 1 = ;
|;,\(m)| _Z 2min(n—m)/p | Z —2min(n—m)/p
N
1 p—1lp—1
_ ZZ 2min(n—m)/p —2mik(k—m)/p
= — e (&
p n=0 k=0
1p 1 p—1 )
ZZ 27m n*—k*—(n—k)ym)/p
— e
n—O k=0

Die Summanden hingen nur ab von den Restklassen modulo p der
Indizes k und n, und fiir festes n durchlauft mit £ auch n — k alle diese
Restklassen. Daher konnen wir dies weiter ausrechnen als

plpl

‘?(m)‘2 + ZZ 271'@ n’—(n—k)* k;m)/p
p n=0 k=0
1 p—1 p—1 , ,
I Z 6—27Tik;m/p Z 6277@' ((n —(n—k) )/p
p
k=0 n=0
1 p—1 p—1
_ Z —2mikm/p Z 2mi(2kn—k?)/p
= e (o .
p k=0 n=0

Die zweite Summe konnen wir schreiben als

p—1

. ) .

e 2mik E :647mkm/p.
n=0

Fiir £ = 0 ist sowohl der Vorfaktor wie auch jeder der Summanden gleich
eins, wir erhalten also insgesamt p. Fiir £ 0 und £ < p ist die Summe
aber gleich null, denn

p—1 p—1 p p—1
647ml<;/p E :647mkm/p — E :647r1(k+1)n/p — E :647mkm/p — E :647mkn/p ,
n=0 n=0 n=1 n=0

die Summe andert also ithren Wert nicht, wenn man sie mit der von eins
verschiedenen Zahl ¢*™**/P multipliziert, und damit muB sie verschwin-
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den. Somit 1st

0

2 1
|7(m)] = ¢ p=1

fiir alle m, wir haben also die gewlinschte Diffusionseigenschatft.

1

Die obige Abbildung zeigt den Querschnitt iiber ein solches Phasen-
gitter, hier fiir p = 23. Entsprechende SCHROEDER-Reflektoren zu
den verschiedensten Primzahlen gibt es in vielen Konzertsidlen und
Opernhdusern, oft allerdings verborgen hinter schalldurchldssigem Ma-
terial.

MANFRED ROBERT SCHROEDER (1926-2009) wurde in
Ahlen geboren. Er studierte Physik an der Univer-
sitdt Gottingen, wo er 1952 promovierte. Danach ar-
beitete er bei den AT & T Bell Laboratories in Mur-
ray Hill, New Jersey auf dem Gebiet der Akustik;
diese Arbeit fiihrte unter anderem zu 45 Patenten.
1969 wechselte er als Professor fiir Akustik an die
Universitdt Gottingen, wo er bis zu seiner Emeritie-
rung lehrte. Er schrieb mehrere Biicher, unter anderem
Number theory in Science and Communication und Fractals, Chaos, Power Laws. Der
Inhalt dieses Abschnitts ist kurz im ersten dieser Biicher dargestellt sowie ausfiihrlich in
M.R. SCHROEDER: Binaural dissimilarity and optimum ceilings for concert halls: More
lateral sound diffusion, J. Acoust. Soc. Am. 65 (4), 1979

www.physik3.gwdg.de/~mrs



