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Aufgabe 1: (5 Punkte)Die alternierende Quersumme einer nat�urli
hen Zahl n wird bere
hnet, indem man ihreDezimalzi�ern, ausgehend von der niedrigsten, abwe
hselnd positiv und negativ nimmtund diese Zahlen aufaddiert; die alternierende Quersumme von 12345 ist demna
h also
5 − 4 + 3 − 2 + 1 = 3.a) Zeigen Sie, da� eine nat�urli
he Zahl n genau dann dur
h elf teilbar ist, wenn ihre al-ternierende Quersumme dur
h elf teilbar ist!b) Ist jede nat�urli
he Zahl n modulo elf kongruent zu ihrer alternierenden Quersumme?
Lösung: Ist n =

∑r
i=0 ai · 10i mit 0 ≤ ai ≤ 9, so ist die alternierenden Quersummeglei
h ∑r

i=0(−1)iai. Da 10 ≡ −1 mod 11, sind die beiden Zahlen kongruent modulo elf,insbesondere ist also n genau dann dur
h elf teilbar, wenn dies f�ur die alternierendeQuersumme der Fall ist.
) Wie verh�alt es si
h mit a) und b), wenn man bei der Bere
hnung der alternierendenQuersumme mit der h�o
hsten Dezimalzi�er anf�angt?
Lösung: Bei gerader Stellenzahl �andert si
h ni
hts an der alternierenden Quersumme,andernfalls �andert si
h das Vorzei
hen, so da� zwar a) weiterhin gilt, ni
ht aber b).d) Wel
hen Rest hat die Zahl n = 3141592654 bei der Division dur
h elf?
Lösung: Na
h b) ist n ≡ 4 − 5 + 6 − 2 + 9 − 5 + 1 − 4 + 1 − 3 = 2 mod 11, hat also beider Division dur
h elf den Rest zwei.
Aufgabe 2: (6 Punkte)a) Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe (Z/19800)× ?(Hinweis: Die alternierende Quersumme von 19800 ist null.)
Lösung: Da die alternierende Quersumme von 19800 null ist, ist die Zahl dur
h elf teilbar:

19800 = 11 · 1800 = 11 · 18 · 100 = 23 · 32 · 52 · 11 .Die Gruppenordnung ist daher
ϕ(19800) = ϕ(23)·ϕ(32)·ϕ(52)·ϕ(11) = (8−4)·(9−3)·(25−5)·(11−1) = 4·6·20·10 = 4800 .b) n = 4704977 ist ein Produkt zweier Primzahlen, und ϕ(n) = 4700160. Bestimmen Sie diePrimzerlegung von n ausgehend von diesen Informationen!
Lösung: n = pq = 4704977 und ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) = n − (p + q) + 1 = 4700160.Somit ist p + q = n + 1 − ϕ(n) = 4704978 − 4700160 = 4818 und

(x − p)(x − q) = x2 − 4818 + 4704977 .



p und q sind also die Nullstellen dieser quadratis
hen Glei
hung. Wir k�onnen sie um-s
hreiben als
(x − 2409)2 = 24092 − 4704977 = 5803281 − 4704977 = 1098304 = 10482 ;

p und q sind also 2409 ± 1048, d.h. 1361 und 3457.
) Bestimmen Sie den kleinsten Exponenten r, f�ur den ar ≡ 1 mod n gilt f�ur alle zu nteilerfremden ganzen Zahlen a !
Lösung: ap−1 ≡ 1 mod p f�ur alle zu p teilerfremden a, und aq−1 ≡ 1 mod q f�ur alle zu
q teilerfremden a. Ist r ein gemeinsames Vielfa
hes von p − 1 und q − 1, ist daher au
h
ar ≡ 1 f�ur alle zu n = pq teilerfremden a. Da

p − 1 = 1360 = 24 · 5 · 17 und q − 1 = 27 · 33 ,haben p − 1 und q − 1 den ggT 24 = 16 und somit das kleinste gemeinsame Vielfa
he
r =

(p − 1)(q − 1)

16
=

ϕ(n)

16
= 293760 .

Aufgabe 3: (9 Punkte)a) Bere
hnen Sie im K�orper F31 die Elemente
x1 = 5 − 32, x2 = 25, x3 = 22014, x4 =

3

25
und x5 = 29! =

29∏

i=1

i

Lösung: In F31 ist x1 = 5 − 9 = −4 = 27 und x2 = 25 = 32 = 1. Da 2014 ≡ 4 mod 5folgt, da� x3 = 24 = 16 ist.Zur Bere
hnung von x4 m�ussen wir zun�a
hst �uber den erweiterten Euklidis
hen Algo-rithmus das multiplikative Inverse von 25 bestimmen:
31 : 25 = 1 Rest 6 =⇒ 6 = 31 − 25

25 : 6 = 4 Rest 1 =⇒ 1 = 25 − 4 · (31 − 25) = 5 · 25 − 4 · 31Somit ist 5 · 25 ≡ 1 mod 31; im K�orper F31 ist also x4 = 3/25 = 3 · 5 = 15. Zur Probek�onnen wir no
h na
hre
hnen, da� in der Tat 15 · 25 = 15 · (−6) = −90 = 3 − 3 · 31 ist.F�ur x5 s
hlie�li
h verwenden wir am besten die Wilsons
he Kongruenz. Sie besagt, da�
x5 · 30 =

∏30
i=1 i = −1 ist. In F31 ist 30 = −1, also ist −x5 = −1 und x5 = 1.b) Bestimmen Sie die kleinste nat�urli
he Zahl, die eine primitive Wurzel modulo 31 ist!

Lösung: Die Eins kommt nat�urli
h ni
ht in Frage, genauso wenig die Zwei, denn wie wiraus a) wissen, ist 25 ≡ 1 mod 31.Die Ordnung von (Z/31)× ist 30 = 2 ·3 ·5; ein Element x hat also genau dann die Ordnung30, wenn x6, x10 und x15 allesamt von eins vers
hieden sind.F�ur x = 3 ist x2 = 9, x4 = 92 = 19, x5 = 3 · 19 = 26, x6 = 3 · 26 = 16 6= 1, und au
h
x10 = 262 = (−5)2 = 25 und x15 = 25 · 26 = (−6) · (−5) = 30 = −1 sind beide von einsvers
hieden. Somit ist x30 die erste Dreierpotenz, die in F31 glei
h eins ist; die Drei istalso eine primitive Wurzel.
) Geben Sie zu jeder m�ogli
hen Ordnung eines Elements von F

×

31 ein Element an, das exaktdiese Ordnung hat!



Lösung: M�ogli
h sind alle Teiler von 30, also 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 und 30. Wie wir aus b)wissen, hat 3 die Ordnung 30, ihr Quadrat 9 hat also Ordnung 15 und 33 = 27 hat dieOrdnung zehn. Die Zwei hat na
h a) Ordnung f�unf. 35 = 9·27 = 9·(−4) = −36 = −5 = 26hat die Ordnung se
hs, sein Quadrat 262 = (−5)2 = 25 hat die Ordnung drei, −1 = 30die Ordnung zwei, und nur die Eins hat Ordnung eins.
Aufgabe 4: (4 Punkte)a) Der (wenn au
h viellei
ht ni
ht unter Ba
helorstudenten) bekannte Mathematiker MaximKontsevi
h feiert heute seinen f�unfzigsten Geburtstag. An wel
hem Wo
hentag wurdeer geboren?
Lösung: Heute ist Montag, der 25. August 2014; geboren wurde er also am 25. Augustdes S
haltjahrs 1964, allerdings na
h dem 29. Februar. Daher liegt der Wo
hentag seinesersten Geburtstag nur einen Tag hinter dem seiner Geburt. S
haltjahre, die den Wo
hentagum zwei vers
hieben, sind nur die zwis
hen 1968 und 2012. Da au
h 2000 ein S
haltjahrwar, sind das 12 St�u
k. Insgesamt vers
hob si
h also der Wo
hentag seit seiner Geburt um
50 + 12 = 62 ≡ 6 mod 7. Da heute Montag ist, wurde er also an einem Dienstag geboren.b) Der ehemalige indis
he Premierminister Moraji Desai wurde am 29. Februar 1896 ge-boren und starb am 10. April 1995. Wie oft konnte er seinen Geburtstag an einem29. Februar feiern? (1896 war er nat�urli
h no
h zu jung zum Feiern.)
Lösung: Da 1900 na
h dem gregorianis
hen Kalender kein S
haltjahr ist, mu�te er damalsseine Feier auf einen anderen Tag verlegen; am 29. Februar konnte er nur in den S
halt-jahren von 1904 bis 1992 feiern, also 23 Mal.
Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Die Zahl N = 98587 hat keinen Primteiler, der wesentli
h kleiner ist als ihre Quadratwur-zel. Bestimmen Sie ihre Primzerlegung!
Lösung: Wenn kein Primfaktor wesentli
h kleiner ist als die Quadratwurzel, kann es nurzwei Primfaktoren geben, die si
h beide ni
ht stark von der Quadratwurzel und damitau
h voneinander unters
heiden. Daher ist das Verfahren von Fermat zu empfehlen:
98587 + 1 = 98588 und 98587 + 22 = 98591 sind keine Quadratzahlen, aber

98587 + 32 = 98596 = 3142 .Somit ist 98587 = 3142 − 32 = (314 − 3)(314 + 3) = 311 · 317.b) Wel
he Zahlen 1 < e < 10 kommen als �o�entli
he Exponenten f�ur ein RSA-System mitModul N in Frage?
Lösung: 311 − 1 = 310 = 2 · 5 · 31 und 317 − 1 = 316 = 22 · 79; daher darf e dur
h keineder Primzahlen 2, 5, 31 und 79 teilbar sein. Im angegebenen Berei
h tri�t dies zu auf dieExponenten 3, 7 und 9.
) Bestimmen Sie f�ur den �o�entli
hen Exponenten e = 19 einen m�ogli
hst kleinen privatenExponenten!
Lösung: 310 und 316 haben nur die Zwei als gemeinsamen Primfaktor; ihr kleinstesgemeinsames Vielfa
hes ist daher 1

2
· 310 · 316 = 48980. Wir wenden den erweiterten



Euklidis
hen Algorithmus an auf diese Zahl und e = 19:
48980 : 19 = 2577 Rest 17 =⇒ 17 = 48980 − 2577 · 19

19 : 17 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 19 − (48980 − 2577 · 19) = 2578 · 19 − 48980

17 : 2 = 8 Rest 1 =⇒ 1 = (48980−2577 ·19)−8 ·(2578 ·19−48980) = 9 ·48980−23201 ·19Da der Faktor vor 19 negativ ist, addieren wir das kgV und erhalten
d = 48980 − 23201 = 25779 .d) Wie viele Multiplikationen modulo N sind notwendig, um eine Na
hri
ht in diesem Systemmit e = 19 zu vers
hl�usseln?

Lösung: 19 = 16 + 2 + 1; zur Bestimmung von me mod N bere
hnet man daher zwe
k-ma�igerweise dur
h sukzessive Quadrierung modulo N die Zahlen m2 mod N, m4 mod N,
m8 mod N und m16 mod N; dann ist m19 mod N = m16 ·m2 ·m mod N. Ben�otigt werdenalso vier Quadrierungen und zwei sonstige Multiplikationen modulo N, insgesamt se
hsMultiplikationen.
Aufgabe 6: (10 Punkte)a) Bestimmen Sie die Kettenbru
hentwi
klung von √

5 !
Lösung: Da 22 < 5 < 32, ist der ganzzahlige Anteil zwei.

1√
5 − 2

=

√
5 + 2

5 − 22
= 2 +

√
5hat dementspre
hend den ganzzahligen Anteil vier, und 2 +

√
2 − 4 =

√
5 − 2, d.h. ab hierwiederholt si
h die Re
hnung und au
h alle weiteren KoeÆzienten sind vier. Die gesu
hteKettenbru
hentwi
klung ist daher

√
5 = [2; 4] = 2 +

1

4 +
1

4 +
. . . .b) Finden Sie einen N�aherungsbru
h f�ur√5 mit m�ogli
hst kleinem Nenner, der si
h h�o
hstensum 10−2 von √

5 unters
heidet!
Lösung: Die ersten Konvergenten der gerade bere
hneten Kettenbru
hentwi
klung sind

2, 2 +
1

4
=

9

4
und 2 +

1

4 +
1

4

= 2 +
1

17

4

= 2
4

17
=

38

17Der letzte dieser Br�u
he hat Nenner 17; da 172 > 102 = 100, hat er einen kleinerenApproximationsfehler als 10−2.
) Finden Sie eine ganzzahlige L�osung der Glei
hung x2 − 5y2 = 1 !
Lösung: Wir k�onnen die Nenner und Z�ahler der Konvergenten der Kettenbru
hentwi
k-lung dur
hprobieren: 22 − 5 · 12 = −1, aber 92 − 5 · 42 = 1. Somit ist x = 9, y = 4 eineL�osung.



d) In der Kettenbru
hentwi
klung der reellen Zahl x seien alle KoeÆzienten glei
h der na-t�urli
hen Zahl a, d.h.
x = [a] = a +

1

a +
1

a +
. . . .Bestimmen Sie x !

Lösung: x erf�ullt die Glei
hung x = a+ 1
x
; Multiplikation mit x ma
ht daraus x2 = ax+1oder (x− a

2
)2 = 1+ a2

4
. Somit ist x eine der beiden Zahlen a

2
±

√

1 + a2

4
. Da der Ausdru
kunter der Wurzel gr�o�er ist als das Quadrat von a

2
, liefert das Minuszei
hen eine negativeZahl, w�ahrend x wegen a ∈ N positiv sein mu�. Daher ist x = a

2
+

√

1 + a2

4
.e) Was erhalten Sie speziell f�ur a = 4 ?

Lösung: x = 2 +
√

1 + 4 = 2 +
√

5, ganz in �Ubereinstimmung mit a).
Aufgabe 7: (8 Punkte)a) Zeigen Sie, ausgehend von der Kongruenz 202062 ≡ 1 mod 54329, da� p = 54329 keinePrimzahl sein kann!
Lösung: W�are p eine Primzahl, so w�are Z/p ein K�orper, und dort h�atte die quadratis
heGlei
hung x2 = 1 nur die beiden L�osungen x = 1 und x = −1 = p − 1. Da 20206 eineweitere L�osung ist, kann p ni
ht prim sein.b) Wie lassen si
h aus obiger Glei
hung zwei ni
httriviale Faktoren von p bestimmen? (DieFaktoren m�ussen ni
ht bere
hnet werden.)
Lösung: 202062 − 1 = 20205 × 20207 ist dur
h p teilbar, teilt aber keinen der beidenFaktoren. Daher sind ggT(20205, p) und ggT(20207, p) ni
httriviale Faktoren.(ggT(20205, p) = 449 ist prim und ggT(20207, p) = 121 = 112.)
) F�uhren Sie f�ur p sowohl den Fermat-Test als au
h den Test von Miller und Rabinf�ur die Basis a = 20206 dur
h! Sie k�onnen dabei neben der Kongruenz aus a) au
h no
hbenutzen, da� p − 1 = 8 × 6791 ist und a6791 ≡ a mod p.
Lösung: Wegen p − 1 = 8 × 6791 ist 23 = 8 die maximale Zweierpotenz, dur
h die
p − 1 teilbar ist. F�ur den Test von Miller und Rabin mu� zun�a
hst a6791 ≡ a mod pbere
hnet werden; das Quadrat davon ist modulo p glei
h eins. Somit hat p den Test vonMiller und Rabin ni
ht bestanden. Da aber bereits a2·6791 ≡ a2 ≡ 1 mod p ist, mu�erst re
ht ap−1 ≡ 1 mod p sein, so da� der Fermat-Test die Zusammengesetztheit von pni
ht erkennt.
Aufgabe 8: (10 Punkte)Untersu
hen Sie, wel
he der folgenden Kongruenzen l�osbar sind, und bestimmen Sie ge-gebenenfalls eine L�osung:a) x2 ≡ 7 mod 31

Lösung: Da 31 eine Primzahl ist, k�onnen wir das �uber das Legendre-Symbol ents
hei-den. Na
h dem quadratis
hen Reziprozit�atsgesetz gilt, da 7 ≡ 31 ≡ 3 mod 4 ist,
(

7

31

)

= −

(

31

7

)

= −

(

3

7

)

=

(

7

3

)

=

(

1

3

)

= 1 ,



denn die Eins ist nat�urli
h ein Quadrat modulo drei. Somit ist die Kongruenz l�osbar.Da 31 ≡ 3 mod 4 ist und 31+1
4

= 8, wissen wir, da� dann 78 mod 31 eine L�osung seinmu�. 72 mod 31 = 18, 74 ≡ 182 = 324 ≡ 14 mod 31 und 78 ≡ 142 = 196 ≡ 10 mod 31. Inder Tat ist 102 = 100 = 3 · 31 + 7.b) x2 ≡ 11 mod 35

Lösung: Da 35 = 5·7 keine Primzahl ist, k�onnen wir hier ni
ht einfa
h das Ja
obi-Symbolausre
hnen und na
h dessen Wert ents
heiden. Na
h dem 
hinesis
hen Restesatz ist dieGlei
hung genau dann modulo 35 l�osbar, wenn sie modulo f�unf und modulo sieben l�osbarist. Modulo f�unf wird sie zur Glei
hung x2 ≡ 11 mod 5 oder �aquivalent x2 ≡ 1 mod 5.Die ist nat�urli
h l�osbar, z.B. mit x = 1. Modulo sieben erhalten wir x2 ≡ 11 ≡ 4 mod 7,au
h das ist l�osbar, z.B. mit x = 2. Somit ist au
h die Ausgangsglei
hung l�osbar; wirerhalten eine L�osung, wenn wir na
h dem 
hinesis
hen Restesatz ein x konstruieren mit
x ≡ 1 mod 5 und x ≡ 2 mod 7. Der Euklidis
he Algorithmus, angewandt auf sieben undf�unf gibt uns

7 : 5 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 7 − 5

5 : 2 = 2 Rest 1 =⇒ 1 = 5 − 2 · (7 − 5) = 3 · 5 − 2 · 7Somit ist
3 · 5 = 15 ≡

{
1 mod 7

0 mod 5
und − 14 ≡

{
0 mod 7

1 mod 5
.Die Zahl 15·2−14·1 = 16 ist daher kongruent eins modulo f�unf und kongruent zwei modulosieben und damit eine L�osung. In der Tat ist 162 = 256 = 7·35+11, d.h. 162 ≡ 11 mod 35.
) x2 ≡ 13 mod 37

Lösung: 37 ist prim und kongruent eins modulo vier; na
h dem quadratis
hen Rezipro-zit�atsgesetz ist
(

13

37

)

=

(

37

13

)

=

(

11

13

)

=

(

13

11

)

=

(

2

11

)

= (−1)(112−1)/8 = (−1)15 = −1 .Somit ist diese Kongruenz ni
ht l�osbar.d) Die nat�urli
he Zahl n sei kongruent sieben modulo a
ht. Zeigen sie, da� n ni
ht als Summedreier Quadratzahlen ges
hrieben werden kann! (Hinweis: Betra
hten Sie die Quadratemodulo a
ht!)
Lösung: Quadrate modulo a
ht sind 02 = 0, 12 = 72 = 1, 22 = 62 = 4 und 32 = 52 = 1,also 0, 1 und 4. W�are n = x2 + y2 + z2, so w�are modulo a
ht daher sieben eine Summeaus drei Summanden, die allesamt 0, 1 oder 4 sein m�ussen. O�ensi
htli
h mu� es genaueine Vier geben. aber die restli
he Drei l�a�t si
h ni
ht als Summe von zwei Summandenaus {0, 1} darstellen.


