Kapitel 7
Quadratische Formen

Eine quadratische Form ist ein Ausdruck der Form
F(zx,y) = Az + Bzy+Cy?> mit A,B,C € Z;

die Zahlentheorie interessiert sich vor allemigaivelche Werte'(x, 1)
furz,y € Z annehmen kann.

81: Summen zweier Quadrate

Der einfachste Fall ist die For#i(z, y) = 22 +2. Sie Hangt eng zusam-
men mit der Hauptordnung[:] von Q[:], denn

2? +y? = (z +iy)(x — iy)
istdie Norm vone+iy. Eine ganze Zahl ist also genau dann als Summe

zweier Quadrate darstellbar, wenn sie die Norm eingr€sschen gan-
zen Zahl ist.

Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch vier teilbar, deer eingera-
den Zahl 2 + 1 ist 4:? + 4k+ = 1 mod 4; somit ist jede Summe zweier
Quadrate kongruent null, eins oder zwei modulo vier. Eing Kangru-
ent drei modulo vier kann also nicht als Summe zweier Quadnddn
auftreten.

Auf der Suche nach positiven Ergebnisséniken wir uns auf Primzah-
len beschiinken, denn wie IBONACCI bereits im dreizehnten Jahrhun-
dert zeigte, gilt:

Lemma: Sind zwei Zahlem,m € N darstellbar als Summen zweier
Quadrate, so gilt dasselbi@rfihr Produktnm.
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Beweis:Wennn undm als Summen zweier Quadrate darstellbar sind,
gibt esa, 8 € Z[i], so dalln = N(«) undm = N(0) ist. Wegen der
Multiplikativit at der Norm ist danmm = N(«3) ebenfalls eine Norm

und damit als Summe zweier Quadrate darstellbar. .

FIBONACCI bewies dieses Lemma ii@lich nichtiber den Umweg mit
Normen Qwussscher Zahlen; er fand eine explizite Forméi fdie
Darstellung des Produkts als Summe zweier Quadrate. E€hanch
dabei um dieselbe Formel, zu der wir auch durch Ausmuligrien der
Gleichung N¢) - N(8) = N(af) fura = a +ibund g = ¢ + id kamen:

(a? + b%)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? |

Da 2 = P + 1% als Summe zweier Quadrate darstellbar istiseen
wir daher nur die ungeraden Primzahlen untersuchen. Higsesmi wir
bereits, dal3 Zahlen kongruent drei modulo vier keine Summaener
Quadrate seindnnen.

Satz: Eine ungerade Primzallist genau dann darstellbar als Summe
zweier Quadrate, wenp = 1 mod 4. Diese Darstellung ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Summanden.

Beweis:Aus Kapitel I,58 wissen wir, dal3 die multiplikative Gruppe des
KorperF, von einem einzigen Elemepterzeugt wird. frp = 4k + 1

ist danng™ = 1, alsog® = —1. Somitist-1 = p — 1inF,, ein Quadrat.

In Z gibt es daher Zahlen, fur die z2 = —1 modp ist oder, anders
ausgedickt,z?+1 = ¢pfureint € N. Dajede Restklasse modyleinen
Vertreter mit Betrag kleinep/2 entfélt, kdnnen wir dabei annehmen,
dal3|z| < p/2ist; dann ist mit einer geeigneten adichen Zahl/

2 2

p p

241 = Y+ T = _
r°+1 £p<4 1<2—$€<p

Es gibt also eird¥ < p, so dal’fp Summe zweier Quadrate ist. Das
kleinste solché seim; wir missen zeigen, dafd = 1 ist.

Zunachst ist klar, dafn eine ungerade Zahl sein mul3, denn aus der
Formelz? + y? = mp mit gerademn folgt, daRx undy entweder beide
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gerade oder beide ungerade sindt: y sind also gerade und

:13+y2 :E—yz 302+y2 m
=+ = :—p’
2 2 2

im Widerspruch zur Minimalét vonm.

Falls die Behauptung falschare, nuldte somitn > 3 sein. Wir defi-
nieren dann zwei neue Zahlenv € Z durch die Bedingungen

%, lv| < %, u=xmodm und v=ymodm.
Offensichtlich ldonnen nicht beide dieser Zahlen verschwinden, denn
sonst viarenz und y beide durchm teilbar, also vire 22 + y? = mp
durchm? teilbar. Das kann aber nicht sein, demist prim undm < p.
Weiter ist

Juf <

u?+ 02 = 2% +y?>=mp =0 modm,

also gibt es eine nétliche Zahlr, so daf? + v? = rm ist. Dau? + v?
kleiner ist alsim?, istr < 2.

Nach der zu Beginn des Paragraphen zitierten Formel v&@DoNACCI,
d.h. also durch explizite Berechnung ver+¢v)(z+iy) und Berechnung
der Norm davon, erhalten wir die Formel.

(rm)(mp) = (u® + 0%)(2® +y?) = (zu + yv)* + (rv — yu)®.

Dabei ist nach Definition von undv
zu+yv = z? +y? = 0 modm undzv — yu = zy — yx = 0 modm
beide Zahlen sind also dureh teilbar. Somit gibt es natliche Zahlen
X, Y mit

(rm)(mp) = m?rp = (mX)?+ (mY)? oder rp=X?+Y?.
Dar < %, widerspricht dies der Minimakit vonm.
Damit haben wir gezeigt, dafs = 1 sein muf3, d.mlaldtsich als Summe

zweier Quadrate darstellen. Wirlissen uns nociiberlegen, dal’ diese
Darstellung bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindastig

Angenommen, es gibt zwei Darstellunger =2+ y? = v +v2. In Z[i]
Ist dann

p= (@ +iy)r — i) = (u+iv)(u —iv).
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Alle Faktoren haben Norm und sind somit irreduzibel, und ags des
vorigen Kapitels wissen wir, daR[:] ein EUKLIDischer, insbesondere
also faktorieller Ring ist. Daher unterscheiden sich didé&e Zerlegun-
gen nur durch Einheiten vaf]:]. Auch diese kennen wir aus Kapitel 6:
Nach dem Lemma au® sind es genau die Elementd und+:. Somit
ist entweder:? = 2 undy? = v? oder umgekehrt, womit die Eindeutig-
keit bewiesen \re. .
Als erste Anwendung davorbknen wir die Primzahlen im Ring|[]
der Gaussschen Zahlen bestimmen:

Korollar: Eine Primzahp € Nistgenau dannirreduzibel #{:], wenn
p = 3 mod 4. Andernfalls zedllt sie in das Produkt zweier konjugiert
komplexer irreduzibler Elementet is mit r2 + s% = p.

Beweis:p = 2 = (1 +:)(1 — ¢) zerfallt offensichtlich, und dies ist bereits
die Primzerlegung, denN'(1 + 7) = 2 hat keine echten Teiler.

Falls eine ungerade Primzghéinen echten Teiler+is hat, ist sie auch
durchr — is teilbar. Da die Norm vom gleich p? ist undr =+ is keine
Einheiten, mul3V(r+is) = p sein. Damit folgt zuachst, daf+s prim
sind, denn ein echter TeileriifSte als Norm einen echten Teiler vpn
haben. AuBerdem folgt, daR sich« is)(r — is) = r? + s> hdchstens
durch eine Einheit vop unterscheidet. Da beides positive Zahlen sind,
mul3 diese gleich eins sein, d.h. die PrimzerlegungpionZ[] ist

p=(r+is)(r —is) =r?+s°.

Nach dem Satz ist dahger= 1 mod 4.

Istumgekehrp = 1 mod 4, so gibt es nach dem Satz zwei ganze Zahlen
r, s, s0dafp = r?+s?ist, d.hp = (r+is)(r —is) zerfalltin Z[:], und das
Argument aus dem vorigen Abschnitt zeigt, dal? dies die Farlagung

Ist.

Somit zerfallen genau die Primzahlgrn= 1 mod 4 und die Zwei, d.h.
genau diev = 3 mod 4 bleiben prim. .
In der Abbildung sind die @ssschen Primzahler + ib der Norm
hochstens 1000 durch Quadrate um den Puaks)(c R? dargestellt.
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Mancher Leser wird hier ein gelegentlich von Designern esmetes
Muster erkennen.

Kehren wir zuiick zur Ausgangsfrage: Wann kann eine vorgegebene
natirliche Zahl als Summe zweier Quadrate dargestellt werden?

Satz: Eine natirliche Zahln laf3t sich genau dann als Summe zweier
Quadrate schreiben, wenn jeder Primteiler 3 mod 4 in der Primzer-
legung vonn mit einer geraden Potenz auftritt.

Beweis:Zunachst ist die Bedingung hinreichend, denn da m#uch
jedes Produkt?n als Summe zweier Quadrate darstellbar igtyken
wir die Primteilerp = 3 mod 4 ignorieren. Nach dem gerade bewiese-
nen Satz wissen wir, dal3 jede Primzahi 1 mod 4 Summe zweier
Quadrate ist, und natlich gilt dies auchiir 2 = 2 + 12. Damit ist nach
dem obigen Lemma auch jedes Produkt solcher Primzahlenuaisn®
zweier Quadrate darstellbar.

Umgekehrt sein = 22 + y? undd = ggT(z, y). Mit 2 = du, y = dv
undn = d?m ist dannm = u? + v?, und m enttalt genau dann einen
Primteilerp = 3 mod 4 in ungerader Potenz, wenn di@sf der Fall ist.
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Ein solcher Primteilep teilt auchu?+v? = (u+iv)(u — iv) im Ring Z[4]
der (aussschen Zahlen. Fallp auch dort eine Primzahl ist, muyf
mindestens einen der beiden Faktoren teilen; komplexe ugarijon
zeigt, dafd es dann auch den anderen teilt. Damit teilt es dedn
Summe 2 und Differenz 2v; dap ungerade ist undeine Einheit, teilt
p also die zueinander teilerfremden Zahteandw, ein Widerspruch.

Somit istp in Z[i] keine Primzahl; nach obigem Korollar muf3 daher
p = 2 oderp = 1 mod 4 sein. Damit ist jeder Primteiler= 3 mod 4
von n zugleich ein Teiler vonl und tritt in » daher mit einer geraden

Potenz auf. .

Fur zusammengesetzte Zahlen ist die Darstellung als Summeezw
Quadrate im allgemeinen nicht mehr eindeutiger die Primzerlegung
in Z[i] a3t sich die Anzahl verschiedener Darstellungen leiclarerkn:
Natirlich entsprechen auchurf eine beliebige natliche Zahln die
Darstellungen als Summe zweier Quadrate den Darstelluagem
als Norm eines Elements vdi[i], wobei assoziierte Elemente bis auf
Reihenfolge auf dieselbe Zerlegunghfen.

Aus der Primzerlegung von in Z konnen wir leicht auf die Prim-
zerlegung inZ[:] schlielRen: Primzahlen kongruent drei modulo vier
bleiben nach obigem Korollar auch #i:] irreduzibel, die kongruent
eins modulo vier sind Produkte zweier konjugierter Eleraent- iy.

Die beiden Faktoren sind nicht assoziiert, denn somseyx| = |y| und

p = 22 + y* ware gerade. Die Zwei schlieRlich ist Produkt der beiden
irreduziblen Elemente % ¢, und die sind assoziiert zueinander, denn
(L—12)-1=1+q.

Wir sortieren daher in der Primzerlegung vemach den Kongruenz-
klassen modulo vier der Primfaktoren:

nZZGHpjoqig’“ mit p,=1mod4 ¢, =3mod4.
=1 k=1

Fur jedesp; wahlen wir einr; € Z[:] derart, dal3r; - 7; = p; ist; dann
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Istn in Z[i] assoziiert zu

(1 +Z‘)2€ Hﬂfj Hffﬂ qugk )
j=1 j=1 k=1
Ein Elementa € Z[1], fur das N¢) = n sein soll, hat daher bis auf eine
Einheit die Form

T T S
: hy TT =fi—h;
a=(1+1)° ||‘ﬂjj || ﬂ§3 g || qr,
=1 j=1 k=1

mit 0 < hj < fj. Die Anzahl verschiedener dglichkeiten ist somit

gleich dem Produkt derf( +1), wobei hier allerdings die Darstellungen

n = 2% +y? undn = y? + 22 fur 2 # y als verschieden géahlt werden.

Die im Vergleich zur Gol3e vorm meisten verschiedenen Darstellungen
gibt es offenbar dann, wenm ein Produkt verschiedener Primzahlen
ist, die allesamt kongruent eins modulo vier sind. In dies@thist die
Anzahl der Darstellungen gleich zwei hoch Anzahl der Fator

§2: Anwendung auf die Berechnung vonr

Aus der Analysis | ist bekannt, dal gilt

3 ZL’S ZL’7 ZL’9 ZL‘ll ZL’13 ZL’lS

X
=y -+ 4+ + - + ...
arctan = 3 5 7 9 11 13 15 ’

falls es jemand nicht mehr weil3: Die Ableitung des Arkustargist
1/(1 +2?), und nach der Summenforméirfdie geometrische Reihe ist
1
1+22
Durch gliedweise Integration folgt wegen arctan O = O digyelbiormel.
Eine bekannte Anwendung davon ist der Speziaifadl 1:

7T—arctan1—1—1+1—1+1—1+1—1+
4 "3 5 7 9 11 13 15

Zur praktischen Berechnung varist diese Formel allerdingllig un-
brauchbar und der Alptraum eines jeden Numerikers:aghst einmal
sind alternierende Summen gruatdich problematisch, allerdings ist
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das hier vergleichsweise harmlos: Wenn wir jeden negaBtanman-
den von seinem Vognger subtrahieren, bekommen wir eine Reihe

i 2 2 2 2

_ = + + + +...

4 1.3 5.7 9-11 13-15
mit lauter positiven Gliedern. Die Summanden sind jedoam@&nnoch
monoton fallend, so dald die Rundungsfehler der ersten iddéin bei
hinreichend langer Summationdg$er sind als die hinteren Summanden.
Man muf3 also, wenn man eine endliche Teilsumme berechngwanil
hinten nach vorne summieren und damit bereits vor BeginrReeh-
nung die Anzahl der Terme festlegen. Bei jederdnng der Anzahl
der Summanden mul} die gesamte Rechnung von vorne beginnen.

Dazu kommt, dal3 die Reihe extrem langsam konvergiert: BEngen
wir obige Gleichung durch zwei und berechnén f

T~ 1
g_;(4n+l)(4n+3)

die Teilsummen

N 1
Sy = :
N nzg (4n + 1)(4n + 3)

so erhalten wiriiir die ersten Zehnerpotenzéhdie folgenden Fehler:

N 10 100 1000 10000
r—8Sy 45-10% 50-10° 50-10* 50-107°
N 100000 1000000 10000000 100000000

r—8Sy 50-10° 50.107 50-10° 50-10°

Fir eine zuatzliche Dezimalstelle muf3 also der Rechenaufwand ziem-
lich genau verzehnfacht werden. Angesichts der Tatsadle,heute
mehrere Billionen Ziffern vonr bekannt sind ist klar, dal3 es bessere
Wege zur Berechnung vangeben muf3.

Einer davon benutzt Zahlen mit einer groRen Anzahl versigmer
Darstellungen als Summen zweier Quadrate. Die Reihddn Arkus-
tangens konvergiert sicherlich umso besser, je kleineWdet vonz ist.
Wenn wir also den Winke] aufteilen lonnen in mehrere kleine Winkel,
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deren Tangens wir kennen, sollten bessere Ergebnisse auemsein.
Genau das®nnen wir mit solchen Zahlen erreichen.

Angenommen, wir haberif eine Zahln die » verschiedenen Darstel-
lungen
— .2 2 _ — .2 2
n=xyty;=---=x.ty,

als Summen von Quadraten, wobgi < --- < y, sei. Dann ist
x; = vy,_;, denn wir kbnnen ja in jeder Darstellung die Reihenfolge
der Faktoren vertauschen. Wir wollen aul3erdem voraussetizin
nicht das Doppelte eines Quadrats ist, so daf’ stefsy, und somitr
eine gerade Zahl ist.

Die PunkteP, = (z,,y,) und @, = (—z,,y;) furi = 1,... r liegen
auf der Kreisliniez? + y> = n um den NullpunktO, genauso die
drei PunkteP, = (v/n,0), Qo = (=v/n,0) und P,,; = (0,/n).

Ps P,

Q3 ﬁ\PS

@1 / __ P,

Py

O

Da diey-Koordinateny, der P, der Gibl3e nach geordnet sind, ist

r r/2—1
g =N "LOPP,;=2 Y LOPP, +£OP, P, ;.
=0 =0
Leider ist keines der DreieckO P, P, ; rechtwinklig, so dal3 uns die
ganzzahligen Koordinaten der (meisteR) bei der Berechnung der

Winkel LOP, P, nichts rutzen.
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Nun lehrt uns aber ein Satz der Elementargeometrie, der (haAg zu
diesem Paragraphen bewiesene) Satz vom Innenwinkel, d&clee!
£LOP;P,,, doppelt so grof3 ist wie der WinkelsQ, P, P,,,. Letzterer
gehort zu einem rechtwinkligen Dreieck, denn idich andert sich
nichts am Winkel, wenn wir den Punk} ersetzen durch die senkrechte
ProjektionP; = (z,,4, ;) von P,,, auf die Geradé), P,. Somit ist
r/2—1
T — / / /
5" 2{0F,P, +4 Z £Q; PPy +2£Q, 5P, /5P, 241 -
=1
Division durch zwei macht daraus
r/2—1
T
1° £LOFyP; +2 Z £QiP{ Py + £Q, 2P 1oP, j241 -
=1
In dieser Darstellung sind die drei Punkte, die den Winketibemen, in
allen Rallen die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks, sieesimadile-
samt ganzzahlige Koordinaten, und zumindest die KatheteDikiecke
haben ganzzahligedngen. Somit &nnen wir alle auftretenden Winkel
ausdiicken durch Arkustangenswerte rationaler Zahlen.

Als Beispiel betrachten wir das kleinste Produkt dreieisebredener
Primzahlen kongruent eins modulo vier, alse 5-13-17 = 1105. Aus
den Darstellungen

5=12+22, 13=2+3 und 17=%+4?
verschafft man sich leicht die vier Darstellungen
1105 = £+ 3% = P+ 32 =12+ 31> = 23 + 24,

zu denen nalfrlich auch noch vier mit vertauschten Faktoren kommen.
Wir haben also

P,=(334), P,=(329), P,=(3L12), P, = (24,23),
Py=(4,33), P;=(9,32), Ps=(1231), P5= (23 24);

dazu kommen noch die beiden Randpunke= (+/11050) sowie
Py = (0,v/1105).
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Die @, fur 1 < ¢ < 8 unterscheiden sich von der) nur durch das
Vorzeichen der Abszisse. Damibknen wir die Tangenten aller Winkel
bei O berechnen:

4
tan£O PP, =tan{OFPgFPy = LA 33
a1

— 5 1
x

— 3 _1
tanLOP,P; = tan{OFgP; = tan 24 ), P, P; = Ys— Yo _ 2 -

— _ y4—ys_11 1
tan{OP;P, =tan{OP:P; =tan 2{ Q, P, P, = ———= = — = —
34 56 37374 CUSICUL]_ 55 5

3/5_3/4:i

taniOP4P5 = tan 24624P4P5 = + 47
Ty T Ty

Die Summe aller dieser Winkel ist

T = arctani + 2 arctani + 2 arctani + 2 arctan} + arctani
4 33 13 21 5 47

Approximieren wir dies, indem wir jede der¥LOR-Reihen durch das
TAYLOR-Polynom vom Grad: ersetzen, erhalten wir die folgenden be-
tragsn@afiigen Abweichunged,, zwischenr und dem Vierfachen dieser
Summe:

n 1 3 5 7 9
A, 25-1072 52.10*% 14-10° 44.107 14.10°8
n 11 13 15 17 19

A, 5-101° 49.10° 6.102® 21.10% 77.10°'°

Die Verbesserung gegéeber der Berechnung vig = arctan 1 istdrama-
tisch: Die dort betrachtete Teilsumrfg entspricht der Auswertung des
TAYLOR-Polynoms vom Graa = 4N + 3, und selbst wenn wiN auf
hundert Millionen setzen, haben wir noch einen Fehler vat05”. Mit
dem neuen Ansatz kommen wir bereits mityTorR-Polynomen vom
Grad neun auf einen Fehler, der gerade mal ein Zehntel dasttigh
An Stelle von hundert Millionen Summanden muf3ten wir dazuf aof
TAYLOR-Polynome mit jeweilsiinf Summanden auswerten.
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Anhang: Der Satz vom Innenwinkel

Satz: P, (@, S seien Punkte auf einer Kreislinie mit MittelpunRt .

Dannist/ M P(Q = 2/SPQ.
P

Beweis:Am einfachsten ist der Fall, dal¥ auf der Verbindungsstrecke
von S mit einem der beiden Punkie
undq@ liegt; wir nehmen an, er liege auf
SP. (Der andere Fall ist spiegelsym-
metrisch dazu und geht genauso.) Dann
ist das DreieckAM S(Q gleichschenk-
lig, d.h. wir haben beiS und bei @
denselben Winkeb. Der verbleibende
Dreieckswinkel beiV/ ist somitr — 23.
Andererseits ist dies aber der Komple-
mentrwinkel zua = /M P(Q, also ist

a = 20, wie behauptet.

Der allgemeine Fall kann auf diesen Spezialfall imkgefihrt wer-
den: LiegenP und( auf verschiedenen
Seiten des Durchmessers durghdes-
sen anderer Endpunktsei, so eriillen

T auch die Punktes, P,T', M sowie die
Punkte S, Q,T, M die Voraussetzung
des Satzes, und in beiderdlien sind
wir in der Situation des bereits bewiese-

@ nen Spezialfalls. Addition der Ergeb-
nisse fir diese beiden &lle liefert das
Ergebnis @ir die Punktes, P, Q, M.

P
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Bleibt noch der Fall, da® und A auf derselben Seite des Durchmessers
T ST liegen. Auch in diesem Fall d@iflen
P wieder sowohl die Punkt&, P, T, M
als auch die Punkt8, Q, T, M die Vo-
raussetzungen des Satzes, und beides
Mal sind wir in der Situation des ein-
gangs bewiesenen Spezialfalls. Dieses
Mal fuhrt die Subtraktion dieser bei-
Q den Ergebnisse zum géwschten Re-
sultat {ir die Ausgangssituation mit den
PunktenS, P, Q, M.

g Damitist der Satz vollgindig bewiese;n.

83: Der Satz von Lagrange

Es ist nicht nibglich, eine beliebige natliche Zahl als Summe von
hochstens drei Quadratzahlen zu schreiben; das kleinstenBGepiel

ist die Sieben. Wie &LER vermutete und AGRANGE bewies, kommt

man aber immer mitéchstens vier Quadratzahlen aus.

Einer der vielen Beweise dieses Satzes ist rétintlich zu dem des
Zweiquadratesatzes ag$; statt mit dem RindZ[:] der Gaussschen
Zahlen arbeiten wir aber mit dem Ring

Z®7Zi®7Z d Ik

der ganzen Quaternionen. Auch hier haben wir eine Normding,
und eine ganze Zaht ist offensichtlich genau dann als Summe von
vier Quadraten darstellbar, wenn sie Norm einer ganzene@uan ist.
Wegen der Multiplikativiait der Norm reicht es also wieder, wenn wir
Primzahlerp betrachten.

Zur Vorbereitung zeigen wir z@athst

Lemma: Zu jeder Primzahp gibt es ganze Zahlen y, z € Z und eine
natirliche Zahlm < p, so daB giltmp = 22 + y? + 22
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Beweis:Fur p = 2 ist 2 = £ + 12 + 0%; sei alsop ungerade.

Von den Zahleru? mit 0 < a < %(p — 1) sind keine zwei kongruent
modulop, denna® — b* = (a + b)(a — b), und falls 0< a,b < 3(p — 1)
sind beide Faktoren kleiner gls Damit gibt es auch in den Mengen

M;={-a*|0<a<i(p-1)}

und
My={1+a*|0<a < 3(p-1)}

keine zwei Elemente, die modutdkongruent sind. Da die beiden Men-
gen disjunkt sind und jede davc%(p + 1) Elemente hat, endit ihre
Vereinigungp + 1 Elemente; hier mul es also mindestens zwei Elemen-
te geben, die modulp kongruent sind. Es gibt also Zahleny € Z

mit —z? = 1 +y? modp, d.h.z? + y2 + 1% = mp ist durchp teilbar. Da

x,y < %(p — 1), ist dabein < p und das Lemma ist bewiesen. .

Lemma: Jede Primzahp laf3t sich als Summe vondbhstens vier
Quadraten schreiben.

Beweis:Fur p = 2 wissen wir das; sei alsp wieder ungerade. Nach
dem vorigen Lemma gibt es eine adiche Zahlm < p derart, daf3
mp als Summe von sogabkbhstens drei Quadraten darstellbarisei
die kleinste nairliche Zahl, fir die /p als Summe von échstens vier
Quadraten darstellbar ist. Nalich ist dann aucli < p.

Ware/ eine gerade Zahl, soawe auch die Summe der vier Quadrate
gerade, und dazu gibt es dredilichkeiten: Entweder alle Summanden
sind gerade, oder alle sind ungerade, oder zwei davon snadigeder
Rest ungerade. Im letzteren Fall wollen wir die vier Zahlem, y, z so
anordnen, da® undx gerade sindy und z dagegen ungerade. Dann
sind in allen drei Bllenw + = undy + z gerade, und

w+zV [(w—zV y+z2 y—zz wrH?+yt 2% 4
+ + + = = _p,
2 2 2 2 2 2

im Widerspruch zur Minimaldt von/. Also ist/ ungerade, und falls
das Lemma falsch &re, nuf3te/ > 3 sein.
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Wir betrachten die modulé zu w, z, y, z kongruenten ganzen Zahlen
W, X,Y, Z vom Betrag kleiner /2. Wie schon beim Zwei-Quadrate-
Satz ldnnen diese nicht allesamt verschwinden, denn sorstnv
w,x,y, z durch ¢ teilbar, also ihre Quadratsumnde durch ¢?, was
wegen? < p fur eine Primzahp nicht moglich ist.

Somitist0< W2+ X2+Y2+ 7% < 4. (g)2 = (2. Andererseits ist aber
W2+X2+Y2+Z25w2+x2+y2+z250m0d€;
also ist
W2+ X?+Y2+Z%=¢m mit 1<m</.
Damit haben die Quaternionen
g=w+iz+jy+kz und Q=W +iX +jY +kZ

die Normen N§) = /p und N(@Q) = ¢m, ihr Produkt hat also die Norm
¢?mp. Zumindest von der Norm her spricht also nichts dagegen, daR
dieses Produkt durchteilbar sein kbnnte.

Tatsachlich istq@ durch? teilbar, und das sieht man am schnellsten
durch brutales Nachrechnen: In

qQ = (WW+zX+yY +22) +(—wX +2W —yZ + 2Y)i
+(—wY +yW — zX +22)] + (—wZ +z2W — 2Y + yX)k

sind alle vier Klammern durclf teilbar, denn modulo sind alle
Grol3buchstaben gleich den entsprechenden Kleinbucimstabedal3
die Koeffizienten von, |, k trivialerweise moduld verschwinden, und
fur den Realteil haben wir

wW + 2 X +yY +27Z = w?+ 2% +y?+ 22 = ¢p = 0 mod/ .
Somit ist

§:A+Bi+Cj+Dk

eine Quaternion mit ganzzahligen Koeffizienten, und

qQ\ _ N(gQ) _ N(g)N(@Q) _
)T e TTE T
Dies widerspricht aber der Minimadit von/.

A2+BZ+CZ+D2:N<

Somit muf¥ = 1 sein, und der Satz ist bewiesen.
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Satz (LAGRANGE): Jede nairliche Zahl &Rt sich als Summe von
hochstens vier Quadraten schreiben.

Beweis:Wie wir in Kapitel 6,57 gesehen habergldt sich eine Zahh
genau dann als Summe voadihstens vier Quadraten schreiben, wenn
sie Norm einer ganzen Quaternion ist. Da wir gerade gesealeanh
dalf? sich jede Primzahl als Summe varchstens vier Quadraten schrei-
ben ARt (und die Eins néatlich auch), folgt die Behauptung aus der
Multiplikativit at der Norm.

84: Quadratische Formen und Matrizen

Nachdem wir in den vorigen Paragraphen gesehen haben, dal3 di
spezielle quadratische Foreh+y? vielfaltige Beziehungen sowohl zum
ZahlkorperQ[i] als auch zu Anwendungen auf3erhalb der Zahlentheorie
haben, wollen wir uns nun etwas mit der allgemeinen Thealieher
Formen besdiftigen. In den Achsten Paragraphen werden wir sie dann
auf quadratische Zahtkper und die BLLsche Gleichung anwenden.

Viele abstrakte Aussageiber quadratische Formen werden einfacher,
wenn wir sie in lineare Algebrébersetzen. In Matrixschreibweise ist

B
Az®+ Bzy + Cy* = (z y>Q<x> mt Q:<§ 2)’
Yy > C

die quadratische Form kann also auch durch die symmetridalrex ()
beschrieben werden.

Die Determinante von) ist AC' — %BZ; bis auf einen Faktor-4 ist das
die ZahlB?—4AC, die wir in Kapitel 6,52 als Diskriminante eines Ele-
ments eines quadratisches Zairliers definiert haben. Witkinen also
hoffen, daf’ uns die lineare Algebra via Determinantentbéaussagen
uber die Werte einer quadratischen Form sowber Zusammerédnge
zwischen den Diskriminanten verschiedener Elemente ejoedrati-
schen Zahl&rpers gibt.

Die reellen Werte, die eine quadratische Form annehmen kangen
nicht davon ab, in welcher Basis d@$wir das Argumen(z) darstellen;
wir konnen die Basis daher bei Bedarf belielrglern.
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Das ist zum Beispiel iitzlich bei der Frage, wann eine quadratische
Form nur positive oder nur negative Werte annimmt:

Definition: Eine symmetrische Matrix) € R?*? und die dadurch

o _ . _ ositiv
definierte quadratische Forifiy,(z, y) = (z y)Q(y) helﬁen{gegaﬂv}

semidefinit, wennf(x,y) {3} O fur alle z,y € R. Sie heil3en
positiv
negativ

schwindet.

definit, wenn zuatzlich f(x,y) nur fur z = y = 0 ver-

Ein typisches Beispiel einer positiv definiten quadrateschi-orm ist
22+y?; hier istQ einfach die Einheitsmatrix. Die negative Einheitsmatrix
fuhrt auf die negativ definite Forma? — 2, die Diagonalmatrix mit
Eintragen +1 und-1 aufz? — y2, was sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann.

Beispiele von positiv semidefiniten, aber nicht positiv diédin Formen
sind etwaz?, (z + y)? oder (3 — 4y)? mit zugeldrigen Matrizen

o=(39) (1) woas(3 %)

Fur ein allgemeines Kriterium, wann eine Matrix positiv odesga-
tiv (semi-)definit ist, erinnern wir uns an einen Satz aus loearen
Algebra:

Satz: Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matiix € R™*" sind
reell und ihre geometrische Vielfachheit stimmt mit dereddgaischen
Uberein. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerteris&inkrecht
aufeinander; insbesondere it eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren vonQ).

Fir Leser, die diesen sogenanntepektralsatanicht kennen, sei kurz
ein Beweis @ir den Spezialfalh = 2 skizziert.



Kap. 7: Quadratische Formen 212

Die Matrix Q) = (Z i) hat das charakteristische Polynom

— A b

det@ — AE) = |

—(a—)\)(c—)\)—bz

a+c> (aZC) +ac — b2

(
( a+c> <a—c> e

2
+ J—
die Eigenwerte sind alsy, , = ¢ > ‘4 \/<a C) + b2,

=X —(a+c)\+ac—b*=

Da die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen nicht negaitivksan,
ist die Wurzel reell, und damit haben wir auch reelle Eigeneve

Fur n = 2 gibt es genau dann einen Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit ungleich eins, wenn die beiden Nullstellers adnarak-
teristischen Polynoms gleich sind, wenn also der Ausdrutkruder
Wurzel verschwindet, d.fu = c undb = 0. In diesem Fall is@ = (¢ °)

eine Diagonalmatrix, der Eigenraum ist also der gesdRiteso daR
auch die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts zwei ist

Ist \; Z A\, und sinda,, @, Eigenvektoren dazu, so ist

(Qay) - dy = (Mdq) - dp = Aq(dy - @) -
Andererseits ist (wie manatigenfalls leicht nachrechnetiif je zwei
Vektorenv, w und eine Matrix() das Skalarprodukt(§7) - w gleich

dem Skalarproduki - (Qw@), wobeiQ? die zu(Q transponierte Matrix
bezeichnet. &r eine symmetrische Matrix isp = Q7 also

(Qady) - dy = dy - (Qadyp) = dy - (Adp) = A(dy - @) -
Da A\; Z \,, kdnnen\,(a; - a,) und \,(a; - a@,) nur dann gleich sein,

wennda, - a, verschwindet, d.hz; unda, stehen senkrecht aufeinander.
|

Auch ein weiteres allgemeines Resultat aus der Lineareebhéghlit
sich hier einfach und direkt beweisen: Das Produkt allerefigerte
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einern x n-Matrix ist gleich der Determinante und die Summe gleich
der Spur, der Summe der Diagonalelemente also.

Fur symmetrische Z 2-Matrizen folgt dies sofort aus den obigen
Formeln fir die beiden Eigenwerte: Bei der Additioallt die Wurzel
weg, so dal3 wir Summe + ¢ erhalten, und das Produkt ist nach der
dritten binomischen Formel gleich

2
(a;’c)z— [(a;c) +b2] = ac — b7 = detQ) .

Ist @, ein Eigenvektor zu\,; und d, einer zu\,, so kbnnen wir jeden
Vektor (7) ausR? als Linearkombinatior(?) = ud, + v, schreiben.
Der Zeilenvektor £ y) ist dann die entsprechende Linearkombination
uds +wvds der zu deri; getbrigen Zeilenvektored? , und

X - = - =
@0Q(?) = 0 +oif)Qud, + iy
= (ual +val) <uQc?1 ¥ anz> = (wal +val) (uwl ¥ UAZZLZ)

= )\1“2 (6{61) + )\Zu’U (a{d’z) + )\1UU (5;61) + )\2'02 (a:g‘d’z) .

Das Matrixprodukﬁ’fc?j ist gleich dentiblichen Skalarproduld; - a;;
da diea, aufeinander senkrecht stehen, verschwindeties#¥ j, d.h.

x
(x 1)@ (y) = MuPdy - @y + Ap°a, - @,

wobei die Skalarprodukte der mit sich selbst néirlich positiv sind.
Falls wira, unda, als Einheitsvektoren &hlen, sind sie eins undknen
ganz weggelassen werden.

Damit ist klar, dal3 die quadratische Form genau dann nutmagative
Werte annimmt, weni\; und X\, beide positiv sind; genau dann, wenn
beide negativ sind, nimmt sie nur nichtpositive Werte ame BMatrix
und die zugebrrige quadratische Form sind also genau dann pdsativ
negativ semidefinit, wenn beide Eigenwertd® bzw.< 0 sind. Sie sind
positivbzw.negativ definit, wenn beide echt posibgzw.negativ sind.
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Fir eine positiv oder negativ semidefinite Matrix muf3 daherDieter-
minante> 0 sein; bei einer definiten Matrix mul3 sie positiv sein. Ob
sie positiv oder negativ definit ist, sagt uns dann die Spemndda die
beiden Eigenwerte (falkg 0) dasselbe Vorzeichen haben, ist dieses auch
das Vorzeichen ihrer Summe, der Spur. Wenn die Determinanteh?
positiv ist, nussena und ¢ dasselbe Vorzeichen haben; da auchc
gleich der Spur der Matrix ist, folgt

Lemma: a) Eine symmetrische Z 2-Matrix ist genau dann positiv
oder negativ definit, wenn ihre Determinante positiv isé St positiv
definit, wenn der Eintrag links oben positiv ist, anderrsfat sie negativ
definit.

b) Die quadratische Formz? + Bxy + C'y? ist genau dann definit, wenn
ihre DiskriminanteB? — 4AC negativ ist. Im Falled > 0 ist sie dann

positiv, sonst negativ definit.
|

So ritzlich der Wechsel zu einer Basis aus Eigenvektoren inedies
Fall auch war, iir die meisten zahlentheoretischen Fragen werden uns
nur solche Basiswechsel helfen, die ganzzahlige Punkigewria ganz-
zahlige Punktéiberfihren. Hier gilt

Lemma: Die lineare Abbildung

R? s R?

“16)-4G)

definiert genau dann eine Bijektic®? — Z2, wenn alle Eintage der
Matrix A ganzzahlig sind und dét/ = +1 ist.

Beweis:Da die Spaltenvektoren voh/ die Bilder der Basisvektoren
(}) und () sind, ist klar, da3»(Z?) genau dann ifZ? liegt, wenn alle
Eintrage vonM ganzzahlig sind. Solp(Z?) = Z? sein, muR zuatzlich
o~ }Z?) C Z?sein, d.h. aucts ~* darf nur ganzzahlige Eiriige haben.
In diesem Fall sind de¥/ und detM ~! beide ganzzahlig mit Produkt
eins, also ist det/ = +1.
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Hat umgekehrt eine MatriX}/ mit ganzzahligen Eingen Determi-
nante+1, so hat aucti/ ! ganzzahlige Eintige, denn die Spaltenvek-
toren von M~ sind die bsungen der linearen Gleichungssysteme
M(;”j) = () und M(;”j) = (2), die wir nach der @amERschen Regel
ausdiicken bnnen durch Biche mit ganzzahligenahlern und ded/

im Nenner. .

Setzen wir fir so eine Matrix\/ das BiIdM(;“") an Stelle vor(z) in die
guadratische Form ein, erhalten wir das Ergebnis

(M<x>)T'Q-M<z> = y) (M QM) (5) ,

Y

das wir auch erhalterétten, wenn wir(z) in die quadratische Form zur

Matrix M T QM eingesetzt &tten. Da(z) — M(z) eine Bijektion von
Z? nachZ? definiert, nehmen die quadratischen FormerQzund zu
MTQM also dieselben Werte an. Deshalb definieren wir

Definition: Die quadratischen Formen mit Matrizeh und(@)-, hei3en
aguivalent,wenn es eine Matrix\/ mit ganzzahligen Ein&gen und
det)M = +1 gibt, so daf®), = M7 Q.M.

Lemma: Zwei aquivalente quadratische Formen haben dieselbe Dis-
kriminante.

Beweis:Bis auf den Faktor-4 ist die Diskriminante gleich der Deter-
minante der Matrix und dep, = detM7” - detQ, - detM = detQ,, da
detM =detM” = +1 ist.

85: Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalit “aten

Die rationalen Zahlen sind genau diejenigen reellen Zalleren Ket-
tenbruchentwicklung nach endlich vielen Schritten aldtirié/ir wollen
sehen, dal3 wir auch quadratische Irratioasdih, d.h. Elemente eines
quadratischen Zahtkpers, die nicht inQ liegen, durch ihre Ketten-
bruchentwicklung charakterisierehnen.
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In den Beispielen der Kettenbruchentwicklungen v@undy/3 kamen
wir in Kapitel 5 auf periodische Folgen. Wie sich zeigen wist dies
charakteristischifr quadratische Irrationaditen.

Nach der Formel am Ende v@2 von Kapitel 5 gilt fir die Zahleny,,
aus dem Algorithmus zur Kettenbruchentwicklung die Glaruip
— Ctnpn—Z + pn—l
anqn—Z + qn—l ’

wobeip,, undg,, Zahler und Nenner det-ten Konvergente sind. Mit

M = (pn—Z pn—l) ist M (an> = <anpn—2+pn—l> ’
dn—2 Adn—1 1 Qplp2 % qy 1

die Vektoren(%) und M (%) sind also proportional zueinander.

Als quadratische Irrationadit geriigt o einer quadratischen Gleichung
Ac?+Ba+C = 0; der Vektor($) wird also von der quadratischen Form
Az? + Bzy + Cy? annulliert. Da mit einem Vektof?) auch alle seine
Vielfachen von dieser Form annulliert werden, gilt dassdily den zu
({) proportionalen Vekton/ ().

Die Matrix zur quadratischen Fortz? + Bzy + Cy? sei Q. Wie wir
aus dem vorigen Paragraphen wissenillesh die Komponenten von
M (%) dann die quadratische Gleichung zur Form mit MaddX QM.
Nach Kapitel 552 ist detM = p,,_»q,,_1 — q,,_op,_1 = (—1)"*; die
neue quadratische Form ist also zu der @iaquivalent und hat ins-
besondere dieselbe Diskriminante. Also habenalelieselbe Diskri-
minante wiery, denn da die Multiplikation mifi/ einen Isomorphismus
72 — 72 definiert, sind die Eintige vonQ genau dann ganzzahlig und
teilerfremd, wenn es die val? Q M sind.

Dies ist ein wesentlicher Schritiif den Beweis des folgenden Satzes:
Satz (LAGRANGE ~1766). Die Kettenbruchentwicklung einer irra-

tionalen Zahly wird genau dann periodisch, wenreine quadratische
Irrationalzahl ist.

Beweis Angenommeng hat eine periodische Kettenbruchentwicklung.
Dann gibt es eim und eink > 0, sodaf¥,,,; = «,, ist. Nach der Formel
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am Ende vor§2 von Kapitel 5 ist daher

0 P2 D1 QpaiPrnak—2 T Pnik—1 _ OnDptk—2 T Pnk—1

G2 + n—1 Otk n+k—2 + An+k—1 A Qn+i—2 + n+k—1
Daraus folgt die Gleichheit vor,p,, >+ p,,_ 1), @psr—2 + Csre—1)
und (,,q,,—> * q,,_ 1), Ppsr_> * Prer_1), UNd ausmultipliziert wird
dies zu einer quadratischen Gleichuiig &, . Der Koeffizient vona?

ISt p,,_2Gn+k—2 * Q2P+, WAS als Summe positiver Zahlen nicht
null sein kann; wir haben also eine echte quadratische &laig. Somit
lafdt sicho,, in der Forma = r + s/ D schreiben, und damit auch

OpDPp_2 +pn—1
Andn_2 + dn—1

o =

Umgekehrt seiv = r + sv/D mit quadratfreiemD eine quadratische
Irrationalitat, die der Gleichung o+ Bya+C, = 0 gerige. Dann zeigt
die Konstruktionsvorschrififr diea,,, dafd auch diese Zahlen sowie ihre
Inversen in entsprechender Form geschrieben werdienda und damit
Gleichungen der Form

A o’ +B, a, +C =0
geriigen. Um diese Gleichung zu bestimmen, betrachten wir di+u
tion f(x) = Agz® + Byx + C,, die fur z = o verschwindet, setzen
_ MnPp2%Pp
Oy 2% qn_1

ein und multiplizieren mit dem Hauptnenner. Zumindéstdie Koef-
fizientenA, undC,, ergeben sich einigermalen égliche Formeln:

_ _ pn—l
A, = Agp?_ 1+ Bopy_14n_1+Codo 1 =G> 1f (q )
n—1

und

_ 2 2 _ 2 Ppn_2
Cn - AOpn—Z + BOpn—ZQn—Z + Can—Z - qn—Zf (qn 2) .
n—

Da f eine quadratische Funktion isijHrt die TAvLOR-Entwicklung
um « auf die Formel

1" 2
f (2%-1) = f(0) + f'(a) (pn—l _ a) i 2(0z) (pn—l _ a) .
4n—1 4n—1 4n—1
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Hierbei ist f(c) = 0, und‘a "

dn—1

(Al < [f (@] + ()] -

Genauso zeigt man die Ungleichuf@,| < |f'()| + | f"(c)|. Somit
sind die Betage der Koeffizientemd,, und C,, beschankt durch eine
vonn unablangige Konstante.

< 1/¢?_; <1.Somitist

Wie wir oben gesehen haben, gt dieselbe Diskriminante wie; die
Diskriminante A = B2 — 4A, C, hangt also nicht ab vom. Daher
folgen aus der obigen Schrankeir fA, und C,, auch Schrankenif
B2 = A+4A,C,, sodaR auch der Betrag vd, beschankt ist.

n—"n’

Somit gibt es nur endlich viele TripeH(,, B,,, C,,), also auch nur end-
lich viele verschiedene Wertérfa,,. ES mufd daher zwei Zahlen k£ mit
k > 1gebenderart, das, = o, ist, und die Kettenbruchentwicklung

wird spatestens ab der-ten Stelle periodisch. .

Der gerade bewiesene Satz charakterisiert Zahlen, dergenikeuch-
entwicklung periodischvird; er besagt nicht, daf’ die Kettenbruchent-
wicklung einer quadratischen Irrationalitvon Anfang an periodischist,
und in der Tat kennen wir Beispiele Wié2 = [1, 2] oderv/3 = [1, 1, 2],

bei denen das nicht der Fall istiiFeine rein periodische Kettenbruch-
entwicklung brauchen wir also noch Aizliche Bedingungen:

Satz: Die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irradiaahla
iIst genau dann rein periodisch, wean> 1 ist und ihr konjugiertes
Elementa zwischen—1 und 0 liegt.

BeweisSei zuraichsiv > 1und—1 < @ < 0. Der Trick zum Beweis der
reinen Periodizét der Folge dee, besteht darin, die, = [1/«;,] durch
die konjugierten Element, ., auszudiicken und so von der Gleichheit
zweier Koeffizienten auch auf die ihrer Vi@ngger zu schliel3en.

Die Gleichunga = ¢y + o4 wird, dac, eine rationale Zahl ist, durch
Konjugation zua = ¢y + @;. Da@ nach Voraussetzung zwischerl
und O liegt, ist somit O< —a; — ¢y < 1 undc¢y = [—a4]. Wegen

co = [a] > 1 folgt aulRerdem-1 < _i < 0.
o1
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Wir wollen induktiv zeigen, dal3 auclifalle: > 0 gilt

Qiv1
Dazu nehmen wir an, dies geltigrf; — 1. Aus
1

1

a5 Q;

folgt wie im Fall = 0, dal3, = [—a,,,] ist, und da die Koeffizienten
c; furi > 0 bei jeder Kettenbruchentwicklung mindestens gleich eins
sind, folgt auch die Ungleichundgf 1/a,,, genau wie dort.

Daraus folgt nun leicht die Periodiait der Kettenbruchentwicklung
von o: Wir wissen bereits, dal3 sie periodiseird; es gibt also irgend-
einen Indexm > 0 und eine Periodé, so dal«,,,, = «, fur alle

n > m. Wir betrachten das minimale, mit dieser Eigenschaft. Die
Kettenbruchentwicklung vom ist genau dann rein periodisch, wenn
m = 0ist. Firm > 1 kdnnen wir aber aus,, ., = «,, undc, .. =c,,
folgern, da® auch,, ., , = [—&,,..] = [—@,,] = ¢,,_; iSt. Aus den
Gleichungen

L. + und 1
—-C (87

Qg T Am—1
folgt dann aber, dal® auch,, ;,. = «,, 4 iSt, im Widerspruch zur
Minimalitat vonm. Somitistm = 0, die Kettenbruchentwicklung van

also rein periodisch.

= Cm—1 + Oy

Umgekehrt habev eine rein periodische Kettenbruchentwicklung der
Periodek mit Koeffizientency, c¢q,... . Wegenc,, = ¢, ist dabei auch
co positiv, denn allec, mit n > 0 mussen ja positiv sein. Somit ist
insbesondere > 1.

Um zu sehen, da® zwischen—1 und O liegt, beachten wir, daf
dieselbe quadratische Gleichungtiwie .. Da diese Gleichung genau
zwei Nullstellen hat undy grol3er als eins ist, géigt es, wenn wir
zeigen, daf’ diese Gleichung im Intervalll{ 0) eine Nullstelle hat. Das
wiederum folgt aus dem Zwischenwertsatz, wenn wir zeig&mlen,
dafl} die quadratische Funktion auf der linken Seite an delfest@
und —1 Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen annimmt.
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Furk = lista = co+ay = co+ 1 == o®—coa—1 = 0. Die quadratische
Funktionz? — coz — 1 nimmt an der Stelle 0 den We#t1 an, und bei

x = 1 den Wertc, > 0; somit gibt es eine Nullstelle zwischen diesen
beiden Punkten.

Fur £ > 2 verwenden wir die bereits im vorigen Satz benutzte Formel
aus Kapitel 552, und beachten, daf§, = 1/« ist. Dies tihrt auf die
Gleichung
_ Pr—2tPr—1 _ P2 P
2 ¥ Qo1 Qg2 T Qo1

Uberkreuzmultiplikation macht daraus die quadratischeidBLing

%—1042 +(qp_2 — Pr_2)a —p,_1=0.
Hier nimmt die quadratische Funktion bei O den Weyt, ; < 0 an,
und an der Stelle -1 den Wert
(@2 —Pr_2) —Pr_1= (@1 — Qp_2) * (Pp_2 — Dr_1) -

Dieser ist positiv, da sowohl die Folge deitlder als auch die der Nenner

der Konvergenten von monoton steigt. .

86: Die Pellsche Gleichung

Im letzten Kapitel hatten wir gesehen, daR eine Einheif/D vonO p,
die Gleichungz? — Dy? = +1 erfillen muR. Hauptziel dieses Para-
graphen ist die bsung der BLLschen Gleichung? — Dy? = 1 fiir
(z,y) € Z? oder —da es auf das Vorzeichen woandy nicht ankommt —
(z,y) € N2,

Faktorisierung der linken Seite deelR schen Gleichungiihrt auf
(z+yVD)z —yvVD)=1

und damit ist

x—y\/_ :C+y\/7_¢__\/5:y2(%+ D)
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Wegen der Positivitt der rechten Seite it > v/ D, also folgt

1 1 1
x—va‘:x—va: < < :
’ yz(g +vD)  2y?VD 242

Nach dem Satz aus Kapitel 53 muB% somit eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung vog'D sein.

Umgekehrt liefert aber nicht jede Konvergente der Kettaobentwick-
lung von+/D eine Losung der PLLschen Gleichung: Beispielsweise
hatv/13=[3,1,1,1,1,6, ... ] die Briiche

4 7 11 18 119
1’ 2 3’ 57 33
als seine ersten Konvergenten, aber

42 _13=3 772-13.2°=-3, 112-13-3*=4
18 —13.52=—-1 und 118 -13.3%=4.

Zumindest priori ist nicht klar, ob esiberhaupt eine Konvergente gibt,
die auf eine Bsung der BLLschen Gleichunglihrt.

Um hier mehr zu erfahren, iissen wir uns die Kettenbruchentwick-
lung von+/D genauer ansehen. Dabei geiim folgenden stets eine
quadratfreie nairliche Zahl.

Das konjugierte Element zy/'D ist —v/D und somit kleiner als-1;
die Kettenbruchentwicklung vow/D ist also nicht rein periodisch.
Betrachten wir abery = [vD] + v/D, so ist nafirlich o > 1. und
a = [V D] — /D liegt zwischen-1 und 0. Somit hat eine rein perio-
dische Kettenbruchentwicklung. Die Periode/sand die Koeffizienten
seiency, cq, - - - -

Die Kettenbruchentwicklung vo’D = o — [v/D] unterscheidet sich
von der vona nur im ganzzahligen Anteil. Dieser ist im Falle van
gleich 2[v/D], im Falle vonyv/D nur [v'D]. Danach folgen in beiden

Fallen diec; miti > 1. Wegerc,, = ¢, = 2[v/D] gilt daher
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Satz: Ist D eine quadratfreie natliche Zahl, so ist die Folg&), ¢;, . . .
der Koeffizienten der Kettenbruchentwicklung wgib abc, periodisch.
Bezeichnet: die Periode, so ist, = 2, = 2[v/D].

|

Bezeichnep,, /q,, wieder dien-te Konvergente dieser Kettenbruchent-
wicklung, so ist nach der schon oft benutzten Formel

VD = YnPn—2 tDp 1 _
App—2tqn1
Ist spezielln = rk ein Vielfaches einer Periode, hatd, eine Ket-
tenbruchentwicklung mit Koeffizienten,., ¢, ;.+1, C,p+2, - - - ; NAcCh dem
gerade bewiesenen Satz stimmt dbsrein mit der Folge@, c4, ¢, - . .,
d.h.

L o+ VD=[VD] +VD.

A
Einsetzen in die obige Formailirt auf

VD = XpPrk—2+ Pri—1 _ Pri—2 +prk:—1(CO + \/E)
Orrk—2%Qrpe—1 Qo+t qu;—l(co + \/E)

oder
(@2t qu;—lco)\/5 + 1D = Ppr_2 ¥ Prr_1€0) T Pri_1VD.
Durch Koeffizientenvergleich folgt:
Prk—2= Q1D —Dpp_1co UNA G 2 =Prp 1 — Grp_1Co -

Setzen wir dies ein in die aus Kapitel$,, bekannte Formel

pqurL—l - qmpm—l - (_1)m_1

mit m = rk — 1, erhalten wir die Gleichung

2 2
Prk—1 = Prk—19-k—1€0 — qu—lD + Qrk—1Prk—1€0
- 2 2 —_ k—2
=pPrp_1— Dqrp_1 = (=1) .

Im Falle einer geraden Periodeist somit @,,._1,q:,._1) fur jedes
r € N eine Losung der BLLschen Gleichung ;Ur ungerade Perioden
liefern nur die geradzahligen Vielfachen vbrLdsungen, ehrend die
ungeradzahligen zudsungen der Gleichunef — Dy? = —1 fihren.
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Im EingangsbeispieD = 13 zeigt eine genauere Rechnung, daf} sich
die Koeffizienten 11,1,1,6 periodisch wiederholen, wir haben al-
so die ungerade Periodéirff. Damit liefern die vierte, vierzehnte,
vierundzwanzigste Konvergente der Kettenbruchentwigklbsungen
der Gleichung:®> — Dy? = —1, was wir fir die vierte bereits nachgerech-
net haben. bsungen der B.Lschen Gleichung liefern die neunte, ne-
unzehntaisw.Konvergente. Die neunte Konvergente ist

649
1,1,1,1,6,1,1,1] = —
[37 3 =ty by 767 y =9 ] 180!

und in der Tat ist

649 — 13- 180" = 421 201— 13- 32400 = 421 201- 421200 =1.

Allgemein haben wir gezeigt, dal3 di€lRsche Gleichungiir jedes
quadratfreieD eine Losung hat; zusammen mit dem Satz aus Kapi-
tel 6, §6 folgt, daf’ die Einheitengruppe eines jeden reellquamitadin
Zahlkorpers unendlich ist und dalf? es spezigtldie Gruppe der Einhei-
ten mit Norm eins (der sogenannten Einseinheiten) ein Biémme O,
gibt, so daf3 jede Einseinheit in der Fotm" mit einemr € Z geschrie-
ben werden kannu ist die kleinste Einseinheit gRer eins.

Natiirlich kann auchy in der Formp,, + ¢,,/D geschrieben werden,
wobeip, /q. eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung wgm

ist. Da Zahler und Nenner der Konvergenten strikt monoton ansteigen
mit n, handelt es sich hier um dierste Konvergentep,, /q,,, fur die

p2 — Dq? = 1ist.

Mit Rechnungen, die selahnlich zu den obigen sind, kann man zeigen,
daR die oben gefundenen Indizesmit p?, — Dq¢?, = +1 tatsachlich
die einzigen sind mit dieser Eigenschaft. Da wir schon viglKatten-
briichen gerechnet haben und es noch viele andere intere3sidgee
biete der Zahlentheorie zu entdecken gilfyahte ich auf diese Rech-
nungen verzichten.

Wer sich fir diese Rechnungen interessiert, findet sie zum Beispiel in

WINFRIED SCHARLAU, HANS OPOLKA: Von Fermat bis Minkowski — Eine Vorlesuridper
Zahlentheorie und ihre Entwicklun§pringer,1980
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im KapitelUber LAGRANGE im (nur im Inhaltsverzeichnis benannten) Paragraplieung
der Fermatschen (Pellschen) Gleichuaig Seite 64. Es gibt zwarlRkverweise, aber wer
den obigen Beweis verstanden hat, muf3 nur einem wirkliaiefal Zu beachten sind die
unterschiedlichen Bezeichnungen: Was hieheil3t, ist dortd, aber das dortigé,, ist
hier 1/«,,. Die hiesigen,, werden dort mit,, bezeichnet.

Wenn wir dieses Ergebnis akzeptiereanken wir die Einheitengruppe
eines jeden reellquadratischen ZaitlxersQ[v/D] explizit berechnen,
zumindest fir D # 1 mod 4: Dann isO,, = Z ® Z+v/D, so daR die
Einheiten genau den ganzzahligedsungen der beiden Gleichungen
22 — Dy? = +1 entsprechen. Idt die Periode der Kettenbruchentwick-
lung vony/D undp/q die (k — 1)-te Konvergente, so ist = p + ¢v/D
die Grundeinheit, und jede andere EinhaRkt sich alsta” mit einem

r € 7Z schreiben. &r geradeg sind dies alles Einseinheiterijrfunge-
radesk bekommen wir iir gerade- Einseinheiten und sonst Einheiten
der Norm—1.

Bleibt die Frage, tir welcheD die Periode: geradebzw.ungerade ist.
Diese Frage mulf3 nicht nur in dieser Vorlesung unbeantwbledien:
Es handelt sich hier um eines der vielen zahlentheoretisBhableme,
die trotz jahrhundertelanger Bé&imungen auch heute noch offen sind.

Die zweite Frage ist: Was passieiirfD = 1 mod 4? Wie wir wis-
sen, sind dann auch die Zahlé(az: +y+/D) firr ungerade ganze Zahlen
x,y ganz, es kann also auch Einheiten dieser Form geben. In tler Ta
haben wir beim Eingangsbeispiél = 13 bereits solche &fle ken-
nengelernt: Br die dritte Konvergente! ist 1 — 13- 3* = 4, d.h.

N (5(11 +3V/13) = 1. Wie eine genauere Untersuchung zeigt, ist dies
genau dann fglich, wennD = 5 mod 8, jedoch nichtir alle sol-
che D. Wenn es eine Grundeinheit dieser Form gibt, liegt ihreterit
Potenz inZ @ Z+/D, der Kettenbruchalgorithmus gibt dann also nur die
dritte Potenz der Grundeinheit. Einzelheiten findet maspbeisweise

in §16, 5D des Buchs

HELMUT HAsSE Vorlesungerilber ZahlentheorieSpringer,21964.



