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6. Ubungsblatt Zahlentheorie

Aufgabe 1: (3 Punkte)
Die Zahl p = (6t 4+ 1)(12t + 1)(18t 4+ 1) sei eine CARMICHAEL-Zahl.

a) Zeigen Sie: Es gibt 1296t> Zahlen a zwischen 1 und p — 1, fiir die p den FERMAT-Test
besteht.

b) Wie verhélt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf p fiir eine zuféllige Basis a den FERMAT-
Test besteht, wenn t gegen unendlich geht?

Aufgabe 2: (2 Punkte)
Zeigen Sie, daBl 41041 eine CARMICHAEL-Zahl ist!

Aufgabe 3: (6 Punkte)
a) F =227 41 sei die n-te FERMAT-Zahl. Zeigen Sie: Fiir n > 2 ist 2(f»=1/2 = 1 mod F, .
b) Zeigen Sie mit EULERs Methode, daf jeder ungerade Primteiler p von a?” +b?" entweder
ein gemeinsamer Teiler von a und b ist oder aber kongruent eins modulo 2™*'.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, daf fiir p / ggT(a, b) mindestens einer der beiden Quotienten
a/b und b/a in F,, existiert und untersuchen Sie seine Ordnung in F !

c) Zerlegen Sie ohne Computerhilfe die Zahl N = 28 + 58 = 390881 in ihre Primfaktoren!

Aufgabe 4: (6 Punkte)
a) Zeigen Sie, daBl [} _g Fx = Fn — 2 ist!
b) Folgern Sie, dal zwei verschiedene FERMAT-Zahlen F,, und F,, stets teilerfremd sind!
c) Folgern Sie daraus, daf3 es unendlich viele Primzahlen gibt!

Aufgabe 5: (8 Punkte)

Die r-te MERSENNE-Zahl ist M, =2" — 1.
a) Zeigen Sie: Ist v ein Teiler von s, so ist M, Teiler von M.
b) Ist M, eine Primzahl, so auch r.

c) Eine natiirliche Zahl heifit vollkommen, wenn sie gleich der Summe aller von ihr selbst

verschiedener Teiler ist. Zeigen Sie: Ist M,, eine Primzahl, so ist 2P~'M,, eine vollkommene
Zahl.
Bemerkung: Mit Ausnahme der Zeit von 1989-1992 war seit 1952 die grofite bekannte
Primzahl immer eine MERSENNE-Zahl, da es fiir diese einen einfachen Primalitdtstest gibt.
Der derzeitige Rekordhalter ist Ms;gs51¢1 mit fast 17% Millionen Dezimalstellen; siehe
WWW.mersenne.org.
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