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3. Übungsblatt Zahlentheorie

Aufgabe 1: (4 Punkte)a) Beweisen Sie die Wilsonshe Kongruenz: F�ur jede Primzahl p ist (p − 1)! ≡ −1 mod p .Hinweis: Betrahten Sie die Faktoren in (p−1)! als Elemente des K�orpers Fp, und beah-ten Sie, da� mit jedem Element i auh dessen (niht notwendigerweise von i vershiedenes)Inverses vorkommt.b) Zeigen Sie auh die Umkehrung: Gilt f�ur p ∈ N r {1} die Kongruenz (p − 1)! ≡ −1 mod p,so ist p eine Primzahl.
Aufgabe 2: (5 Punkte)a) Berehnen Sie im K�orper F257 die folgenden Elemente:

x1 = 3 − 100, x2 = 100 · 100, x3 = 11/19, x4 = 24100b) Finden Sie eine primitive Wurzel von F17 !
Aufgabe 3: (5 Punkte)a) p sei eine Primzahl, und zu a ∈ F

×

p gebe es ein x ∈ Fp mit x2 = a. Zeigen Sie: Dann ist
xp+1 = a.b) Nun sei p ≡ 3 mod 4. Zeigen Sie: Wenn es in Fp eine L�osung x der Gleihung x2 = a gibt,so ist auh y = a(p+1)/4 eine L�osung.) Bestimmen Sie im K�orper F127 die L�osungsmenge der Gleihung x2 = 3 !d) Ditto f�ur x2 = 11 !e) Ditto f�ur x2 + 2x = 10 !
Aufgabe 4: (4 Punkte)a) Zeigen Sie: F�ur jede Primzahl p ist (Z/2p)× zyklish!b) Sind p und q zwei vershiedene ungerade Primzahlen, so ist (Z/pq)× niht zyklish.) F�ur welhe m ≤ 15 ist die prime Restklassengruppe (Z/m)× zyklish?
Aufgabe 5: (2 Punkte)a) Wie viele Elemente hat die Gruppe (Z/2014)× ?Hinweis: Die Primfaktorzerlegung von 2014 ist 22 · 19 · 53.b) Ist diese Gruppe zyklish?
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