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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst
geringer Verz̈ogerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qualität auf kei-
nen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondernsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Tippfehler,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen. Da mehrere
Teile aus anderen Skripten für Hörerkreise der verschiedensten Niveaus
übernommen sind, ist die Präsentation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Miß-
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fehlerfinden,
teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich
finden, bin ich f̈ur entsprechende Hinweise dankbar.

Falls gen̈ugend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammenstellen. In
der online Version werden natürlich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhen größtenteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei noch lebenden
Mathematikern bezog ich mich, soweit möglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel 1
Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung

§1: Rationale und irrationale Zahlen

Die Zahlentheorie beschäftigt sich, wie schon ihr Name sagt, mit Zahlen.
Nun würde allerdings eine Umfrage wohl ergeben, daß sich nach Ansicht
eines Großteils der Bevölkerung die gesamte Mathematik mit Zahlen
bescḧaftigt – auch wenn beispielsweise im neunbändigen Analysis-
lehrbuch von JEAN DIEUDONNÉ abgesehen von den dreiteiligen Ab-
schnittsnummern praktisch keine Zahlen außer 0, 1 und 2 vorkommen.

Die Zahlentheorie unterscheidet sich dadurch von anderen Teilen der
Mathematik, daß es dort vor allem umganzeZahlen geht, oft sogar
einfach um die natürlichen Zahlen 1,2,3, . . . . Die frühe griechische
Philosophie der Pythagoräer beispielsweise stand unter dem MottoAlles
ist Zahl.Sie konnten die musikalischen Harmonien auf einfache Verhält-
nisse naẗurlicher Zahlen zur̈uckführen und waren̈uberzeugt, daß dies
auch f̈ur alle anderen Proportionen galt.

Umso gr̈oßer war der Schock, als um 450 v.Chr. einer von ihnen,
wahrscheinlich HIPPASSOS VONMETAPONT, herausfand, daß es in der
Geometrie L̈angenverḧaltnisse gibt, die sichnichtso beschreiben lassen.
Schlimmer noch: Ein Beispiel dafür bietet ausgerechnet das Wahrzei-
chen der Pythagoräer, das Pentagramm. HIPPASSOS VONMETAPONT

nahm deshalb auch ein schlimmes Ende: Nach einigenÜberlieferungen
wurde er von den erzürnten Pythagor̈aern ertr̈ankt, nach anderen ließen
ihn die G̈otter als Strafe f̈ur seine Schandtat bei einem Schiffsuntergang
ertrinken.
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PYTHAGORAS VON SAMOS lebte etwa von 569 bis 475.
Als ungef̈ahr 18-J̈ahriger besuchte er Thales in Milot
und ging auf dessen Rat 535 nachÄgypten, um mehr
über Mathematik und Astronomie zu lernen. Im Tempel
von Diospolis wurde er nach der dafür vorgesehen Aus-
bildung in die Priesterschaft aufgenommen. 525, bei der
persischen Invasion̈Agyptens, geriet er in Gefangen-
schaft und wurde nach Babylon gebracht, was er nutzte
er, um die dortige Mathematik zu erlernen. 520 kam er
frei und kehrte zur̈uck nach Samos, zog aber schon bald
weiter nach Croton in S̈uditalien, wo er eine religiöse
und philosophische Schule gründete, die Pythagoräer.

Wir wollen uns hier mit einem einfacheren Fall als dem des Pentagramm
bescḧaftigen, dem Verḧaltnis zwischen der Diagonale und der Seite ei-
nes Quadrats. In einem Quadrat der Seitenlängea kann die Diagonale
aufgefaßt werden als Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwinkli-
gen Dreiecks mit Katheten der Längea; sie hat daher nach dem Satz
des PYTHAGORAS (der tats̈achlich wohl einige hundert Jahreälter als
PYTHAGORAS sein d̈urfte) die L̈angea

√
2, und das gesuchte Verhältnis

ist
√

2.

Wäre
√

2 als Verḧaltnis a/b zweier naẗurlicher Zahlen darstellbar, so
könnten wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß min-
destens eine der beiden Zahlena undb ungerade ist: Andernfalls m̈ußten
wir einfach so lange durch zwei kürzen, bis dies der Fall ist.

Quadrieren wir beide Seiten der Gleichunga/b =
√

2, so erhalten wir
die neue Gleichunga2/b2 = 2; demnach m̈ußtea2 = 2b2 eine gerade
Zahl sein. Damit m̈ußte aber aucha gerade sein, denn ẅarea = 2c + 1
ungerade, so aucha2 = 2 · (2c2 + c) + 1. Wenn abera durch zwei teilbar
ist, ist a2 = 2b2 durch vier teilbar, also ẅare auchb2 und damit auchb
gerade, ein Widerspruch. Somit ist

√
2 keine rationale Zahl.

Auch das Verḧaltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Krei-
ses, f̈ur das wir heute die Bezeichnungπ verwenden, ist nicht rational,
allerdings erfordert der Beweis dafür etwas mehr Arbeit. Ich m̈ochte
ihn trotzdem hier vorstellen, denn er zeigt sehr schön, wie zahlentheo-
retische Aussagen teilweise nur auf Umwegenüber andere Gebiete der
Mathematik bewiesen werden können. Beim folgenden Beweis führt
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dieser Umweg̈uber die reelle Analysis:

Wir gehen zun̈achst aus von einem beliebigen PolynomP (x) mit reellen
Koeffizienten von einem geraden Grad 2n. Dazu definieren wir das
Polynom

Q(x) =
def
P (x)− P ′′(x) + P (4)(x)− · · · + (−1)nP (2n)(x)

als die alternierende Summe der Ableitungen gerader Ordnung vonP .
Weiter betrachten wir die FunktionS(x) = Q′(x) sinx − Q(x) cosx;
ihre Ableitung ist

S′(x) = Q′′(x) sinx +Q′(x) cosx−Q′(x) cosx +Q(x) sinx

=
(
Q′′(x) +Q(x)

)
sinx .

In Q′′(x) = P ′′(x) − P (4)(x) + · · · + (−1)n−1P (2n)(x) kommen bis auf
P (x) genau dieselben Terme vor wie inQ(x), allerdings mit dem
jeweils anderen Vorzeichen. Daher istQ′′(x) + Q(x) = P (x) und
S(x) = Q′(x) sinx−Q(x) cosx ist eine Stammfunktion vonP (x) sinx.
Damit folgt die

Formel von Hermite:
π∫

0

P (x) sinx dx = S(π)− S(0) =Q(π) +Q(0) ,

denn sin 0 = sinπ = 0, cos 0 = 1 und cosπ = −1.

Wir nehmen nun an,π = a/b sei eine rationale Zahl, und wenden die
gerade bewiesene Formel an auf das spezielle Polynom

Pn(x) =
def

xn(a− bx)n

n!
;

wir erhalten

In =
def

π∫

0

Pn(x) sinx dx = Qn(π) +Qn(0)

mit Qn(x) =
def
Pn(x)− P ′′

n (x) + P (4)
n (x)− · · · + (−1)nP (2n)

n (x).
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Pn(x) ist im Intervall (0, π) genau wie die Sinusfunktion̈uberall positiv;
daher ist auchIn > 0. Außerdem istPn(x) symmetrisch zuπ/2, denn

Pn(π−x) = (π−x)n
(
a−b(π−x)

)n
=
(a
b
−x
)n

(bx)n = xn(a−bx)n .

Das Maximum vonPn in (0, π) wird an derselben Stelle angenommen
wie das der Funktionf (x) = x(a− bx); wegenf ′(x) = a− 2bx handelt
es sich dabei um die Intervallmittea/2b = π/2, und der Funktionswert
dort ist

Pn

( a
2b

)
=

1
n!

( a
2b

)n(ab
2b

)n
=

1
n!

a2n

(4b)n
.

Scḧatzen wir das Integral ab durch Intervallänge mal Maximum des
Integranden, erhalten wir daher die Ungleichung

In ≤ π ·
1
n!

a2n

(4b)n

und sehen, daßIn für n→∞ gegen Null geht; dennn! wächst sẗarker
als jede Potenz einer reellen Zahl. Somit ist

lim
n→∞

In = 0 .

Andererseits ist aberIn = Qn(0) +Qn(π), was in diesem Fall wegen
der Symmetrie vonPn einfach 2Qn(0) ist. Wir wollen unsüberlegen,
daß alleQn(0) ganze Zahlen sind. Dazu reicht es zu zeigen, daß alle
Ableitungen vonPn(x) an der Stelle Null ganzzahlige Werte annehmen.
Nach der binomischen Formel ist

Pn(x) =
xn(a− bx)n

n!
=

1
n!

n∑

i=0

(
n

i

)
an−i(−b)ixn+i ;

die k-te Ableitung verschwindet also für k < n an der Stelle Null. F̈ur
k = n + i ≥ n ist

P (k)
n (0) =

1
n!

(
n

i

)
an−i(−b)i(n + i)!

ebenfalls eine ganze Zahl, da der Nennern! Teiler von (n + i)! ist und
ansonsten nur ganze Zahlen dastehen.

Somit ist alsoIn für jedesn ∈ N eine positive ganze Zahl. Der Limes
einer Folge positiver ganzer Zahlen kann aber unmöglich Null sein,
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also f̈uhrt die Annahme,π = a/b sei eine rationale Zahl, zu einem
Widerspruch, der die Irrationalität vonπ zeigt.

Wenn man schon dabei ist, kann man leicht auch noch viele andere
wichtige Zahlen als irrational erkennen; auf dem erstenÜbungsblatt ist
ein Beweis f̈ur die Irrationaliẗat der EULERschen Zahle skizziert, und
mit nur wenig mehr Aufwand als im Fall der Quadratwurzel aus zwei
läßt sich auch leicht zeigen, daßjedeQuadratwurzel einer natürlichen
Zahl entweder ganzzahlig oder irrational ist. Dasselbe gibt für höhere
Wurzeln und sogar für Nullstellen aller Polynome mit ganzzahligen Ko-
effizienten und ḧochstem Koeffizient eins, allerdings brauchen wir zum
Beweis einen Satz, den zwar fast jeder kennt, dessen Beweis man aber
nur selten sieht: Die eindeutige Primzerlegung der natürlichen Zahlen.
Der Beweis dieses Satzes wiederum verwendet eine Konstruktion, die
wahrscheinlich bereits den Pythagoräern bekannt war und die wir heute
als EUKLID ischen Algorithmus bezeichnen. Wie sich zeigen wird, ist er
zusammen mit einer ganzen Reihe von Varianten ein nicht nur in der
Zahlentheorie allgegenẅartiges Werkzeug; es lohnt sich also, ihn gleich
jetzt zum Beginn der Vorlesung etwas ausführlicher zu betrachten.

§2: Der Euklidische Algorithmus

Bei EUKLID , in Proposition 2 des siebten Buchs seinerElemente,wird
er (in derÜbersetzung von CLEMENS THAER in Oswalds Klassikern der
exakten Wissenschaft) so beschrieben:

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind, ihr größtes
gemeinsames Maß zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim, gegeneinander sind, seien
AB, Γ∆. Man soll das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB, Γ∆ finden.

A B

Γ ∆

WennΓ∆ hier AB mißt – sich selbst mißt es auch – dann istΓ∆ gemeinsames
Maß vonΓ∆, AB. Und es ist klar, daß es auch das größte ist, denn keine Zahl
größerΓ∆ kannΓ∆ messen.

WennΓ∆ aber AB nicht mißt, und man nimmt bei AB,Γ∆ abwechselnd
immer das kleinere vom größeren weg, dann muß (schließlich) eine Zahl
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übrig bleiben, die die vorangehende mißt. Die Einheit kann nämlich nicht
übrig bleiben; sonst m̈ußten AB, Γ∆ gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also muß eine Zahlübrig bleiben, die die vorangehende
mißt.Γ∆ lasse, indem es BE mißt, EA, kleiner als sich selbstübrig; und EA
lasse, indem es∆Z mißt, ZΓ, kleiner als sich selbsẗubrig; undΓZ messe AE.

A E B

Γ Z ∆

H

Da ΓZ AE mißt und AE∆Z, mußΓZ auch∆Z messen; es mißt aber auch
sich selbst, muß also auch das GanzeΓ∆ messen.Γ∆ mißt aber BE; also mißt
ΓZ auch BE; es mißt aber auch EA, muß also auch das Ganze BA messen.
Und es mißt auchΓ∆; ΓZ mißt also AB undΓ∆; also istΓZ gemeinsames
Maß von AB,Γ∆. Ich behaupte, daß es auch das größte ist. Ẅare n̈amlich
ΓZ nicht das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆, so m̈ußte irgendeine
Zahl gr̈oßerΓZ die Zahlen AB undΓ∆ messen. Dies geschehe; die Zahl
sei H. Da H dannΓ∆ mäße undΓ∆ BE mißt, m̈aße H auch BE; es soll aber
auch das Ganze BA messen, müßte also auch den Rest AE messen. AE mißt
aber∆Z; also m̈ußte H auch∆Z messen; es soll aber auch das Ganze∆Γ

messen, m̈ußte also auch den RestΓZ messen, als größere Zahl die kleinere;
dies ist unm̈oglich. Also kann keine Zahl größerΓZ die Zahlen AB undΓ∆
messen;ΓZ ist also das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆; dies hatte man
beweisen sollen.

Aus heutiger Sicht erscheint hier die Voraussetzung, daß die betrachteten
Größen nicht teilerfremd sein dürfen, seltsam. Sie erklärt sich daraus,
daß in der griechischen Philosophie und Mathematik die Einheit eine
Sonderrolle einnahm und nicht als Zahl angesehen wurde: DieZahlen
begannen erst mit der Zwei. Dementsprechend führt EUKLID in Propo-
sition 1 des siebten Buchs fast wörtlich dieselbe Konstruktion durch für
den Fall von teilerfremden Größen. Schon wenig später wurde die Eins
auch in Griechenland als Zahl anerkannt, und für uns heute ist die Un-
terscheidung ohnehin bedeutungslos. Wir können die Bedingung, daß
der ggT ungleich eins sein soll, also einfach ignorieren.

Das dem EUKLID ischen Algorithmus zugrunde liegende Prinzip der
Wechselwegnahmeoder wechselseitigen Subtraktion war in der grie-
chischen Mathematik spätestens gegen Ende des fünften vorchristli-
chen Jahrhunderts bereits wohlbekannt unter dem Namen Antanaire-
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sis (ὰνταναιρεσις) oder auch Anthyphairesis (ὰνθυφαιρεσις), und
auch der Algorithmus selbst geht mit ziemlicher Sicherheit, wie so
vieles in den Elementen,nicht erst auf EUKLID zurück: SeineElemen-
te waren das wohl mindestens vierte Buchprojekt dieses Namens, und
alles spricht daf̈ur, daß er vieles von seinen Vorgängernübernommen
hat. Seine Elemente waren dann aber mit Abstand die erfolgreichsten, so
daß die anderen in Vergessenheit gerieten und verloren gingen; EUKLID

wurde schließlich alsderStoichist bekannt nach dem griechischen Titel
στοιχει̃α der Elemente.

Es ist nicht ganz sicher, ob EUKLID (Ευ
,
κλειδης) wirk-

lich gelebt hat; es ist m̈oglich, wenn auch sehr unwahr-
scheinlich, daß EUKLID nur ein Pseudonym für eine
Autorengruppe ist. (Das nebenstehende Bild aus dem
18. Jahrhundert ist reine Phantasie.) EUKLID ist vor
allem bekannt als Autor derElemente,in denen er
die Geometrie seiner Zeit systematisch darstellte und
(in gewisser Weise) auf wenige Definitionen sowie die
ber̈uhmten f̈unf Postulate zur̈uckführte; sie entstanden
um 300 v. Chr. EUKLID arbeitete wohl am Museion in
Alexandrien; außer den Elementen schrieb er ein Buch
über Optik und weitere, teilweise verschollene Bücher.

Wenn wir nicht mit Zirkel und Lineal arbeiten, sondern rechnen, k̈onnen
wir die mehrfache

”
Wegnahme“ einer Strecke von einer anderen einfa-

cher beschreiben durch eine Division mit Rest: Sinda und b die (als
naẗurliche Zahlen vorausgesetzten) Längen der beiden Strecken und ist
a : b = q Restr, so kann manq mal die Streckeb von a wegnehmen;
wasübrig bleibt ist eine Strecke der Länger < b.

EUKLID s Konstruktion wird dann zu folgendem Algorithmus für zwei
naẗurliche Zahlena, b:

Schritt 0: Setzer0 = a undr1 = b.

Schritt i, i ≥ 1: Falls ri verschwindet, endet der Algorithmus mit
ggT(a, b) = ri−1; andernfalls seiri+1 der Rest bei der Division vonri−1
durchri.

EUKLID behauptet, daß dieser Algorithmus stets endet und daß das
Ergebnis der gr̈oßte gemeinsame Teiler der Ausgangszahlena, b ist,
d.h. die gr̈oßte naẗurliche Zahl, die sowohla als auchb teilt.
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Da der Divisionsrestri+1 stets echt kleiner ist als sein Vorgängerri
und eine Folge immer kleiner werdender nichtnegativer ganzer Zahlen
notwendigerweise nach endlich vielen Schritten die Null erreicht, muß
der Algorithmus in der Tat stets enden. Daß er mit dem richtigen Ergebnis
endet, ist ebenfalls leicht zu sehen, denn imi-ten Schritt ist

ri−1 = qiri + ri+1 oder ri+1 = ri−1− qiri ,

so daß jeder gemeinsame Teiler vonri undri+1 auch ein Teiler vonri−1
ist und umgekehrt jeder gemeinsame Teiler vonri−1 und ri auchri+1
teilt. Somit habenri und ri−1 dieselben gemeinsamen Teiler wieri
undri+1, insbesondere haben sie denselben größten gemeinsamen Teiler.
Durch Induktion folgt, daß in jedem Schritt ggT(ri, ri−1) = ggT(a, b)
ist. Im letzten Schritt istri = 0; da jede naẗurliche Zahl Teiler der Null
ist, ist dannri−1 = ggT(ri, ri−1) = ggT(a, b), wie behauptet.

§3: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Mehr als zwei Tausend Jahre nach der Entdeckung von Anthyphaire-
sis und EUKLID ischem Algorithmus, 1624 in Bourg-en-Bresse, stellte
BACHET DE MÉZIRIAC in der zweiten Auflage seines BuchsProblèmes
plaisants et d́electables qui se fonts par les nombresAufgaben wie die
folgende:

Il y a 41 personnes en un banquet tant hommes que femmes et enfants
qui en tout d́epensent 40 sous, mais chaque homme paye 4 sous, chaque
femme 3 sous, chaque enfant 4 deniers. Je demande combien il ya
d’hommes, combien de femmes, combien d’enfants.

(Bei einem Bankett sind 41 Personen, Männer, Frauen und Kinder, die
zusammen vierzig Sous ausgeben, aber jeder Mann zahlt vier Sous, jede
Frau drei Sous und jedes Kind 4 Deniers. Ich frage, wie viele Männer,
wie viele Frauen und wie viele Kinder es sind.)

Sobald man weiß, daß zwölf Deniers ein Sou sind (und zwanzig Sous
ein Pfund), kann man dies in ein lineares Gleichungssystemübersetzen:
Ist x die Zahl der M̈anner,y die der Frauen undz die der Kinder, so
muß geltenx + y + z = 41 und 4x + 3y + 1

3z = 40.
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Im Gegensatz zum Fall der in Schule und Linearer Algebra betrachteten
Gleichungssystemen kommen hier natürlich nur naẗurliche Zahlen als
Lösungen in Frage.

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MÉZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den größten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte bei den
Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Orden
ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder aus
und kehrte nach Bourg zurück. Sein Buch erschien 1612;
1959 brachte der Verlag Blanchard eine vereinfachte
Ausgabe heraus. Am bekanntesten ist BACHET für seine
lateinischeÜbersetzung derArithmetikavon DIOPHAN-
TOS. In einem Exemplar davon schrieb FERMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte von BACHET

sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der französischen
Akademie der Wissenschaften.

Zur Lösung kann man zunächst die erste Gleichung nachz auflösen und
in die zweite Gleichung einsetzen; dies führt auf die Gleichung

11
3
x +

8
3
y =

79
3

oder 11x + 8y = 79 .

Bei einer solchen Gleichung ista priori nicht klar, ob esüberhaupt
Lösungen gibt: Die Gleichung 10x+ 8y = 79 beispielsweise kann keine
haben, denn f̈ur ganze Zahlenx, y ist 10x + 8y stets gerade. Allgemein
kannax + by = c höchstens dann ganzzahlige Lösungen haben, wenn
der ggT vona undb Teiler vonc ist.

BACHET DE MÉZIRIAC hat bewiesen, daß sie in diesem Fall auch stets
Lösungen hat; das Kernstück dazu ist seine Proposition XVIII, wo er
zu zwei teilerfremden Zahlena, b ganze Zahlenx, y konstruiert, f̈ur
die ax − by = 1 ist: Deux nombres premiers entre eux estant donnéz,
treuuer le moindre multiple de chascun d’iceux, surpassantde l’unité
un multiple de l’autre.Die Methode ist eine einfache Erweiterung des
EUKLID ischen Algorithmus, und genau wie letzterer nach EUKLID be-
nannt ist, da ihn dieser rund 150 Jahre nach seiner Entdeckung in sei-
nem Lehrbuch darstellte, heißt auch BACHETs Satz heuteIdentität von
BÉZOUT, weil dieser ihn 142 Jahre später, im Jahre 1766, in seinem
Lehrbuch beschrieb (und auf Polynome verallgemeinerte).
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ETIENNE BÉZOUT(1730-1783) wurde in Nemours in der
Ile-de-France geboren, wo seine Vorfahren Magistrate
waren. Er ging stattdessen an die Akademie der Wis-
senschaften; seine Hauptbeschäftigung war die Zusam-
menstellung von Lehrb̈uchern f̈ur die Militärausbildung.
Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier) seines
Cours de Math́ematiques̀a l’usage des Gardes du Pavil-
lon et de la Marineist die Identiẗat von B́EZOUT darge-
stellt. Seine B̈ucher waren so erfolgreich, daß sie auch
ins Englischëubersetzt und als Lehrbücher z.B. in Har-
vard benutzt wurden. Heute ist er vor allem auch bekannt
durch seinen Beweis, daß sich zwei Kurven der Grade
n undm in höchstensnm Punkten schneiden können.

Zur Lösung von Problemen wie dem von BACHET wollen wir gleich all-
gemein den gr̈oßten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen als Linearkom-
bination dieser Zahlen darstellen. Dazu ist nur eine kleineErweiterung
des EUKLID ischen Algorithmus notwendig, so daß man oft auch einfach
vom erweiterten EUKLID ischen Algorithmus spricht.

Die Gleichung
ri−1 = qiri + ri+1

läßt sich umschreiben als

ri+1 = ri−1− qiri ,

so daßri+1 eine ganzzahlige Linearkombination vonri undri−1 ist. Da
entsprechend auchri Linearkombination vonri−1 und ri−2 ist, folgt
induktiv, daß der ggT vona und b als ganzzahlige Linearkombination
vona undb dargestellt werden kann.

Algorithmisch sieht dies folgendermaßen aus:

Schritt 0: Setzer0 = a, r1 = b, α0 = β1 = 1 undα1 = β0 = 0. Für i = 1
ist dann

ri−1 = αi−1a + βi−1b und ri = αia + βib .

Im i-ten Schritt werden neue Zahlen berechnet derart, daß dieseGlei-
chungen auch für i + 1 gelten:

Schritt i, i ≥ 1: Fallsri verschwindet, endet der Algorithmus mit

ggT(a, b) = ri−1 = αi−1a + βi−1b .
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Andernfalls dividiere manri−1 durchri; der Divisionsrest seiri+1. Dann
ist

ri+1 = ri−1− qiri = (αi−1a + βi−1b)− qi(αia + βib)

= (αi−1− qiαi)a + (βi−1− qiβi)b ;

die geẅunschten Gleichungen gelten also für

αi+1 = αi−1 − qiαi und βi+1 = βi−1− qiβi .

Genau wie oben folgt, daß der Algorithmus für alle naẗurlichen Zahlena
undb endet und daß am Ende der richtige ggT berechnet wird; außerdem
sind dieαi undβi so definiert, daß in jedem Schrittri = αia + βib ist,
insbesondere wird also im letzten Schritt der ggT als Linearkombination
der Ausgangszahlen dargestellt.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkombination
darstellen. Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialen
Linearkombinationen

200 = 1· 200 + 0· 148 und 148 = 0· 200 + 1· 148 .

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwindet, 200 mit Rest
durch 148:

200 = 1· 148 + 52 und 52 = 1· 200− 1 · 148 .

Da auch 526= 0, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52:

148 = 2·52 +44 und 44 = 148−2 · (1 ·200−1 ·148) = 3·148−2 ·200 .

Auch 44 6= 0; wir machen also weiter: 52 = 1· 44 + 8 und

8 = 52− 44 = (1·200− 1 · 148)− (3 ·148− 2 ·200) = 3·200− 4 ·148 .

Im nächsten Schritt erhalten wir 44 = 5· 8 + 4 und

4 = 44−5·8 = (3·148−2·200)−5·(3·200−4·148) = 23·148−17·200 .

Bei der Division von acht durch vier schließlich ist der Divisionsrest
null; damit ist 4 = 23· 148− 17 · 200 der ggT von 148 und 200.

Zur Lösung des Problems von BACHET müssen wir die Gleichung
11x + 8y = 79 betrachten. Dazu stellen wir zunächst den ggT von
11 und 8 als Linearkombination dieser Zahlen dar.
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Elf durch acht ist eins Rest drei, also ist 3 = 1· 11− 1 · 8.

Im nächsten Schritt dividieren wir acht durch drei mit dem Ergebnis zwei
Rest zwei, also ist 2 = 1·8−2·3 = 1·8−2·(1·11−1·8) =−2·11+3·8.

Im letzten Schritt wird daher drei durch zwei dividiert und wir sehen
erstens, daß der ggT gleich eins ist (was hier keineÜberraschung ist), und
zweitens, daß gilt 1 = 3−2 = (1·11−1·8)−(−2·11+3·8) = 3·11−4·8.

Damit haben wir auch eine Darstellung von 79 als Linearkombination
von elf und acht:

79 = 79· (3 · 11− 4 · 8) = 237· 11− 316· 8 .

Dies ist allerdings nicht die gesuchte Lösung: BACHET dachte sicherlich
nicht an 237 M̈anner,−316 Frauen und 119 Kinder.

Nun ist aber die obige Gleichung 1 = 3· 11− 4 · 8 nicht die einzige
Möglichkeit zur Darstellung der Eins als Linearkombinationvon acht
und elf: Da 8·11− 11·8 verschwindet, k̈onnen wir ein beliebiges Viel-
faches dieser Gleichung dazuaddieren und bekommen die allgemeinere
Lösung

(3 + 8k) · 11− (4 + 11k) · 8 = 1 .

Entsprechend k̈onnen wir auch ein beliebiges Vielfaches dieser Glei-
chung zur Darstellung von 79 addieren:

79 = (237 + 8k) · 11− (316 + 11k) · 8 .

Wir müssenk so ẅahlen, daß sowohl die Anzahl 237 + 8k der Männer
als auch die Anzahl−(316 + 11k) der Frauen positiv oder zumindest
nicht negativ wird, d.h.− 237

8 ≤ k ≤ −316
11 . Dak ganzzahlig sein muß,

kommt nurk = −29 in Frage; es waren also fünf Männer, drei Frauen
und dazu noch 41− 5− 3 = 33 Kinder. Ihre Gesamtausgaben belaufen
sich in der Tat auf 5· 4 + 3 · 3 + 33· 1

3 = 40 Sous.

Entsprechend kann der erweiterte EUKLID ische Algorithmus zur L̈osung
anderer diophantischer Gleichungen verwendet werden, vonGleichun-
gen also, bei denen nur ganzzahlige Lösungen interessieren. Wir be-
trachten hier nur die lineare Gleichungax + by = c mit a, b, c ∈ Z für
zwei Unbekanntex, y ∈ Z.
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Der gr̈oßte gemeinsame Teilerd = ggT(a, b) vona undb teilt offensicht-
lich jeden Ausdruck der Formax + by mit x, y ∈ Z; falls d kein Teiler
von c ist, kann es also keine ganzzahlige Lösung geben.

Ist aberc = rd ein Vielfaches vond und istd = αa + βb die lineare
Darstellung des ggT nach dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus,
so haben wir mitx = rα undy = rβ offensichtlich eine L̈osung gefun-
den.

Ist (x′, y′) eine weitere L̈osung, so ist

a(x− x′) + b(y − y′) = c− c = 0 oder a(x− x′) = b(y′ − y) .

v = a(x−x′) = b(y′−y) ist also ein gemeinsames Vielfaches vona undb
und damit auch ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen
von a und b. Dieses kleinste gemeinsame Vielfache istab/d, es muß
also eine ganze Zahlm geben mit

x− x′ = m · b
d

und y′ − y = m · a
d

.

Die allgemeine L̈osung der obigen Gleichung ist somit

x = rα−m · b
d

und y = rβ +m · a
d

mit m ∈ Z .

§4: Der Aufwand des Euklidischen Algorithmus

Im Beweis, daß der EUKLID ische Algorithmus stets nach endlich vielen
Schritten abbricht, hatten wir argumentiert, daß der Divisionsrest stets
kleiner ist als der Divisor, so daß er irgendwann einmal nullwerden
muß; dann endet der Algorithmus.

Damit haben wir auch eine obere Schranke für den Rechenaufwand
zur Berechnung von ggT(a, b): Wir müssen ḧochstensb Divisionen
durchf̈uhren.

Das erscheint zwar auf den ersten Blick als ein recht gutes Ergeb-
nis; wenn man aber bedenkt, daß der EUKLID ische Algorithmus heute
in der Kryptographie auf̈uber 600-stellige Zahlen angewendet wird,
verliert diese Schranke schnell ihre Nützlichkeit: Da unser Univer-
sum ein gescḧatztes Alter von zehn Milliarden Jahren, also ungefähr
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3 · 1018 Sekunden hat, ist klar, daß auch der schnellste heutige Com-
puter, der zu Beginn des Universum zu rechnen begann, bis heute nur
einen verschwindend kleinen Bruchteil von 10600 Divisionen ausgef̈uhrt
hätte. Ẅare 10600 eine realistische Aufwandsabschätzung, k̈onnten wir
an eine Anwendung des EUKLID ischen Algorithmus auf 600-stellige
Zahlen nicht einmal denken.

Tats̈achlich ist 10600 aber naẗurlich nur eine obere Schranke, von der wir
bislang noch nicht wissen, wie realistisch sie ist. Um dies zu entschei-
den, suchen wir die kleinsten natürlichen Zahlena, b, für dien Divisio-
nen notwendig sind; dies wird uns auf ein bekanntes Problem aus dem
13. Jahrhundert führen.

Im Falle n = 1 sind offensichtlicha = b = 1 die kleinstm̈oglichen
Zahlen; wenna = b ist, kommt man immer mit genau einer Division
aus.

Dies ist allerdings ein eher untypischer Fall, der sich insbesondere nicht
rekursiv verallgemeinern läßt, denn ab dem zweiten Schritt des EU-
KLID ischen Algorithmus ist der Divisor stets kleiner als der Dividend:
Ersterer ist schließlich der Rest bei der vorangegangenen Division und
letzterer der Divisor. Die kleinsten natürlichen Zahlena 6= b, für die man
mit nur einer Division auskommt, sind offensichtlicha = 2 undb = 1.

Als nächstes suchen wir die kleinsten Zahlena, b für die zwei Divisionen
notwendig sind. Istr der Rest bei der ersten Division, so istb : r die
zweite Division. F̈ur diese mußr ≥ 1 undb ≥ 2 sein, unda = qb + r,
wobeiq der Quotient bei der ersten Division ist. Dieser ist mindestens
eins, die kleinstm̈oglichen Werte sind damit

r = 1, b = 2 und a = b + r = 3 .

Allgemeiner seienan undbn die kleinsten Zahlen, für dien Divisionen
notwendig sind, undr sei der Rest bei der ersten Division. Für die zweite
Division b : r ist dannbn ≥ an−1 undr ≥ bn−1; die kleinstm̈oglichen
Werte sind damit

r = bn−1, bn = an−1 und an = bn +r = an−1+bn−1 = an−1+an−2 .

Da wir a1 = 2 undb1 = 1 kennen, k̈onnen wir somit allean und bn
berechnen; was wir erhalten, sind die sogenannten FIBONACCI-Zahlen.
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Sie sind durch folgende Rekursionsformel definiert:

F0 = 0, F1 = 1 und Fn = Fn−1 + Fn−2 für n ≥ 2 .

FIBONACCI führte sie ein, um die Vermehrung einer Karnickelpopulation
durch ein einfaches Modell zu berechnen. In seinem 1202 erschienenen
BuchLiber abacischreibt er:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der von allen Seiten
durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Paare können von diesem Paar
innerhalb eines Jahres produziert werden, wenn man annimmt, daß jedes
Paar jeden Monat ein neues Paar liefert, das vom zweiten Monat nach
seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDO PISANO (1170–1250) ist heute vor allem
unter seinem Spitznamen FIBONACCI bekannt; gele-
gentlich nannte er sich auch BIGOLLO, auf Deutsch
Tunichtgutoder Reisender.Er ging in Nordafrika zur
Schule, kam aber 1202 zurück nach Pisa. Seine Bücher
waren mit die ersten, die die indisch-arabischen Zif-
fern in Europa einf̈uhrten. Er behandelt darin nicht nur
Rechenaufgaben für Kaufleute, sondern auch zahlenthe-
oretische Fragen, beispielsweise daß man die Quadrat-
zahlen durch Aufaddieren der ungeraden Zahlen erhält.
Auch betrachtet er nichtlineare Gleichungen, die er ap-
proximativ löst, und erinnert an viele in Vergessenheit
geratene Ergebnisse der antiken Mathematik.

Wie wir gerade gesehen haben, kann man mit den FIBONACCI-Zahlen
nicht nur Karnickelpopulationen beschreiben, sondern – wie GABRIEL

LAMÉ 1844 entdeckte – auch eine Obergrenze für den Aufwand beim
EUKLID ischen Algorithmus angeben:

Satz von Lamé (1844): Die kleinsten naẗurlichen Zahlena, b, für die
beim EUKLID ischen Algorithmusn ≥ 2 Divisionen ben̈otigt werden,
sinda = Fn+2 undb = Fn+1.

(Fürn = 1 gilt der Satz nur, wenn wir zusätzlich voraussetzen, daßa 6= b
ist; für n ≥ 2 ist dies automatisch erfüllt.)
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GABRIEL LAMÉ (1795–1870) studierte von 1813 bis
1817 Mathematik an der Ecole Polytechnique, danach
bis 1820 Ingenieurwissenschaften an der Ecole des
Mines. Auf Einladung Alexanders I. kam er 1820 nach
Rußland, wo er in St. Petersburg als Professor und Inge-
nieur unter anderem Vorlesungenüber Analysis, Phy-
sik, Chemie und Ingenieurwissenschaften hielt. 1832
erhielt er einen Lehrstuhl für Physik an der Ecole Poly-
technique in Paris, 1852 einen für mathematische Phy-
sik und Wahrscheinlichkeitstheorie an der Sorbonne.
1836/37 war er wesentlich am Bau der Eisenbahnlinien
Paris-Versailles und Paris–St. Germain beteiligt.

Um die ZahlenFn durch eine geschlossene Formel darzustellen, können
wir (genau wie man es auch für die rekursive Berechnung per Computer
tun würde) die Definitionsgleichung der FIBONACCI-Zahlen als

(
Fn+1
Fn

)
= A

(
Fn

Fn−1

)
mit A =

(
1 1
1 0

)

schreiben; dann ist
(

Fn

Fn−1

)
= An−1

(
F1
F0

)
= An−1

(
1
0

)
.

Das charakteristische Polynom vonA ist

det(A− λE) = (1− λ)(−λ)− 1 = λ2− λ− 1 ;

die Eigenwerte vonA sind daherλ1/2 = 1
2 ± 1

2

√
5. BezeichnetB die

Matrix, deren Spalten aus den zugehörigen Eigenvektoren besteht, so ist

alsoA = B−1

(
λ1 0
0 λ2

)
B und

(
Fn

Fn−1

)
= An−1

(
1
0

)
= B−1

(
λn−1

1 0
0 λn−1

2

)
B

(
1
0

)
.

Auch ohne die MatrixB zu berechnen, wissen wir somit, daß sichFn

in der FormFn = aλn−1
1 + bλn−1

2 darstellen l̈aßt. Indem wira duchrλ1
undb durchλ2 dividieren, erhalten wir auch eine Darstellung der Form
Fa = aλn

1 + bλn
2 , deren Koeffizienten wir durch Einsetzen vonn = 0

undn = 1 bestimmen k̈onnen:

F0 = 1 = aλ0
1 + bλ0

2 = a + b und F1 = 1 = aλ1 + bλ2 .
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Damit istb = 1− a, und die zweite Gleichung wird zu

a(λ1− λ2) + λ2 = a
√

5 +λ2 = 1 =⇒ a =
1− λ2√

5
=
λ1√

5
.

Also ist b = 1− a = − λ2√
5

undFn =
λn

1 − λn
2√

5
.

Numerisch ist

λ1 =
1 +
√

5
2

≈ 1,618034, λ2 = 1− λ1 =
1−
√

5
2

≈ −0,618034

und
√

5 ≈ 2,236068; der Quotientλn
2 /
√

5 ist also f̈ur jedesn kleiner
als 1/2. Daher k̈onnen wirFn auch einfacher berechnen als nächste
ganze Zahl zuλn

1 /
√

5. Insbesondere folgt, daßFn exponentiell mitn
wächst.

Die Gleichungλ2 − λ − 1 = 0 läßt sich umschreiben alsλ(λ− 1) = 1
oderλ : 1 = 1 : (λ − 1). Diese Gleichung charakterisiert dengoldenen
Schnitt:Stehen zwei Streckena undb in diesem Verḧaltnis, so auch die
beiden Streckenb unda − b. Die positive L̈osungλ1 wird traditionell
mit dem Buchstabenφ bezeichnet;Fn ist also der zur n̈achsten ganzen
Zahl gerundete Wert vonφn/

√
5.

Die beiden kleinsten Zahlen, für die wir n Divisionen brauchen, sind
nach LAMÉ a = Fn+2 undb = Fn+1. Aus der geschlossenen Formel für
die FIBONACCI-Zahlen folgt

n ≈ logφ

√
5b− 1 = logφ b + logφ

√
5− 1 =

ln b
lnφ

+
ln
√

5
lnφ

− 1

≈ 2,078 lnb + 0,672.

Für beliebige Zahlena > b können nicht mehr Divisionen notwendig
sein als f̈ur die aufb folgenden n̈achstgr̈oßeren FIBONACCI-Zahlen, al-
so gibt obige Formel f̈ur jedesb eine obere Grenze. Die Anzahl der
Divisionen ẅachst daher nicht (wie oben bei der naiven Abschätzung)
wie b, sondern ḧochstens wie logb. Für sechshundertstellige Zahlen
a, b müssen wir daher nicht mit 10600 Divisionen rechnen, sondern mit
weniger als drei Tausend, was auch mit weniger leistungsfähigen Com-
putern problemlos und schnell möglich ist.
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Tats̈achlich gibt naẗurlich auch die hier berechnete Schranke nur selten
den tats̈achlichen Aufwand wieder; fast immer werden wir mit erheblich
weniger auskommen. Im̈ubrigen ist auch alles andere als klar, ob wir
den ggT auf andere Weise nicht möglicherweise schneller berechnen
können. Da wir aber f̈ur Zahlen der Gr̈oßenordnung, die in heutigen
Anwendungen interessieren, selbst mit der Schranke für den schlimm-
sten Fall ganz gut leben können, sei hier auf diese Fragen nicht weiter
eingegangen. Interessenten finden mehr dazu z.B. in den Abschnitten
4.5.2+3 des Buchs
DONALD E. KNUTH: The Art of Computer Programming,vol. 2:Seminu-
merical Algorithms,Addison-Wesley,21981

§5: Die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen

Eine Primzahl ist bekanntlich eine natürliche Zahlp, die genau zwei
Teiler hat, n̈amlich die Eins und sich selbst. Der erweiterte EUKLID ische
Algorithmus liefert eine wichtige Folgerung aus dieser Definition:

Lemma: Wenn eine Primzahl das Produktab zweier naẗurlicher Zahlen
teilt, teilt sie mindestens einen der Faktoren.

Beweis:Angenommen, die Primzahlp sei kein Teiler vona, teile aberab.
Da der ggT vona undp Teiler vonp und ungleichp ist, muß er notge-
drungen gleich eins sein; es gibt also eine Darstellung

1 = αa + βp mit α, β ∈ Z .

Dann istb = αab + βpb durchp teilbar, denn sowohlab also auchpb
sind Vielfache vonp.

Daraus folgt induktiv

Satz: Jede naẗurliche Zahl l̈aßt sich bis auf Reihenfolge eindeutig als
ein Produkt von Primzahlpotenzen schreiben.

Beweis:Wir zeigen zun̈achst, daß sich jede natürliche Zahlüberhaupt
als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben läßt. Falls dies nicht der
Fall wäre, g̈abe es ein minimales GegenbeispielM . Dies kann nicht
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die Eins sein, denn die ist ja das leere Produkt, und es kann auch keine
Primzahl sein, denn die ist ja das Produkt mit sich selbst alseinzigem
Faktor. Somit hatM einen echten TeilerN , d.h. 1< N < M . DaM
das minimale Gegenbeispiel war, lassen sichN und M

N als Produkte von
Primzahlpotenzen schreiben, also auchM = N · M

N .

Bleibt noch zu zeigen, daß die Produktdarstellung bis auf die Reihen-
folge der Faktoren eindeutig ist. Auch hier gäbe es andernfalls wieder ein
minimales GegenbeispielM , das somit mindestens zwei verschiedene
Darstellungen

M =
r∏

i=1

pei

i =
s∏

j=1

q
fj

j

hätte. Da die Eins durch kein Produkt dargestellt werden kann, in dem
wirklich eine Primzahl vorkommt, istM > 1, und somit steht in jedem
der beiden Produkte mindestens eine Primzahl.

Da p1 Teiler vonM ist, teilt es auch das rechtsstehende Produkt, also
nach dem gerade bewiesenen Lemma mindestens einen der Faktoren,
d.h. mindestens einqj . Da qj eine Primzahl ist, muß dannp1 = qj
sein. DaM als minimales Gegenbeispiel vorausgesetzt war, unterschei-
den sich die beiden Produkte, aus denen dieser gemeinsame Faktor
gestrichen wurde, ḧochstens durch die Reihenfolge der Faktoren, und
damit gilt dasselbe für die beiden Darstellungen vonM .

Als erste Anwendung dieses Satzes können wir zeigen

Satz: Die reelle Zahlx erfülle die Gleichung

xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = 0 mit ai ∈ Z .

Dann istx entweder ganzzahlig oder irrational.

Beweis:Jede rationale Zahlx kann als Quotientx = p/q zweier zueinan-
der teilerfremder ganzer Zahlenp undq geschrieben werden. Multipli-
zieren wir die Gleichung

(
p

q

)n
+ an−1

(
p

q

)n−1

+ · · · + a1

(
p

q

)
+ a0 = 0
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mit qn, erhalten wir die nennerlose Gleichung

pn + an−1p
n−1q + · · · + a1pq

n−1 + a0q
n = 0 .

Aufl ösen nachpn führt auf

pn = −an−1p
n−1q − · · · − a1pq

n−1 − a0q
n

= q(−an−1p
n−1− · · · − a1pq

n−2 − a0q
n−1) ,

d.h. q muß ein Teiler vonpn sein, was wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung vonpn sowie der vorausgesetzten Teilerfremdheit
von p undq nur für q = ±1 der Fall sein kann. Somit istx eine ganze
Zahl, wie behauptet.

§6: Kongruenzenrechnung

Zwei ganze Zahlen lassen sich im allgemeinen nicht durcheinander
dividieren. Trotzdem – oder gerade deshalb – spielen Teilbarkeitsfragen
in der Zahlentheorie eine große Rolle. Das technische Werkzeug zu ihrer
Behandlung ist die Kongruenzenrechnung.

Definition: Wir sagen, zwei ganze Zahlenx, y ∈ Z seien kongruent
modulom für eine naẗurliche Zahlm, in Zeichen

x ≡ y modm ,

wennx− y durchm teilbar ist.

Die Kongruenz modulom definiert offensichtlich einëAquivalenzrela-
tion aufZ: Jede ganze Zahl ist kongruent zu sich selbst, dennx− x = 0
ist durch jede natürliche Zahl teilbar; wennx − y durchm teilbar ist,
so auchy − x = −(x − y), und ist schließlichx ≡ y modm und
y ≡ z modm, so sindx− y undy − z durchm teilbar, also auch ihre
Summex− z, und damit ist auchx ≡ z modm.

Zwei Zahlenx, y ∈ Z liegen genau dann in derselbenÄquivalenzklasse,
wenn sie bei der Division durchm denselben Divisionsrest haben; es
gibt somitm Äquivalenzklassen, die denm möglichen Divisionsresten
0,1, . . . ,m− 1 entsprechen.
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Lemma: Ist x ≡ x′ modm undy ≡ y′ modm, so ist auch

x± y ≡ x′ ± y′ modm und x′y′ ≡ xy modm .

Beweis:Sindx− x′ undy − y′ durchm teilbar, so auch

(x± y)− (x′ ± y′) = (x− x′)± (y − y′) und

xy − x′y′ = x(y − y′) + y′(x− x′)

Im folgenden wollen wir das Symbol
”
mod“ nicht nur in Kongruenzen

wie x ≡ y modm benutzen, sondern auch – wie in vielen Program-
miersprachen̈ublich – als Rechenoperation:

Definition: Für eine ganze Zahlx und eine naẗurliche Zahlm bezeich-
netx modm jene ganze Zahl 0≤ r < m mit x ≡ r modm.

x modm ist also einfach der Divisionsrest bei der Division vonx
durchm.

Da nach dem gerade bewiesenen Lemma die Addition, Subtraktion
und Multiplikation mit Kongruenzen vertauschbar sind, können wir
auf der Menge aller̈Aquivalenzklassen Rechenoperationen einführen.
Übersichtlicher wird das, wenn wir statt dessen die Menge

Z/m =
def
{0,1, . . . ,m− 1}

betrachten. Wir definieren eine Addition durch

x⊕ y = (x + y) modm =

{
x + y falls x + y < m
x + y −m sonst

und entsprechend eine Multiplikation gemäß

x⊙ y = (xy) modm .

Fürm = 4 haben wir also folgende Operationen:

⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

und

⊙ 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1
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Um diese Tabellen zu interpretieren, sollten wir uns an einige Grundbe-
griffe aus der Algebra erinnern:

Definition: a) Eine Gruppe ist eine MengeG zusammen mit einer
Verknüpfung×:G×G→ G, für die gilt
1.) (x× y)× z = x× (y × z) für allex, y, z ∈ G.
2.) Es gibt ein Elemente ∈ G, so daße×x = x× e = x für allex ∈ G.
3.) Zu jedemx ∈ G gibt es einx′ ∈ G, so daßx× x′ = x′ × x = e ist.

Die Gruppe heißtkommutativoderabelsch,wenn zus̈atzlich noch gilt

4.) x× y = y × x für allex, y ∈ G.

b) Eine Abbildungϕ:G → H zwischen zwei GruppenG undH mit
Verknüpfungen× und⊗ heißt (Gruppen-)iHomomorphismus,falls für
allex, y ∈ G gilt: ϕ(x×y) = ϕ(x)⊗ϕ(y). Istϕ zus̈atzlich bijektiv, reden
wir von einemIsomorphismus.Die GruppenG undH heißenisomorph,
in ZeichenG ∼= H, wenn es einen Isomorphismusϕ:G→ H gibt.

c) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Verkn̈upfungen
+, ·:R ×R→ R, so daß gilt
1.) Bez̈uglich + istR eine abelsche Gruppe.
2.) (x · y) · z = x · (y · z) für allex, y, z ∈ R.
3.) Es gibt ein Element 1∈ R, so daß 1· x = x · 1 = x für allex ∈ R.
4.) x · (y+z) = x ·y+x ·z und (x+y) ·z = x ·z+y ·z für allex, y, z ∈ R.
Der Ring heißtkommutativ,wenn zus̈atzlich noch gilt
5.) x · y = y · x für allex, y ∈ R.

d) Eine Abbildungϕ:R → S zwischen zwei Ringen heißt (Ring-)
Homomorphismus,wenn f̈ur allex, y ∈ R gilt

ϕ(r + s) = ϕ(r) + ϕ(s) und ϕ(r · s) = ϕ(r) · ϕ(s) ,

wobei + und· auf der linken Seite jeweils die Operationen vonR be-
zeichnen und rechts die vonS. Auch hier reden wir von einemIso-
morphismus,wennϕ bijektiv ist, und bezeichnenR ∼= S als isomorph,
wenn es einen Isomorphismusϕ:R→ S gibt.
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Lemma: Für jedesm ∈ N ist Z/m mit den Operationen⊕ und⊙ ein
Ring.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung

ϕ:

{
Z→ Z/m

x 7→ x modm
.

Nach dem obigen Lemma ist

ϕ(x + y) = ϕ(x)⊕ ϕ(y) und ϕ(xy) = ϕ(x)⊙ ϕ(y) .

DaZ bez̈uglich + eine abelsche Gruppe ist, gilt somit dasselbe für Z/m
bez̈uglich⊕: Wenn zwei ganze Zahlen gleich sind, sind schließlich auch
ihre Divisionsreste modulom gleich. Das Neutralelement istϕ(0) = 0,
und das additive Inverse istϕ(−x) = m−ϕ(x). Auch die Eigenschaften
von⊙ folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der Multi-
plikation ganzer Zahlen; das Neutralelement istϕ(1) = 1.

Man beachte, daßZ/m im allgemeinen kein K̈orper ist: InZ/4 bei-
spielsweise ist 2⊙2 = 0, und in einem K̈orper kann ein Produkt nur ver-
schwinden, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verschwindet.

Im folgenden werden wir die Rechenoperationen inZ/m einfach mit
+ und · bezeichnen, wobei jedesmal aus dem Zusammenhang klar sein
sollte, ob wir von der Addition und Multiplikation inZ/m oder der inZ
reden. Der Malpunkt wird dabei, wiëublich, oft weggelassen.

§7: Der chinesische Restesatz

Der Legende nach zählten chinesische Generäle ihre Truppen, indem
sie diese mehrfach antreten ließen in Reihen verschiedenerBreiten
m1, . . . ,mr und jedesmal nur die Anzahlar der Soldaten in der letzten
Reihe z̈ahlten. Aus denr Relationen

x ≡ a1 modm1, . . . , x ≡ ar modmr

bestimmten sie dann die Gesamtzahlx der Soldaten.



Kap. 1: Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung 

Ob es im alten China wirklich Generäle gab, die soviel Mathematik
konnten, sei dahingestellt; Beispiele zu diesem Satz findensich jeden-
falls bereits 1247 in den chinesischenMathematischen Abhandlungen
in neun B̈andenvon CH’ IN CHIU-SHAO (1202–1261), allerdings geht es
dort nicht um Soldaten, sondern um Reis.

CH’ IN CHIU-SHAO oder QIN JIUSHAO wurde 1202 in der Provinz Sichuan geboren. Auf
eine wilde Jugend mit vielen Affairen folgte ein wildes und alles andere als gesetztreues
Berufsleben in Armee,̈offentlicher Verwaltung und illegalem Salzhandel. Als Jugendli-
cher studierte er an der Akademie von Hang-chou Astronomie,sp̈ater brachte ihm ein
unbekannter Lehrer Mathematik bei. Insbesondere studierte er die in vorchristlicher Zeit
entstandenenNeun B̈ucher der Rechenkunst,nach deren Vorbild er 1247 seine deutlich
anspruchsvollerenMathematischen Abhandlungen in neun Bändenpublizierte, die ihn als
einen der bedeutendsten Mathematiker nicht nur Chinas ausweisen. Zum chinesischen
Restesatz schreibt er, daß er ihn von den Kalendermachern gelernt habe, diese ihn jedoch
nur rein mechanisch anwendeten ohne ihn zu verstehen. CH’ IN CHIU-SHAO starb 1261
in Meixian, wohin er nach einer seiner vielen Entlassungen wegen krimineller Machen-
schaften geschickt worden war.

Wir wollen uns zun̈achstüberlegen, unter welchen Bedingungen ein
solches Verfahren̈uberhaupt funktionieren kann. Offensichtlich können
die obigenr Relationen eine natürliche Zahl nicht eindeutig festlegen,
denn istx eine L̈osung undM irgendein gemeinsames Vielfaches der
sämtlichenmi, so istx + M auch eine –M ist schließlich modulo
allermi kongruent zur Null.

Außerdem gibt es Relationen obiger Form, die unlösbar sind, beispiels-
weise das System

x ≡ 2 mod 4 und x ≡ 3 mod 6 ,

dessen erste Gleichung nur gerade Lösungen hat, ẅahrend die zweite nur
ungerade hat. Das Problem hier besteht darin, daß zwei ein gemeinsamer
Teiler von vier und sechs ist, so daß jede der beiden Kongruenzen auch
etwasüberx mod 2 aussagt: Nach der ersten istx gerade, nach der
zweiten aber ungerade.

Dieses Problem k̈onnen wir dadurch umgehen, daß wir nur Modulnmi

zulassen, die paarweise teilerfremd sind. Dies hat auch denVorteil, daß
jedes gemeinsame Vielfache dermi Vielfaches des Produkts allermi

sein muß, so daß wirx modulo einer vergleichsweise großen Zahl ken-
nen.
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Chinesischer Restesatz:Das System von Kongruenzen

x ≡ a1 modm1, . . . , x ≡ ar modmr

hat für paarweise teilerfremde Modulnmi genau eine L̈osungx mit
0 ≤ x < m1 · · ·mr. Jede andere L̈osungy ∈ Z läßt sich in der Form
x + km1 · · ·mr schreiben mitk ∈ Z.

Mit den Begriffen aus dem vorigen Paragraphen läßt sich dies auch
anders formulieren: Die Zahlx modmi können wir auffassen als Ele-
ment vonZ/mi, dasr-Tupel aus allen diesen Zahlen also als Element
von Z/m1 × · · · × Z/mr. Man überlegt sich leicht, daß das kartesi-
sche Produkt von zwei oder mehr Gruppen wieder eine Gruppe ist: Die
Verknüpfung wird einfach komponentenweise definiert, und das Neu-
tralelement ist dasjenige Tupel, dessen sämtliche Komponenten Neu-
tralelemente der jeweiligen Faktoren sind. Genauso folgt,daß das kar-
tesische Produkt von zwei oder mehr Ringen wieder ein Ring ist.

In algebraischer Formulierung haben wir dann die folgende Verscḧar-
fung des obigen Satzes:

Chinesischer Restesatz(Algebraische Form): Die Abbildung

ϕ:

{
Z/m1 · · ·mr → Z/m1× · · · × Z/mr

x 7→ (x modm1, . . . , x modmr)

ist ein Isomorphismus von Ringen.

Wir beweisenden Satz in dieser algebraischen Form:

Zunächst ist

ψ:

{
Z→ Z/m1× · · · × Z/mr

x 7→ (x modm1, . . . , x modmr)

ein Ringhomomorphismus, denn nach dem Lemma aus dem vorigen
Paragraphen ist der̈Ubergang zu den Restklassen modulo jeder der
Zahlenmi mit Addition und Multiplikation vertauschbar. Daψ(x) nur
vonx modm1 · · ·mr abḧangt, folgt daraus, daß auchϕ ein Ringhomo-
morphismus ist.
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ϕ ist injektiv, denn istϕ(x) = ϕ(y), so istx modmi = y modmi für
alle i; da diemi paarweise teilerfremd sind, istx − y somit durch das
Produkt dermi teilbar, was f̈ur x, y ∈ Z/m1 · · ·mr nur im Fallx = y
möglich ist.

Nun istϕ aber eine Abbildung zwischen endlichen Mengen, die beide
aus jem1 · · ·mr Elementen bestehen. Jede injektive Abbildung zwi-
schen zwei gleichm̈achtigen endlichen Mengen ist zwangsläufig auch
surjektiv, also bijektiv, und somit istϕ ein Isomorphismus.

Aus Sicht der chinesischen Generäle ist dieser Beweis enttäuschend:
Angenommen, ein General weiß, daß höchstens Tausend Soldaten vor
ihm stehen. Er l̈aßt sie in Zehnerreihen antreten; in der letzten Reihe
stehen f̈unf Soldaten. Bei Elferreihen sind es neun, bei Dreizehnerrei-
hen sechs. Da 10· 11 · 13 = 1430 gr̈oßer ist als Tausend, weiß er, daß
dies die Anzahl eindeutig festlegt. Er weiß aber nicht, wie viele Sol-
daten nun tats̈achlich vor ihm stehen. Als General hat er natürlich die
Möglichkeit, einige Soldaten abzukommandieren, die für jede Zahl bis
Tausend die Divisionsreste modulo 9,10 und 13 berechnen m̈ussen, bis
sie auf das Tripel (5,9,6) stoßen. Wir als Mathematiker sollten jedoch
eine effizientere Methode finden.

Dazu verhilft uns der erweiterte EUKLID ische Algorithmus:

Wir beginnen mit dem Fall zweier Kongruenzen

x ≡ a modm und y ≡ b modn

mit zueinander teilerfremden Zahlenm undn. Ihr ggT eins l̈aßt sich
nach dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus als 1 =αm + βn
schreiben. Somit ist

1−αm = βn ≡
{

1 modm
0 modn

und 1−βn = αm ≡
{

0 modm
1 modn

,

also l̈ost

x = βna + αmb ≡
{
a modm
b modn

das Problem.
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x ist naẗurlich nicht die einzige L̈osung; wenn wir ein gemeinsames
Vielfaches vonm undn addieren,̈andert sich nichts an den Kongruen-
zen. Da wir von teilerfremden Zahlen ausgegangen sind, ist das Produkt
das kleinste gemeinsame Vielfache; die allgemeine Lösung ist daher

x + (βn + λb)a + (αm− λa)b .

Insbesondere ist die Lösung eindeutig modulonm.

Als Beispiel betrachten wir die beiden Kongruenzen

x ≡ 1 mod 17 und x ≡ 5 mod 19 .

Wir müssen als erstes den erweiterten EUKLID ischen Algorithmus auf
die beiden Moduln 17 und 19 anwenden:

19 : 17 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 19− 17

17 : 2 = 8 Rest 1 =⇒ 1 = 17− 8 · 2 = 9 · 17− 8 · 19

Also ist 9 · 17 = 153≡ 0 mod 17 und≡ 1 mod 19; außerdem ist
−8 · 19 =−152 durch 19 teilbar und≡ 1 mod 17. Die Zahl

x = −152· 1 + 153· 5 = 613

löst somit das Problem. Da 613 größer ist als 17·19 = 323, ist allerdings
nicht 613 die kleinste positive L̈osung, sondern 613− 323 = 290.

Bei mehr als zwei Kongruenzen gehen wir rekursiv vor: Wir lösen die
ersten beiden Kongruenzenx ≡ a1 modm1 undx ≡ a2 modm2 wie
gerade besprochen; das Ergebnis ist eindeutig modulom1m2. Istc2 eine
feste L̈osung, so l̈aßt sich die L̈osung schreiben als Kongruenz

x ≡ c2 modm1m2 ,

und da diemi paarweise teilerfremd sind, ist auchm1m2 teilerfremd
zum3. Mit EUKLID können wir daher das System

x ≡ c2 modm1m2 und x ≡ a3 modm3

lösen und die L̈osung schreiben als

x ≡ c3 modm1m2m3

und so weiter, bis wir schließlichxmodulo dem Produkt allermi kennen
und somit das Problem gelöst haben.
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Im Beispiel des oben angesprochenen Systems

x ≡ 5 mod 10, x ≡ 9 mod 11, x ≡ 6 mod 13

lösen wir also zun̈achst nur das System

x ≡ 5 mod 10 und x ≡ 9 mod 11 .

Da 1 = 11− 10, ist 11≡ 0 mod 11 und 11≡ 1 mod 10; entsprechend
ist−10≡ 0 mod 10 und−10≡ 1 mod 11. Also ist

x = 5 · 11− 9 · 10 =−35

eine L̈osung; die allgemeine L̈osung ist−35 + 110k mit k ∈ Z. Die
kleinste positive L̈osung ist−35 + 110 = 75.

Unser Ausgangssystem ist somitäquivalent zu den beiden Kongruenzen

x ≡ 75 mod 110 und x ≡ 6 mod 13 .

Um es zu l̈osen, m̈ussen wir zun̈achst die Eins als Linearkombination
von 110 und 13 darstellen. Hier bietet sich keine offensichtliche Lösung
an, also verwenden wir den erweiterten EUKLID ischen Algorithmus:

110 : 13 = 8 Rest 6 =⇒ 6 = 110− 8 · 13

13 : 6 = 2 Rest 1 =⇒ 1 = 13− 2 · 6 = 17· 13− 2 · 110

Also ist 17 · 13 = 221≡ 1 mod 110 und≡ 0 mod 13; genauso ist
−2·110 = 220≡ 1 mod 13 und≡ 9 mod 110. Eine ganzzahlige Lösung
unseres Problems ist somit

75 · 221− 6 · 220 = 15 255 .

Die allgemeine L̈osung ist

15 255 +k · 110· 13 = 15 255 + 1 430k mit k ∈ Z .

Da 15 255 : 1 430 = 10 Rest 955 ist, hatte der General also 955 Soldaten
vor sich stehen.

Alternativ läßt sich die L̈osung eines Systems ausr Kongruenzen auch
in einer geschlossenen Form darstellen allerdings um den Preis einer
n-maligen statt (n − 1)-maligen Anwendung des EUKLID ischen Algo-
rithmus und gr̈oßeren Zahlen schon von Beginn an: Um das System

x ≡ ai modmi für i = 1, . . . , r
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zu lösen, berechnen wir zunächst f̈ur jedesi das Produkt

m̂i =
∏

j 6=i

mj

der s̈amtlichenübrigenmj und bestimmen dazu ganze Zahlenαi, βi,
für die giltαimi + βim̂i = 1 .Dann ist

x =
n∑

j=1

βjm̂jaj ≡ βim̂iai = (1− αimi)ai ≡ ai modmi .

Natürlich wirdx hier – wie auch bei der obigen Formel – oft größer sein
als das Produkt dermi; um die kleinste L̈osung zu finden, m̈ussen wir
also noch modulo diesem Produkt reduzieren.

Im obigen Beispiel ẅare

m1 = 10 m̂1 = 11 · 13 = 143 1 = 43· 10− 3 · 143
m2 = 11 m̂2 = 10 · 13 = 130 1 =−59 · 11 + 5· 130
m3 = 13 m̂3 = 10 · 11 = 110 1 = 17· 13− 2 · 110 ,

also

x = −3 ·143·5 + 5·130·9−2 ·110·6 =−2145 + 5850−1320 = 2385 .

Modulo 10· 11 · 13 erhalten wir naẗurlich auch hier wieder 955.

Damit kennen wir nun auch zwei konstruktive Beweise des chinesischen
Restesatzes und wissen, wie man Systeme von Kongruenzen mitHilfe
des erweiterten EUKLID ischen Algorithmus l̈osen kann.

§8: Prime Restklassen

Wie wir gesehen haben, können wir auch inZ/m im allgemeinen nicht
dividieren. Allerdings ist Division doch sehr viel häufiger m̈oglich als in
den ganzen Zahlen. Dies wollen wir als nächstes genauer untersuchen:

Lemma: Zu zwei gegebenen natürlichen Zahlena,m gibt es genau
dann einx ∈ N mit ax ≡ 1 modm, wenn ggT(a,m) = 1 ist.



Kap. 1: Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung 

Beweis:Wenn es ein solchesx gibt, gibt es dazu einy ∈ N, so daß
ax = 1 +my, d.h. 1 =ax −my. Damit muß jeder gemeinsame Teiler
vona undm Teiler der Eins sein,a undm sind also teilerfremd.

Sind umgekehrta undm teilerfremd, so gibt es nach dem erweiter-
ten EUKLID ischen Algorithmusx, y ∈ Z mit ax + my = 1. Durch
(gegebenenfalls mehrfache) Addition der Gleichungam−ma = 0 läßt
sich n̈otigenfalls erreichen, daßx positiv wird, und offensichtlich ist
ax ≡ 1 modm.

Definition: Ein Elementa ∈ Z/m heißt prime Restklasse, wenn
ggT(a,m) = 1 ist.

Nach dem gerade bewiesenen Lemma gibt es somit zu jeder primen
Restklassea ein x ∈ Z/m, so daß dortax = 1 ist. Damit ist das
folgende Lemma nicht verwunderlich:

Lemma: Die primen Restklassen ausZ/m bilden bez̈uglich der Mul-
tiplikation eine Gruppe.

Beweis:Wir müssen uns zun̈achstüberlegen, daß das Produkt zweier
primer Restklassen wieder eine prime Restklasse ist. Sinda, b ∈ Z/m
beide teilerfremd zum, so auchab, denn ẅare p ein gemeinsamer
Primteiler vonab undm, so ẅare p als Primzahl auch Teiler vona
oderb, also gemeinsamer Teiler vona undm oder vonb undm. Die
Eins ist naẗurlich eine prime Restklasse, und auch die Existenz von
Inversen ist kein Problem: Nach dem vorigen Lemma gibt es einx ∈ Z,
so daßax ≡ 1 modm ist, und die andere Richtung dieses Lemmas zeigt,
daß auchx modm eine prime Restklasse ist. Das Assoziativgesetz der
Multiplikation gilt f ür alle Elemente vonZ/m, erst recht also f̈ur die
primen Restklassen.

Definition: Die Gruppe (Z/m)× der primen Restklassen heißtprime
Restklassengruppe,ihre Ordnung wird mitϕ(m) bezeichnet.ϕ : N→ N

heißt EULERscheϕ-Funktion.
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LEONHARDEULER (1707–1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universität. Dort legte er zwei Jahre später
die Magisterpr̈ufung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung von JOHANN

BERNOULLI mit Mathematik bescḧaftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung FRIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preußische Akademie der Wis-
senschaften; nachdem sich das Verhältnis zwischen den

beiden dramatisch verschlechtert hatte, kehrte er 1766 nach St. Petersburg zurück. Im glei-
chen Jahr erblindete er vollständig; trotzdem schrieb er rund die Hälfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfassen 73 Bände) danach. Sie enthalten
bedeutende Beiträge zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, Physik, Astronomie
und Kartographie.

Lemma: a) Für zwei zueinander teilerfremde Zahlenn,m ∈ N ist
ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

b) Fürm =
r∏

i=1
pei

i istϕ(m) =
r∏

i=1

(
pei−1

i (pi − 1)
)
.

Beweis: a)Eine Zahla ist genau dann teilerfremd zum Produktnm,
wenna modn teilerfremd zun unda modm teilerfremd zum ist. Da
nach dem chinesischen RestesatzZ/nm ∼= Z/n × Z/m ist, ist daher
auch (Z/nm)× ∼= (Z/n)× × (Z/m)×.

b) Wegena) gen̈ugt es, dies f̈ur Primzahlpotenzenpe zu beweisen. Eine
Zahla ist genau dann teilerfremd zupe, wenn sie kein Vielfaches vonp
ist. Unter den Zahlen von 1 bispe gibt es genaupe−1 Vielfache vonp,
also istϕ(pe) = pe − pe−1 = pe−1(p− 1).

Korollar: Z/m ist genau dann ein K̈orper, wennm eine Primzahl ist.

Beweis:Das einzige, wasZ/m zu einem K̈orper eventuell fehlt, ist die
Existenz von multiplikativen Inversen für alle von null verschiedenen
Elemente. Dies ist offenbaräquivalent zur Formelϕ(m) = m − 1, und
die gilt nach dem Lemma genau dann, wennm prim ist.
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Der KörperZ/pmit pElementen wird̈ublicherweise mitFp bezeichnet;
die zugeḧorige prime Restklassengruppe (Z/p)× = Fp \ {0} entspre-
chend alsF×

p . Dabei steht das
”
F“ f ür finit. Im Englischen werden

endliche K̈orper gelegentlich auch alsGalois fieldsbezeichnet, so daß
man hier auch die Abk̈urzung GF(p) sieht.Field ist das englische Wort
für Körper; das gelegentlich in Informatikbüchern zu lesende WortGa-
loisfeld ist also einÜbersetzungsfehler.

Wir wollen uns als n̈achstes̈uberlegen, daß die multiplikative Gruppe
dieses K̈orpers aus den Potenzen eines einzigen Elements besteht. Dazu
brauchen wir zun̈achst noch ein Lemma aus der Gruppentheorie:

Definition: Die Ordnung eines Elementsa einer (multiplikativ ge-
schriebenen) GruppeG ist die kleinste naẗurliche Zahlr, für die ar

gleich dem Einselement ist. Falls es keine solche Zahl gibt,sagen wir,
a habe unendliche Ordnung.

Lemma (LAGRANGE): In einer endlichen Gruppe teilt die Ordnung ei-
nes jeden Elements die Gruppenordnung.

Beweis:Die Potenzen des Elementsa bilden zusammen mit der Eins
eine UntergruppeH vonG, deren Elementanzahl gerade die Ordnungr
von H ist. Wir führen aufG eine Äquivalenzrelation ein durch die
Vorschrift g ∼ h, falls gh−1 in H liegt. Offensichtlich besteht die
Äquivalenzklasse eines jeden Elementsg ∈ G aus genaur Elemen-
ten, n̈amlichg, ga, . . . , gar−1. DaG die Vereinigung aller̈Aquivalenz-
klassen ist, muß die Gruppenordnung somit ein Vielfaches von r sein.

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736–1813) wurde als GIU-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zun̈achst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY über algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel mit EULER entstand.
In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter anderem̈uber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sp̈ater zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
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Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Académie des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einführung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, Algebraund Geometrie.

Korollar: Für zwei zueinander teilerfremde Zahlena,m ist

aϕ(m) ≡ 1 modm .

Beweis:Klar, dennϕ(m) ist die Ordnung der primen Restklassengruppe
modulom.

Für eine PrimzahlN = p bezeichnet man diese Aussage auch als den
kleinen Satz vonFERMAT:

Satz (FERMAT): Für jede nicht durch die Primzahlp teilbare ganze
Zahla ist ap−1 ≡ 1 modp. Für allea ∈ Z ist ap ≡ a modp.

Beweis:Die erste Aussage ist klar, daϕ(p) = p − 1 ist. F̈ur die zweite
müssen wir nur noch beachten, daß für durchp teilbare Zahlena sowohl
ap als aucha kongruent null modulop sind.

Der franz̈osische Mathematiker PIERRE DE FERMAT

(1601–1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne im De-
partement Tarn et Garonne geboren. Bekannt ist er
heutzutage vor allem für seine 1994 von ANDREW

WILES bewiesene Vermutung, wonach die Gleichung
xn + yn = zn für n ≥ 3 keine ganzzahlige L̈osung mit
xyz 6= 0 hat. Dieser

”
große“ Satzes von FERMAT, von

dem FERMAT lediglich in einer Randnotiz behauptete,
daß er ihn beweisen könne, erkl̈art den Namen der obi-
gen Aussage. Obwohl FERMAT sich sein Leben lang sehr
mit Mathematik bescḧaftigte und wesentliche Beiträge
zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Ana-
lysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist.

Satz: Die multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers ist zyklisch.

Beweis:Da die multiplikative Gruppe eines K̈orpers mitqElementen aus
allen Körperelementen außer der Null besteht, hat sie die Ordnungq−1,
d.h. nach LAGRANGE ist die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler
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von q − 1. Wir müssen zeigen, daß es mindestens ein Element gibt,
dessen Ordnunggenauq − 1 ist.

Für jeden Primteilerpi vonq − 1 hat die Polynomgleichung

x(q−1)/pi = 1

höchstens (q − 1)/pi Lösungen im K̈orper; es gibt also zu jedempi ein

Körperelementai mit a(q−1)/pi

i 6= 1.

qi sei die gr̈oßte Potenz vonpi, die q − 1 teilt, undgi = a
(q−1)/qi

i die
(q − 1)/qi-te Potenz vonai. Dann ist

gqi

i = aq−1
i = 1 und g

qi
pi

i = a
q−1
pi

i 6= 1 ;

gi hat also die Ordnungqi. Da die verschiedenenqi Potenzen verschie-
dener Primzahlenpi sind, hat daher das Produktg aller gi das Produkt
allerqi als Ordnung, alsoq− 1. Damit ist die multiplikative Gruppe des
Körpers zyklisch.

Definition: Ein Elementg eines endlichen K̈orpersk heißtprimitive
Wurzel,wenn es die zyklische Gruppek× erzeugt.

Selbst im Fall der K̈orperFp gibt es keine Formel, mit der man eine
solche primitive Wurzel explizit in Abḧangigkeit vonp angeben kann.
Üblicherweise ẅahlt man zuf̈allig ein Element aus und testet, ob es
die Ordnungp − 1 hat. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist offenbar
ϕ(p − 1) : (p − 1), was f̈ur die meisten Werte vonp recht gut ist.
Der Test, ob die Ordnung gleichp− 1 ist, läßt sich allerdings nur dann
effizient durchf̈uhren, wenn die Primteilerpi von p − 1 bekannt sind,
denn dann kann man einfach testen, ob alle Potenzen mit den Exponen-
ten (p − 1)/pi von eins verschieden sind. Für große Werte vonp, wie
sie in der Kryptographie benötigt werden, kann dies ein Problem sein,
so daß man hier im allgemeinen von faktorisierten Zahlenr ausgeht und
dann testet, obr + 1 prim ist. Im Kapitelüber Primzahlen werden wir
geeignete Tests kennenlernen.



Kapitel 2
Anwendungen in der Kryptologie

§1: New directions in cryptography

Kryptologie ist zusammengesetzt aus den beiden griechischen Wörtern
κρυπτός = verborgen, versteckt undλόγος = Rede, Darlegung, Ver-
nunft; sie ist also die Wissenschaft vom Geheimen. Sie besteht aus der
Kryptographie (vonγρᾰϕή = Das Schreiben), die Geheimschriften ent-
wickelt, und der Kryptanalyse (vonα

,
ναλύειν = auflösen, zerlegen), die

versucht, letztere zu analysieren mit dem Ziel, sie zu knacken.

Die Grundsituation ist also die folgende:

A B

C

A möchte eine Nachrichtx an Bübermitteln, jedoch besteht die Gefahr,
daß alles, was er an B schickt, auf dem Weg dorthin von C gelesen und
vielleicht auch ver̈andert wird; außerdem könnte C eventuell versuchen,
sich gegen̈uber B als A ausgeben oder umgekehrt.

Die Kryptographie versucht, dies zu verhindern, indem A anstelle
von x einen Chiffretextc schickt, aus der zwar B, nicht aber C
die Nachricht x und gegebenenfalls weitere Informationen rekon-
struieren kann. Natürlich bietet diese Verschlüsselung f̈ur sich allein
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noch keinen Schutz, denn C könnte zum Beispiel auch den Compu-
ter von A oder B angreifen, um so den Text vor der Verschlüsselung
oder nach der Entschlüsselung abzugreifen. Auch könnte er das Ver-
schl̈usselungsprogramm so manipulieren, daß die Verschlüsselung f̈ur
ihn keine Ḧurde mehr ist, er k̈onnte elektromagnetische Strahlung von
Computer und/oder Monitor auffangen und auswerten, und so wei-
ter. Die Entḧullungenüber NSA und GCHQ zeigen, daß es praktisch
nichts gibt, was ein hinreichend entschlossener Gegner nicht anwendet.
Trotzdem macht es gute Kryptographie zumindest für manche Gegner
schwierig oder sogar unm̈oglich, die Nachricht zu lesen.

In der klassischen Kryptographie verläuft die Entschl̈usselung entweder
genauso oder zumindest sehrähnlich wie die Verschlüsselung; insbeson-
dere kann jeder, der eine Nachricht verschlüsseln kann, jede andere ent-
sprechend verschlüsselte Nachricht auch entschlüsseln. Man bezeichnet
diese Verfahren daher alssymmetrisch.

Der Nachteil eines solchen Verfahrens besteht darin, daß ineinem Netz-
werk jeder Teilnehmer mit jedem anderen einen Schlüssel vereinbaren
muß. In miliẗarischen Netzen war dies̈ublicherweise so geregelt, daß
das gesamte Netz denselben Schlüssel benutzte, der in einem Codebuch
für jeden Tag im voraus festgelegt war. In kommerziellen Netzen wie
beispielsweise einem Mobilfunknetz ist so etwas natürlich unm̈oglich.

1976 publizierten MARTIN HELLMAN , damals Assistenzprofessor in
Stanford, und sein Forschungsassistent WHITFIELD DIFFIE eine Ar-
beit mit dem TitelNew directions in cryptography(IEEE Trans. In-
form. Theory22, 644–654), in der sie vorschlugen, den Vorgang der
Verschl̈usselung und den derEntschl̈usselung v̈ollig voneinander zu
trennen: Es sei schließlich nicht notwendig, daß der Sendereiner ver-
schl̈usselten Nachricht auch in der Lage sei, diese zuentschl̈usseln.

Der Vorteil eines solchenasymmetrischenVerfahrens ẅare, daß jeder
potentielle Empf̈anger nur einen einzigen Schlüssel br̈auchte und den-
noch sicher sein k̈onnte, daß nur er selbst seine Post entschlüsseln kann.
Der Schl̈ussel m̈ußte nicht einmal geheimgehalten werden, da es ja
(meistens) nichts schadet, wenn jedermann Nachrichtenverschl̈usseln
kann. In einem Netzwerk mitn Teilnehmern br̈auchte man also nur
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n Schl̈ussel, um es jedem Teilnehmer zu ermöglichen, mit jedem an-
deren sicher zu kommunizieren. Die Schlüssel k̈onnten sogar in einem
öffentlichen Verzeichnis stehen. Bei einem symmetrischenKryptosys-
tem ẅare der gleiche Zweck nur erreichbar mit1

2n(n − 1) Schl̈usseln,
die auf einem sicheren Weg wie etwa bei einem persönliches Treffen
oder durch vertrauensẅurdige Boten ausgetauscht werden müßten.

BAILEY WHITFIELD DIFFIE wurde 1944 geboren. Erst
im Alter von zehn Jahren lernte er lesen; im gleichen
Jahr hielt eine Lehrerin an seiner New Yorker Grund-
schule einen Vortrag̈uber Chiffren. Er ließ sich von
seinem Vater alle verfügbare Literatur darüber besor-
gen, entschied sich dann 1961 aber doch für ein Ma-
thematikstudium am MIT. Um einer Einberufung zu
entgehen, arbeitete er nach seinem Bachelor bei Mitre;
sp̈ater, nachdem sein Interesse an der Kryptographie
wieder erwacht war, kam er zu Martin Hellman nach
Stanford, der ihn als Forschungsassistent einstellte. Ab
1991 arbeitete er alschief security officerbei Sun Mi-
crosystems, von 2010 bis 2012 war er bei ICANN für
Sicherheit zusẗandig.

MARTIN HELLMAN wurde 1945 in New York geboren.
Er studierte Elektrotechnik zunächst bis zum Bachelor
an der dortigen Universität; für Master und Promotion
studierte er in Stanford. Nach kurzen Zwischenaufen-
thalten am Watson Research Center der IBM und am
MIT wurde er 1971 Professor an der Stanford Univer-
sity. Seit 1996 ist er emeritiert, gibt aber immer noch
Kurse, mit denen er Schüler für mathematische Proble-
me interessieren will. Seine home page findet man unter
http://www-ee.stanford.edu/∼hellman/ .

DIFFIE und HELLMAN machten nur sehr vage Andeutungen, wie so ein
System miẗoffentlichen Schl̈usseln aussehen könnte. Es ist zun̈achst ein-
mal klar, daß ein solches System keinerlei Sicherheit gegeneinen Gegner
mit unbeschr̈ankter Rechenkraft (In der Kryptographie spricht man von
einem BAYESschen Gegner) bieten kann, denn die Verschlüsselungs-
funktion ist eine bijektive Abbildung zwischen endlichen Mengen, und
jeder, der die Funktion kennt, kann zumindest im Prinzip auch ihre
Umkehrfunktion berechnen.
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Wer im Gegensatz zum BAYESschen Gegner nurüber begrenzte Ressour-
cen verf̈ugt, kann diese Berechnung allerdings möglicherweise nicht mit
realistischem Aufwand durchführen, und nur darauf beruht die Sicher-
heit eines Kryptosystems miẗoffentlichen Schl̈usseln. Da Computer
immer leistungsf̈ahiger werden und auch immer neue und bessere Algo-
rithmen gefunden werden, sind solche Systeme insbesonderenicht für
die Ewigkeit gedacht, sondern nur für die einigermaßen̈uberschaubare
Zukunft. Derzeit geht man in der Kryptologie davon aus, daß kein Geg-
ner 2128 oder gar mehr Entschlüsselungsversuche durchführen kann
und bezeichnet ein System daher als sicher, wenn trotz intensiver
Untersuchung kein Angriff bekannt ist, der mit geringerem Aufwand
und einer nicht vernachlässigbaren Erfolgsaussicht Entschlüsselungen
liefert. Man spricht dann von 128-Bit-Sicherheit, wobei diese Sicherheit
naẗurlich nicht bewiesen ist.

Einige Stellen, darunter auch das Bundesamt für Sicherheit in der In-
formationstechnik, halten derzeit noch eine 100-Bit-Sicherheit f̈ur aus-
reichend. Dieser Auffassung schließen sich unsere Banken an: Bei den
derzeit in Deutschland̈ublichen Bankkarten für Geldautomaten ist die
Geheimzahl mit dem sogenannten Triple-DES geschützt, dessen Sicher-
heit bei knapp 112 Bit liegt.

DIFFIE und HELLMAN bezeichnen eine Funktion, deren Umkehrfunktion
nicht mit vertretbarem Aufwand (im obigen Sinne) berechnetwerden
kann, alsEinwegfunktionund wollen solche Funktionen zur Verschlüs-
selung verwenden. Das allein führt allerdings noch nicht zu einem prak-
tikablen Kryptosystem, denn bei einer echten Einwegfunktion ist es
auch f̈ur den legitimen Empf̈anger nicht m̈oglich, seinen Posteingang zu
entschl̈usseln. DIFFIE und HELLMAN schlagen deshalb eine Einwegfunk-
tion mit Falltür vor, wobei der legitime Empfänger zus̈atzlich zu seinem
öffentlichen Schl̈ussel nocḧuber einen geheimen Schlüssel verf̈ugt, mit
dem er (und nur er) diese Falltür öffnen kann.

Natürlich hängt alles davon ab, ob es solche Einwegfunktionen mit
Falltür wirklich gibt. DIFFIE und HELLMAN gaben keine an, und es gab
unter den Experten einige Skepsis bezüglich der M̈oglichkeit, solche
Funktionen zu finden.
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Tats̈achlich gab es wohl bereits damals Systeme, die auf solchen Funk-
tionen beruhten, auch wenn sie nicht in der offenen Literatur dokumen-
tiert waren: Die britischeCommunications-Electronics Security Group
(CESG) hatte bereits Ende der sechziger Jahre damit begonnen, nach
entsprechenden Verfahren zu suchen, um die Probleme des Militärs mit
dem Schl̈usselmanagement zu lösen, aufbauend auf (impraktikablen)
Ansätzen von AT&T zur Sprachverschlüsselung ẅahrend des zweiten
Weltkriegs. Die CESG sprach nicht von Kryptographie mitöffentlichen
Schl̈usseln, sondern vonnichtgeheimer Verschlüsselung,aber das Prin-
zip war das gleiche.

Erste Ideen dazu sind in einer auf Januar 1970 datierten Arbeit
von JAMES H. ELLIS zu finden, ein praktikables System in einer
auf den 20. November 1973 datierten Arbeit von CLIFF C. COCKS.
Wie im Milieu üblich, gelangte nichts̈uber diese Arbeiten an die
Öffentlichkeit; erst 1997 veröffentlichten dieGovernment Communi-
cations Headquarters(GCHQ), zu denen CESG gehört, einige Arbeiten
aus der damaligen Zeit; eine Zeitlang waren sie auch auf dem Server
http://www.cesg.gov.uk/ zu finden, wo sie allerdings inzwischen
anscheinend wieder verschwunden sind.

Im akademischen Bereich gab es ein Jahr nach Erscheinen der Ar-
beit von DIFFIE und HELLMAN das erste Kryptosystem mitöffentlichen
Schl̈usseln: Drei Wissenschaftler am Massachusetts Institute of Tech-
nology fanden nach rund vierzig erfolglosen Ansätzen 1977 schließlich
jenes System, das heute nach ihren Anfangsbuchstaben mit RSA be-
zeichnet wird: RON RIVEST, ADI SHAMIR und LEN ADLEMAN .

RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN gründeten eine Firma namens RSA
Computer Security Inc., die 1983 das RSA-Verfahren patentieren ließ
und auch nach Auslaufen dieses Patents im September 2000 weiterhin
erfolgreich im Kryptobereich tätig ist. 2002 erhielten RIVEST, SHAMIR

und ADLEMAN für die Entdeckung des RSA-Systems den TURING-Preis
derAssociation for Computing MachineryACM, ein jährlich vergebener
Preis, der als eine der höchsten Auszeichnungen der Informatik gilt.

RSA ist übrigens identisch mit dem von COCKS vorgeschlagenen Sys-
tem, so daß einige Historiker auch Zweifel an den Behauptungen der
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RONALD LINN RIVEST wurde 1947 in Schenectady
im US-Bundesstaat New York geboren. Er studierte
zun̈achst Mathematik an der Yale University, wo er 1969
seinen Bachelor bekam; danach studierte er in Stanford
Informatik. Nach seiner Promotion 1974 wurde er As-
sistenzprofessor am Massachusetts Institute of Technol-
ogy, wo er heute einen Lehrstuhl hat. Er arbeitet immer
noch auf dem Gebiet der Kryptographie und entwickel-
te eine ganze Reihe weiterer Verfahren, auch symmetri-
sche Verschl̈usselungsalgorithmen und Hashverfahren.
Er ist Koautor eines Lehrbuchsüber Algorithmen. Seine
home page isthttp://people.csail.mit.edu/rivest/.

ADI SHAMIR wurde 1952 in Tel Aviv geboren. Er stu-
dierte zun̈achst Mathematik an der dortigen Universität;
nach seinem Bachelor wechselte er ans Weizmann Insti-
tut, wo er 1975 seinen Master und 1977 die Promotion
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sich mit Zahlentheorie, Kryptographie und Molekular-
biologie. Er f̈uhrte nicht nur 1994 die erste Berech-
nung mit einem

”
DNS-Computer“ durch, sondern ar-

beitete auch auf dem Gebiet der Aidsforschung. Heute
hat er einen Lehrstuhl für Informatik und Moleku-
larbiologie.http://www.usc.edu/dept/molecular-

science/fm-adleman.htm



 Zahlentheorie

GCHQ haben. Die Beschreibung durch RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN

erschien 1978 unter dem TitelA method for obtaining digital signatures
and public-key cryptosystemsin Comm. ACM21, 120–126.

§2: Das RSA-Verfahren

Für eine naẗurliche Zahle ist die reelle Funktionx 7→ xe für positivex
monoton ansteigend und bijektiv; ihre Umkehrfunktionx 7→ e

√
x läßt

sich mit etwa demselben Aufwand berechnen wie die Funktion selbst.
Betrachten wirx 7→ xe allerdings als Funktion vonZ/N → Z/N , so
erhalten wir einen sehr chaotisch aussehenden Graphen und können uns
daher Hoffnungen machen, daß diese Funktion vielleicht alsGrundlage
einer kryptographischen Verschlüsselung brauchbar sein könnte.
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Die Funktion x 7→ x3
in F101

Dazu muß sie natürlich zun̈achst einmal injektiv sein. Da die Ordnung
eines Elements von (Z/NZ)× Teiler vonϕ(N ) ist, muß insbesondere
e teilerfremd zuϕ(N ) sein. Dann lassen sich mit dem erweiterten EU-
KLID ischen Algorithmus Zahlend, k ∈ N finden, so daßde−kϕ(N ) = 1
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ist, d.h. f̈ur jedes zuN teilerfremdex ist

(xe)d = xed = x1+kϕ(N ) ≡ x modN .

Somit sind die Funktionen{
(Z/NZ)× → (Z/NZ)×

x 7→ xe
und

{
(Z/NZ)× → (Z/NZ)×

x 7→ xd

zueinander invers.

Die Beschr̈ankung auf prime Restklassen ist für kryptographische An-
wendungen ung̈unstig: Am einfachsten ẅare es, wenn wir jede Bitfolge,
deren L̈ange kleiner ist als die der Binärdarstellung vonN , als Zahl zwi-
schen 0 undN−1 auffassen, verschlüsseln und̈ubertragen k̈onnten. Der
Empf̈anger k̈onnte dann die Zahl entschlüsseln, als Bitfolge hinschreiben
und daraus die Nachricht rekonstruieren. Zum Glück ist das zumindest
für quadratfreieZahlenN , d.h. Zahlen, die durch kein Primzahlquadrat
teilbar sind, auch m̈oglich:

Satz: Für eine quadratfreie natürliche ZahlN sind die beiden Funktio-
nen {

Z/NZ→ Z/NZ

x 7→ xe
und

{
Z/NZ→ Z/NZ

x 7→ xd

bijektiv und invers zueinander.

Beweis:Als quadratfreie Zahl istN ein Produkt verschiedener Prim-
zahlenpi, undϕ(N ) ist das Produkt der zugehörigenϕ(pi) = pi − 1.
Somit ist auched ≡ 1 modϕ(pi) für allei, und nach dem chinesischen
Restesatz genügt es, wenn wir den Satz für die einzelnenpi beweisen.
IstN = p prim, so ist die Null das einzige Element vonZ/p, das nicht
in (Z/p)∗ liegt, und sie wird von beiden Funktionen auf sich selbst
abgebildet.

Jeder, dere undN kennt, kann auchd berechnen, allerdings muß er
dazu als erstesϕ(N ) bestimmen. Nach der Formel aus Kapitel 1,§7
ist das m̈oglich, wenn er die Primfaktorzerlegung vonN kennt. Ein-
fachere alternative Verfahren sind nicht bekannt, und wie wir im Kapi-
tel über Faktorisierungsalgorithmen sehen werden, ist diese Zerlegung
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mit heutigen Mitteln f̈ur ein Produkt zweier gut geẅahlter Primzahlen
nicht mehr mit realistischem Aufwand m̈oglich, wenn dieses Produkt
mehr als etwa 250 Dezimalstellen hat. Natürlich wird diese Schranke
im Laufe der Jahrzehnte ansteigen, und wahrscheinlich können einzel-
ne Geheimdienste schon heute etwas mehr als der Rest der Welt. Es
ist aber unwahrscheinlich, daß bei einem schon seit Jahrhunderten un-
tersuchten Problem wie der Faktorisierung ganzer Zahlen ausgerechnet
einem Geheimdienst ein Durchbruch gelingen sollte, von demder Rest
der Welt nichts bemerkt. Die Effekte einer leistungsfähigeren Hardware
lassen sich durch großzügige Sicherheitszuschläge kompensieren.

Für eine PrimzahlN = p kann naẗurlich jeder ganz einfachϕ(p) = p−1
berechnen; istN = pq dagegen das Produkt zweier Primzahlen, so ist
die Bestimmung von

ϕ(N ) = (p− 1)(q − 1) =N − (p + q) + 1

äquivalent zur Kenntnis der Faktorisierung: Kennt man nämlich das
ProduktN = pq sowie die SummeN + 1− ϕ(N ) = p + q der bei-
den Primzahlen, so kann man sie einfach berechnen als Lösungen der
quadratischen Gleichung

(x− p)(x− q) = x2−
(
N + 1− ϕ(N )

)
x +N = 0 .

Auch bei Produkten von mehr als drei Primzahlen ist keine Methode zur
Berechnung der EULERschenϕ-Funktion bekannt, die effizienter wäre
als der Umweg̈uber die Faktorisierung, allerdings wird die Faktorisie-
rung bei konstanter Größenordnung vonN tendenziell einfacher, wenn
die Anzahl der Faktoren steigt, da wir es dann zumindest teilweise mit
kleineren Faktoren zu tun haben.

Zur praktischen Durchführung des RSA-Verfahrens wählt sich daher
jeder Teilnehmer zwei verschiedene Primzahlenp, q, die unbedingt
geheim gehalten werden müssen, und eine natürliche Zahle, die keinen
gemeinsamen Teiler mit (p − 1)(q − 1) hat. Die ZahlenN = pq unde
sind sein̈offentlicher Schl̈ussel, der beispielsweise in einem Verzeichnis
publiziert werden kann.

Des weiteren berechnet er ein gemeinsames Vielfachesλ vonp− 1 und
q−1, zum Beispiel das kleinste gemeinsame Vielfache oder abereinfach
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λ = ϕ(N ) = (p−1)(q−1), und dazu nach dem erweiterten EUKLID ischen
Algorithmus naẗurliche Zahlend undk so daßde − kλ = 1 ist. Dabei
kann erreicht werden, daßd < λ (und k < e) ist; ein kleineresλ
führt also im Allgemeinen auch zu einem kleinerend. Die so bestimmte
Zahl d ist sein geheimer Schlüssel; da

(
ae
)d

= a · akλ ≡ a modN

ist für alle a, läßt sich die Entschlüsselung r̈uckg̈angig machen durch
Potenzieren mitd.

Jeder, der den̈offentlichen Schl̈ussel (N, e) kennt, kann damit Nach-
richten verschl̈usseln: Er bricht die Nachricht auf in Blöcke, die durch
ganze Zahlen zwischen 0 undN −1 dargestellt werden k̈onnen, berech-
net für jeden so dargestellten Blocka den Chiffretextb = ae modN und
schickt diesen an den Inhaber des geheimen Schlüssels. Dieser berechnet
bd modN = aed modN = a, und da er dazu seinen geheimen Schlüssel
braucht, kann dies niemand außer ihm auf diese Weise berechnen.

§3: Weitere Anwendungen des RSA-Verfahrens

Im Gegensatz zu symmetrischen Kryptoverfahren bietet das RSA-
Verfahrens nicht nur die M̈oglichkeit einer Verschlüsselung, sondern
erlaubt noch eine ganze Reihe weiterer Anwendungen:

a) Identitätsnachweis

Hier geht es darum, in Zugangskontrollsystemen, vor Geldautomaten
oder bei einer Bestellung im Internet die Identität einer Person zu be-
weisen: Mit RSA ist das beispielsweise dadurch möglich, daß nur der
Inhaber des geheimen Schlüsselsd zu einer gegebenen Zahlaeine Zahlb
berechnen kann, für die be ≡ a modN ist. Letzteres wiederum kann
jederüberpr̈ufen, der den̈offentlichen Schl̈ussel (N, e) kennt.

Falls also der jeweilige Gegenüber eine Zufallszahla erzeugt und als
Antwort das zugeḧorige b verlangt, kann er anhand einesöffentlichen
Schl̈usselverzeichnisses die Richtigkeit vonb überpr̈ufen und sich so von
der Identiẗat seines Partnersüberzeugen. Im Gegensatz zu Kreditkarten-
information oder Paßẅortern ist dieses Verfahren auch immun gegen
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Abhören: Falls jedesmal ein neues zufälligesa erzeugt wird, n̈utzt ein
einmal abgeḧortesb nichts.

Grunds̈atzlich br̈auchte man hier kein Kryptosystem mitöffentlichen
Schl̈usseln; in der Tat funktionierten die ersten Freund-/Feinderken-
nungssysteme für Flugzeuge zur Zeit des zweiten Weltkriegs nach
diesem Prinzip, aber damals natürlich mit einem klassischen symmet-
rischen Kryptosystem, wobei alle Teilnehmer mit demselbenSchl̈ussel
arbeiteten. Der Vorteil eines asymmetrischen Systems besteht darin,
daß sich keiner der Teilnehmer für einen anderen ausgeben kann, was
beispielsweise wichtig ist, wenn man sich gegenüber weniger ver-
trauensẅurdigen Personen identifizieren muß.

Trotzdem ist das Verfahren in dieser Form nicht als Ersatz zur Übertra-
gung von rechtlich bindender Information geeignet, da der Gegen̈uber
anhand des̈offentlichen Schl̈ussels jederzeit zu einer willkürlich ge-
wählten Zahlb die Zahl a = be modN erzeugen kann um dann zu
behaupten, er habeb als Antwort darauf empfangen. Daher kann der In-
haber des geheimen Schlüssels zwar seine Identität beweisen, aber sein
Gegen̈uber kann sp̈ater nicht beispielsweise vor Gericht beweisen, daß
er dies (zum Beispiel bei einer Geldabhebung oder Bestellung) getan
hat. Falls dies eventuell nötig werden k̈onnte, ist das hier vorgestellte
Verfahren also ungeeignet; es funktioniert nur zwischen Personen, die
einander vertrauen können.

Eine m̈ogliche Modifikation besẗunde darin, daß man beispielsweise
noch zus̈atzlich verlangt, daß die Zahla eine spezielle Form hat, etwa
daß die vordere Ḧalfte der Ziffernfolge identisch mit der hinteren Hälfte
ist. Ohne Kenntnis vond hat man praktisch keine Chancen eine Zahlb
zu finden, f̈ur die be modN eine solche Gestalt hat: Bei Zahlen mit
2r Ziffern liegt die Wahrscheinlichkeit dafür bei 10−r.

b) Elektronische Unterschriften

Praktische Bedeutung hat vor allem eine andere Variante: die elek-
tronische Unterschrift. Hier geht es darum, daß der Empfänger er-
stens davon̈uberzeugt wird, daß eine Nachricht tatsächlich vom be-
haupteten Absender stammt, und daß er dies zweitens auch einem Dritten
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gegen̈uber beweisen kann. (In Deutschland sind solche elektronischen
Unterschriften, sofern gewisse formale Voraussetzungen erfüllt sind,
rechtsverbindlich.)

Um einen Nachrichtenblocka mit 0 ≤ a < N zu unterschreiben,
berechnet der Inhaber desöffentlichen Schl̈ussels (N, e) mit seinem
geheimen Schlüsseld die Zahl

b = ad modN

und sendet das Paar (a, b) an den Empf̈anger. Dieser̈uberpr̈uft, ob

be ≡ a modN ;

falls ja, akzeptiert er dies als unterschriebene Nachrichta. Da er ohne
Kenntnis des geheimen Schlüsselsd nicht in der Lage ist, den Block
(a, b) zu erzeugen, kann er auch gegenüber einem Dritten beweisen, daß
der Absender selbst die Nachrichta unterschrieben hat.

Für kurze Nachrichten ist dieses Verfahren in der vorgestellten Form
praktikabel; in vielen F̈allen kann man sogar auf diëUbermittlung vona
verzichten, dabe modN für ein falsch berechnetesb mit an Sicherheit
grenzender Wahrscheinlichkeit keine sinnvolle Nachrichtergibt.

Falls dieübermittelte Nachricht geheimgehalten werden soll, müssena
undb naẗurlich noch vor der̈Ubertragung mit dem̈offentlichen Schl̈ussel
des Empf̈angers oder nach irgendeinem anderen Kryptoverfahren ver-
schl̈usselt werden.

Bei langen Nachrichten ist die Verdoppelung der Nachrichtenlänge nicht
mehr akzeptabel, und selbst, wenn man auf dieÜbertragung vona
verzichten kann, ist das Unterschreiben jedes einzelnen Blocks sehr
aufwendig. Deshalb unterschreibt man meist nicht die Nachricht selbst,
sondern einen daraus extrahierten Hashwert. Dieser Wert muß naẗurlich
erstens von der gesamten Nachricht abhängen, und zweitens muß es für
den Empf̈anger (praktisch) unm̈oglich sein, zwei Nachrichten zu erzeu-
gen, die zum gleichen Hashwert führen. Letzteres bedeutet wegen des
sogenanntenGeburtstagsparadoxons,daß f̈urn-Bit Sicherheit Hashwer-
te der L̈ange 2n erforderlich sind. Die immer noch recht verbreiteten
Hashalgorithmen, die 160 Bit liefern, haben somit nur eine Sicherheit
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von etwa 80 Bit, was heute nicht mehr als wirklich sicher gelten kann.
Die heute gebr̈auchlichen Hashalgorithmen liefern Werte mit 224 oder
256 Bit, was einer 112- oder 128-Bit Sicherheit entspricht.Die Algo-
rithmen funktionieren̈ahnlich wie symmetrische Kryptoverfahren; sie
versuchen durch Konfusion und Diffusion ein Ergebnis zu berechnen,
dessen s̈amtliche Bits in einer nicht offensichtlichen Weise von jedem
einzelnen Nachrichtenbit abhängen.

c) SSL und TLS

Eine wichtige Anwendung elektronischer Unterschriften ist die Ver-
öffentlichung von RSA-Schlüsseln: Falls es einem Angreifer gelingt,
einem TeilnehmerA einen falschen̈offentlichen Schl̈ussel von Teil-
nehmerB unterzuschieben, kann (nur) der Angreifer die Nachrichten
vonA anB lesen, und er kann sich gegenüberA mittels elektronischer
Unterschrift alsB ausgeben. Daher sind̈offentliche Schl̈ussel meist
unterschrieben von einer Zertifizierungsstelle. Auch deren Unterschrift
muß naẗurlich gegen Manipulationen gesichert sein, beispielsweise in-
dem sie von der n̈achstḧoheren Zertifizierungsstelle unterschrieben ist.
An der Spitze der Zertifizierungshierarchie stehen Stellen, deren elektro-
nische Unterschrift jeder Teilnehmer kennen sollte, weil es sich entwe-
der um staatliche Stellen handelt, deren elektronische Unterschriften auf
leicht zug̈anglichen Webseiten verifiziert werden können, oder aber – in
der Praxis ḧaufiger – weil die Unterschriften dieser Stellen in Mail- und
Browserprogramme eingebaut sind. Letzteres bietet selbstversẗandlich
keine Sicherheit gegen manipulierte Browserprogramme ausdubiosen
Quellen, die m̈oglicherweise auch die Mafia als Zertifizierungsstelle
anerkennen.

Zertifizierte Unterschriften werden insbesondere angewandt bei den
Standards SSL und TLS für sichere Internetverbindungen.

SSL steht f̈ur secure socket layer,TLS für transport layer security;
Zweck ist jeweils der Aufbau einer sicheren Internetverbindung. Wie
im Internetüblich, können dazu die verschiedensten Verfahren benutzt
werden; die auf Grundlage von RSA zählen derzeit zu den populärsten.

Natürlich ist RSA zu aufwendig, um damit eine längere Kommunika-
tion wie beispielsweise einesecure shellSitzung zu verschlüsseln;
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tats̈achlich dient RSA daher nur zur̈Ubertragung eines Schlüssels f̈ur
ein konventionelles Kryptoverfahren wie AES, IDEA oder Triple-DES,
auf das sich die Beteiligten unter SSL/TLS ebenfalls einigen müssen.

Am einfachsten ẅare es, wenn der Client einen Schlüssel f̈ur ein sol-
ches Verfahren ẅahlt und dann diesen mit dem RSA-Schlüssel des
Servers verschlüsselt an diesen schickt – vorausgesetzt, er kennt diesen
RSA-Schl̈ussel. Letzteres ist im allgemeinen nicht der Fall; daher muß
zun̈achst der Server dem Client seinen Schlüssel mitteilen.

Da der Client nicht sicher sein kann, mit dem richtigen Server verbunden
zu sein, schickt der Server diesen Schlüssel meist zusammen mit einem
Zertifikat, das sowohl seine Identität als auch seinen RSA-Schlüssel
entḧalt und von einer Zertifizierungsstelle unterschrieben ist.

Die öffentlichen Schl̈ussel der g̈angigen Zertifizierungsstellen sind, wie
bereits erẅahnt, in die Browserprogramme eingebaut; bei weniger be-
kannten Zertifizierungsstellen wie etwa dem Rechenzentrumder Univer-
sität Mannheim fragt der Browser den Benutzer, ob er das Zertifikat an-
erkennen will oder nicht. Beisecure shellschließlich, wo die Gegenseite
typischerweise keinerlei Zertifikat vorweisen kann, fragtdas Programm
beim ersten Verbindungsaufbau zu einem Server, ob dessen Schlüssel
anerkannt werden soll und speichert dann einen sogenanntenfingerprint
davon; dieser wird bei späteren Verbindungen zur Identitätsfeststellung
benutzt.

d) Blinde Unterschriften und elektronisches Bargeld

Einer der erfolgversprechendsten Ansätze zum Aushebeln eines Kryp-
tosystems besteht darin, sich auf die Dummheit seiner Mitmenschen zu
verlassen.

So sollte es durch gutes Zureden nicht schwer sein, jemandenzu De-
monstrationszwecken zum Unterschreiben einer sinnlosen Nachricht zu
bewegen: Eine Folge von Nullen und Einsen ohne sinnvolle Interpreta-
tion hat schließlich keine rechtliche Wirkung.

Nun muß eine sinnlose Nachricht aber nicht unbedingt eine Zufallszahl
sein: Sie kann sorgfältig pr̈apariert sein. Sei dazu etwam eine Nachricht,
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die ein Zahlungsversprechen enthält, (N, e) deröffentliche Schl̈ussel des
Opfers undr eine Zufallszahl zwischen 2 undN − 2. Dann wird

x = m · re modN

wie eine Zufallsfolge aussehen, für die man eine Unterschrift

u = xd modN = (mre)d modN = mdr modN

bekommt. Multiplikation mitr−1 macht daraus eine Unterschrift unter
die Zahlungsverpflichtungm.

Das angegebene Verfahren kann nicht nur von Trickbetrügern benutzt
werden; blinde Unterschriften sind auch die Grundlage vondigitalem
Bargeld.

Zahlungen im Internet erfolgen meistüber Kreditkarten; die Kreditkar-
tengesellschaften haben also einen recht gutenÜberblicküber die Aus-
gaben ihrer Kunden und machen teilweise auch recht gute Geschäfte mit
Kundenprofilen.

Digitales Bargeld will die Anonymiẗat von Geldscheinen mit elektroni-
scherÜbertragbarkeit kombinieren und so ein anonymes Zahlungssys-
tem z.B. f̈ur das Internet bieten.

Es wir ausgegeben von einer Bank, die für jede angebotene Stückelung
einenöffentlichen Schl̈ussel (N, e) bekanntgibt. Eine Banknote ist eine
mit dem zugeḧorigen geheimen Schlüssel unterschriebene Seriennum-
mer.

Die Seriennummer kann natürlich nicht einfachjede Zahl sein; son-
st wäre jede Zahl kleinerN eine Banknote. Andererseits dürfen die
Seriennummern aber auch nicht von der Bank vergeben werden,denn
sonst ẅußte diese, welcher Kunde Scheine mit welchen Seriennummern
hat. Als Ausweg ẅahlt man Seriennummern einer sehr speziellen Form:
Ist N > 10150, kann man etwa als Seriennummer eine 150-stellige
Zahl wählen, deren Ziffern spiegelsymmetrisch zur Mitte sind, d.h. ab
der 76. Ziffer werden die vorherigen Ziffern rückwärts wiederholt. Die
Wahrscheinlichkeit, daß eine zufällige Zahl x nach Anwendung des
öffentlichen Exponenten auf so eine Zahl führt, ist 10−75 und damit
vernachl̈assigbar.
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Seriennummern werden von den Kunden zufällig erzeugt. F̈ur jede sol-
che Seriennummerm erzeugt der Kunde eine Zufallszahlr, schickt
mre modN an die Bank und erḧalt (nach Belastung seines Kontos)
eine Unterschriftu für diese Nachricht zurück. Wie oben berechnet er
daraus durch Multiplikation mitr−1 die Unterschriftv = md modN
für die SeriennummerN , und mit diesem Block kann er bezahlen.

Der Zahlungsempfänger berechnetve modN ; falls dies die Form einer
gültigen Seriennummer hat, kann er sicher sein, einen von derBank
unterschriebenen Geldschein vor sich zu haben. Er kann allerdings noch
nicht sicher sein, daß dieser Geldschein nicht schon einmalausgegeben
wurde.

Deshalb muß er die Seriennummer an die Bank melden, die mit ihrer
Datenbank bereits ausbezahlter Seriennummern vergleicht. Falls sie
darin noch nicht vorkommt, wird sie eingetragen und der Händler
bekommt sein Geld; andernfalls verweigert sie die Zahlung.

Bei 1075 möglichen Nummern liegt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß
zwei Kunden, die eine (wirklich) zufällige Zahl ẅahlen, dieselbe Num-
mer erzeugen, bei etwa 10−37,5. Die Wahrscheinlichkeit, mit jeweils
einem Spielschein fünf Wochen lang hintereinander sechs Richtige im

Lotto zu haben, liegt dagegen bei
(49

6

)−5 ≈ 5 · 10−35, also etwa um den
Faktor sechzig ḧoher. Zwei gleiche Seriennummern sind also praktisch
auszuschließen, wenn auch theoretisch möglich.

Falls wirklich einmal zuf̈alligerweise zwei gleiche Seriennummern
erzeugt worden sein sollten, kann das System nur funktionieren, wenn
der zweite Geldschein mit derselben Seriennummer nicht anerkannt
wird, so daß der zweite Kunde sein Geld verliert. Dies muß alseine
zus̈atzliche Geb̈uhr gesehen werden, die mit an Sicherheit grenzender
Wahrscheinlichkeit nie f̈allig wird, aber trotzdem nicht ausgeschlossen
werden kann.

Da digitales Bargeld nur in kleinen Stückelungen sinnvoll ist (Geld-
scheine im Millionenwert ẅaren auf Grund ihrer Seltenheit nicht wirk-
lich anonym und ẅurden wegen der damit verbundenen Möglichkeiten
zur Geldẅasche auch in keinem seriösen Wirtschaftssystem akzeptiert),
wäre der theoretisch m̈ogliche Verlust ohnehin nicht sehr groß.
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Digitales Bargeld der gerade beschriebenen Form wurde 1982von
DAVID CHAUM vorgestellt; 1990 gr̈undete er eine Firma namens Digi-
Cash, die es kommerziell vermarkten sollte. Zu deren Kundengeḧorte
beispielsweise auch die Deutsche Bank, die allerdings nur 27 Kunden
fand, die Zahlungen damit akzeptierten. DigiCash wurde 1998 zahlungs-
unfähig; derzeit gibt es meines Wissens keineähnlichen Zahlungssys-
teme.

e) Bankkarten mit Chip

Bankkarten speichern ihre Information sowohl in einem Chip, als auch,
unabḧangig davon, auf einem einen Magnetstreifen. Dort stehen In-
formationen wie Kontenname und -nummer, Bankleitzahl, Gültigkeits-
dauerusw.;dazu kommt verschlüsselte Information, die unter anderem
die Geheimzahl entḧalt, die aber auch von den obengenannten Daten
abḧangt. Zur Verschl̈usselung verwendet man hier ein konventionelles,
d.h. symmetrisches Kryptoverfahren; derzeit noch meist Triple-DES.

Der Schl̈ussel, mit dem dieses arbeitet, muß natürlich streng geheimge-
halten werden: Wer ihn kennt, kann problemlos die Geheimzahlen
fremder Karten ermitteln und eigene Karten zu beliebigen Konten erzeu-
gen.

Um eine Karte nur anhand der Magnetstreifeninformation zuüberpr̈ufen,
muß daher eine Verbindung zu einem Zentralrechner aufgebaut werden,
an den sowohl der Inhalt des Magnetstreifens als auch die vomKunden
eingetippte Zahl̈ubertragen werden; dieser wendet Triple-DES mit dem
Systemschl̈ussel an und meldet dann, wie die Prüfung ausgefallen ist.

Der Chip entḧalt ebenfalls die Kontendaten; zusätzlich ist dort auch
noch in einem auslesesicheren Register Informationüber die Geheim-
zahl gespeichert. Daher muß die eingegebene PIN nicht an einen Zentral-
rechnerübertragen werden, sondern wird vom Lesegerät an den Chip
weitergegeben, der dann entscheidet, ob die Eingabe akzeptiert wird
oder nicht.

Da frei programmierbare Chipkarten relativ billig sind, muß daf̈ur Sorge
getragen werden, daß ein solches System nicht durch einenYes-Chipun-
terlaufen werden kann, der ebenfalls die Konteninformationen entḧalt,
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ansonsten aber ein Programm, das ihnjedeGeheimzahl akzeptieren läßt.
Das Terminal muß also, bevor esüberhaupt eine Geheimzahl anfordert,
zun̈achst einmal den Chip authentisieren, d.h. sich davonüberzeugen,
daß es sich um einen vom Bankenkonsortium ausgegebenen Chiphan-
delt.

Aus diesem Grund sind die Kontendaten auf dem Chip mit dem pri-
vaten RSA-Schl̈ussel des Konsortiums unterschrieben. Die Terminals
kennen den̈offentlichen Schl̈ussel dazu und k̈onnen so die Unterschrift
überpr̈ufen.

Solche Chipkarten wurden hier in Mitteleuropa als erstes inFrankreich
ausgegeben; Einzelheitenüber die verwendeten Algorithmen und deren
technische Implementierung wurden vom Bankenkonsortium streng
geheimgehalten. Trotzdem machte sich 1997 ein elsässischer Ingenieur
namens SERGE HUMPICH daran, den Chip genauer zu untersuchen. Er
verschaffte sich dazu ein (im freien Verkauf erhältliches) Terminal und
untersuchte sowohl die Kommunikation zwischen Chip und Terminal
als auch die Vorg̈ange innerhalb des Terminals mit Hilfe eines Logik-
analysators. Damit gelang es ihm nach und nach, die Funktionsweise
des Terminals zu entschlüsseln und in ein̈aquivalentes PC-Programm zu
übersetzen. Durch dessen Analyse konnte er die Authentisierungsproze-
dur und die Pr̈uflogik entschl̈usseln und insbesondere auch feststellen,
daß hier mit RSA gearbeitet wurde.

Blieb noch das Problem, den Modul zu faktorisieren. Dazu besorgte er
sich ein japanisches Programm aus dem Internet, das zwar eigentlich
für kleinere Zahlen gedacht war, aber eine Anpassung der Wortlänge ist
naẗurlich auch f̈ur jemanden, der den Algorithmus hinter dem Programm
nicht versteht, kein Problem. Nach sechs Wochen Laufzeit hatte sein PC
damit den Modul faktorisiert:

213598703592091008239502270499962879705109534182\
6417406442524165008583957746445088405009430865999

= 1113954325148827987925490175477024844070922844843

× 1917481702524504439375786268230862180696934189293

Als er seine Ergebnissëuber einen Anwalt dem Bankenkonsortium mit-
teilte, zeigte sich, was dieses sich unter Sicherheitsstandards vorstellt:
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Es erreichte, daß HUMPICH wegen des Eindringens in ein DV-System
zu zehn Monaten Haft auf Bewährung sowie einem Franc Schaden-
ersatz plus Zinsen verurteilt wurde; dazu kamen 12 000 F Geldstrafe.
Einzelheiten findet man in seinem Buch

SERGEHUMPICH: Le cerveau bleu, Xo, 2001

Ab November 1999 hatten neu ausgegebene Bankkarten noch ein
zus̈atzliches Feld mit einer Unterschrift, die im Gegensatz zumobi-
gen 320-Bit-Modul einen 768-Bit-Modul verwendet. Natürlich können
damit erzeugte Unterschriften nur von neueren Terminalsüberpr̈uft wer-
den, so daß viele Transaktionen weiterhin nurüber den 320-Bit-Modul
mit inzwischen wohlbekannter Faktorisierung

”
gescḧutzt“ waren. Die

heutigen Standards behandelt der nächste Paragraph.

§4: Wie groß sollten die Primzahlen sein?

Das Beispiel der ersten französischen Bankkarten zeigt, daß RSA
höchstens dann sicher ist, wenn die Primzahlenp undq deutlich gr̈oßer
sind als man im ersten Augenblick denkt. Wir müssen uns daher die
Frage stellen, wie groß die Primzahlen nach heutigen Standards sein
müssen, um einen Angriff mit hinreichender Sicherheit auszuschließen.

Ein treu sorgender Staat läßt seine B̈urgern bei einer derart wichtigen
Frage naẗurlich nicht allein: Zwar gibt es noch keine oberste Bundes-
beḧorde f̈ur Primzahlen, aber das Bundesamt für Sicherheit in der Infor-
mationstechnik (BSI) und die Bundesnetzagentur für Elektriziẗat, Gas,
Telekommunikation, Post und Eisenbahnen publizieren jedes Jahr ein
Dokument mit dem TitelGeeignete Kryptoalgorithmen zur Erfüllung
der Anforderungen nach§17 Abs. 1 bis 3 SigG vom 22. Mai 2001 in
Verbindung mit Anlage 1 Abschnitt I Nr. 2 SigV vom 22. November 2001.

SigV steht f̈ur die aufgrund des Signaturgesetzes SigG erlassene Sig-
naturverordnung; beide gemeinsam legen fest, daß elektronische Unter-
schriften in Deutschland grundsätzlich zul̈assig und rechtsgültig sind,
sofern sie gewisse Bedingungen erfüllen. Zu diesen Bedingungen gehört
unter anderem, daß das Verfahren und die Schlüssell̈ange gemeinsam
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einen
”
geeigneten Kryptoalgorithmus“ im Sinne der jeweils gültigen

Veröffentlichung der Bundesnetzagentur ist.

Da Rechner immer schneller und leistungsfähiger werden und auch
auf der mathematisch-algorithmischen Seite fast jedes Jahr kleinere
oder gr̈oßere Fortschritte zu verzeichnen sind, gelten die jeweiligen
Empfehlungen nur f̈ur etwa sechs Jahre. Im Augenblick ist die Lage
relativ stabil; daher sind die Empfehlungen dieses und der letzten Jahre
ausnahmsweise sieben Jahre gültig. Für Dokumente, die länger g̈ultig
sein sollen, sind elektronische Unterschriften somit nicht vorgesehen.

Die neuesten Richtlinien stammen vom 21. Januar 2014 und wurden
am 20. Februar 2014 im Bundesanzeiger veröffentlicht. Sie empfehlen
2048 Bit, aber wirklich verbindlich sind nur 1976. (Der minimale
Unterschied ḧangt mit Implementierungsproblemen beim Chipkarten-
Betriebssystem SECCOS zusammen.)

Die beiden Primfaktorenp, q sollen zuf̈allig und unabḧangig voneinan-
der erzeugt werden und aus einem Bereich stammen, in dem

ε1 < |log2 p− log2 q| < ε2

gilt. Als Anhaltspunktewerden dabei die Werteε1 = 0,1 undε2 = 30
vorgeschlagen; istp die kleinere der beiden Primzahlen, soll also
2−10p < q < 230p ≈ 109p gelten. Die beiden Primzahlen sollten
somit zwar ungef̈ahr dieselbe Gr̈oßenordnung haben, aber nichtzu nahe
beieinander liegen. Der Grund dafür ist ein von FERMAT entdecktes Fak-
torisierungsverfahren auf Grundlage der dritten binomischen Formel:
Falls für eine ZahlN und eine naẗurliche Zahly die ZahlN + y2 eine
Quadratzahlx2 ist, ist N = x2 − y2 = (x + y)(x − y), womit zwei
Faktoren gefunden sind. Probiert man alle kleinen natürlichen Zahleny
systematisch durch, führt dieses Verfahren offensichtlich umso schneller
zum Erfolg, je n̈aher die beiden Faktoren vonN beieinander liegen. Wir
werden uns in Kapitel̈uber Faktorisierung noch genauer damit befassen.

Nachdem die Primzahlen gefunden sind, soll als nächstes der̈offentliche
Exponente geẅahlt werden, wobei empfohlen wird, daße ≥ 216 + 1 ist;
tats̈achlich d̈urfte noch ofte = 3 verwendet werden. Danach wird der
private Exponentd so geẅahlt, daßed ≡ 1 mod kgV(p− 1, q − 1) ist.
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Auch wenn das Verfahren prim̈ar für Unterschriften verwendet werden
soll, darf man also nicht vom privaten Exponenten ausgehen,denn wie
wir im Kapitel über Kettenbr̈uche sehen werden, läßt sich ein kleiner
privater Exponent ause und N = pq mit recht geringem Aufwand
bestimmen.

§5: Praktische Gesichtspunkte

WennN = pq um die zwei Tausend Bit hat, wird im allgemeinen auch
das kgV vonp − 1 undq − 1 nicht viel kleiner sein, und bei der obi-
gen Vorgehensweise können wir erwarten, daß dann auch zumindest
der private Exponentd ebenfalls in dieser Größenordnung ist. Damit ist
klar, daß zumindestxd modN nicht einfach durch sukzessive Multipli-
kation mitx berechnet werden kann: Unser Sicherheitsstandard beruht
schließlich auf der Annahme, daß niemand 2128 oder gar noch mehr
Rechenoperationen ausführen kann. Hinzu kommt, daßxd so groß ist,
daß kein heutiger Computer diese Zahl speichern könnte. Um die L̈ange
der Zwischenergebnisse in Grenzen zu halten, muß nach jederMultipli-
kation sofort moduloN reduziert werden.

Auch das Problem der vielen Multiplikationen läßt sich in den Griff
bekommen: Um beispielsweisex32 zu berechnen brauchen wir keine
31 Multiplikationen, sondern erhalten das Ergebnisüber die Formel

x32 =

((((
x2
)2
)2
)2
)2

mit nur fünf Multiplikationen (genauer: Quadrierungen).

Entsprechend k̈onnen wir f̈ur jede gerade Zahln = 2m die Potenzxn

als Quadrat vonxm berechnen. F̈ur einen ungeraden Exponentene ist
e − 1 gerade, wenn wir alsoxe als Produkt vonx und xe−1 berech-
nen, k̈onnen wir zumindest im n̈achsten Schritt wieder die Formel für
gerade Exponenten verwenden. Somit reichen pro Binärziffer des Ex-
ponenten ein bis zwei Multiplikationen; der Aufwand wächst also nur
proportional zur Stellenzahl vone. Für den ebenfalls recht populären
Verschl̈usselungsexponentene = 216+1 = 65537 beispielsweise braucht
man nur 17 Multiplikationen, nicht 65536.
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Hinreichend große Primzahlen sind eine notwendige Bedingung für
die Sicherheit des RSA-Verfahrens, aber keine hinreichende: Der Geg-
ner, vor dem eine Nachricht geschützt werden soll, ist schließlich frei
in der Wahl seiner Mittel und kann auch anders als mit einem Fak-
torisierungsversuch angreifen. Soweit entsprechende Strategien bekannt
sind, muß man sich daher auch dagegen schützen.

In der bislang dargestellten sogenannten
”
Lehrbuchversion“ bietet RSA

eine ganze Reihe alternativer Angriffsmöglichkeiten, beispielsweise bei
kleinenöffentlichen oder privaten Schlüsseln.

Da der Aufwand einer Exponentiation proportional zur Stellenzahl des
Exponenten ẅachst, bevorzugen viele Anwender kleine Exponenten;
insbesondere wird in der Praxis sehr oft der kleinstmöglicheöffentliche
Exponente = 3 verwendet (was natürlich voraussetzt, daß die verwen-
deten Primzahlen kongruent zwei modulo drei sind), so daß zumindest
die Verschl̈usselung recht schnell geht. Außerdem läßt sich dann der pri-
vate Exponentd sehr einfach bestimmen: Wie wir gesehen haben, gibt
es Zahlend < λ = kgV(p−1, q−1) undk < e, so daßde− kλ = 1 ist.
Im Fallee = 3 kommen nurk = 1 undk = 2 in Frage, und wir m̈ussen
nur testen, welche der beiden Zahlen

(
1 +ϕ(N )

)
/3 und

(
1 + 2ϕ(N )

)
/3

ganzzahlig ist.

Bei so vielen Vorteilen muß es auch Nachteile geben, darunter einen
ganz offensichtlichen: Ist n̈amlich die Nachrichtx kleiner als die drit-
te Wurzel ausN , so istx3 < N , d.h. der Chiffretext ist einfachx3.
Die Kubikwurzel aus dieser ganzen Zahl kann natürlich leicht gezogen
werden.

Kurze Nachrichten sind allerdings auch für größere Exponentene pro-
blematisch. Ein Grund liegt darin, daß die Verschlüsselungsfunktion mit
der Multiplikation vertr̈aglich ist: Auch im RingZ/N ist (yz)e = ye ·ze.

Nehmen wir an, unsere Nachrichtx habe ḧochstens 2ℓ Bit, sei also
kleiner als 22ℓ. Dann gibt es eine nicht vernachlässigbare Chance, daß
sichx = yz als Produkt zweier Zahlen darstellen läßt, die beide kleiner
als 2ℓ (oder als eine etwas größere SchrankeM ) sind. Wir können
für alle Zahleny von null bisM deren Verschl̈usselungye modN
berechnen und die Ergebnisse in einer Tabelle notieren. Um nun vom
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Chiffretextc = xe modN auf x zurückzuschließen, berechnen wir für
jedes dieser Ergebnisse inZ/N den Quotientenc/ye. (Falls sich dieser
Quotient nicht bilden l̈aßt, istye nicht teilerfremd zuN = pq, und wir
erhalten sogar eine Faktorisierung vonN ; das ist aber f̈ur gut geẅahlte,
großeN extrem unwahrscheinlich.) Falls einer dieser Quotienten als
Eintragze modN in unserer Tabelle auftaucht, haben wir eine Relation
der Formc ≡ ye · ze = (yz)e modN gefunden, und damit kennen wir
x = yz.

Um diese Attacke zu verhindern, muß bei 128-Bit-Sicherheitℓ ≥ 128
sein, diëubermittelten Nachrichten m̈ussen also mindestens 256 Bit lang
sein. Auch dann sind wir allerdings noch nicht unbedingt aufder sicheren
Seite, denn wenn nur wenige Nachrichten in Frage kommen, kann ein
Gegner die einfach alle mit dem̈offentlichen Schl̈ussel chiffrieren und
schauen, wann das Ergebnis mit dem Chiffretextübereinstimmt. Beim
praktischen Einsatz von RSA werden daher nie einfach die zuübermittel-
nden Nachrichten̈ubertragen, sondern Blöcke eines vorher festgelegten
Formats. Diese Formate sehen vor, daß alle unbenutzten Positionen mit
Zufallsbits gef̈ullt werden und daß jeder Block mindestens 128 Zu-
fallsbits entḧalt. Auf dem Niveau der 128-Bit-Sicherheit ist dann jede
Entschl̈usselung durch systematisches Probieren ausgeschlossen,denn
Nachrichtenl̈angen gr̈oßer 256 Bit sind bei den heuteüblichen Parame-
terwerten ohnehin selbstverständlich.

Falls eine Nachricht an mehrere Empfänger geschickt wird, m̈ussen
– vor allem bei kleinen Verschlüsselungsexponenten wiee = 3 – die
Zufallsbits f̈ur jeden Empf̈anger neu erzeugt werden, denn wenn jedes
Mal derselbe Blockx verschl̈usselt wird und dabei – wie dies häufig
in der Praxis der Fall ist – stets mit drei potenziert wird, kennt ein
Gegner anschließendx3 modNi für die ModulnNi der s̈amtlichen
Empf̈anger, kann also nach dem chinesischen Restesatzx3 modulo dem
Produkt derNi berechnen, und da dieses Produkt bei mindestens drei
Empf̈angern gr̈oßer ist alsx3, kennt erx3 und damit auchx.

Bei der Wahl der Schlüsseldaten geht man stets aus vomöffentlichen
Exponentene und berechnet dann dazu nach dem EUKLID ischen Algo-
rithmus den privaten Exponentend. Dadurch ist praktisch sichergestellt,
daß dieser in der Größenordnung vonN liegen wird, und das muß auch



Kap. 2: Anwendungen in der Kryptologie 

so sein: Im Kapitel̈uber Kettenbr̈uche werden wir sehen, daßN leicht
faktorisiert werden kann, wennd zu klein ist.

§6: Verfahren mit diskreten Logarithmen

Kurz nach der Ver̈offentlichung des RSA-Algorithmus fanden auch
DIFFIE und HELLMAN ein Verfahren, das im Gegensatz zu RSA sogar
ganz ohne vorvereinbarte Schlüssel auskommt: Zwei Personen verein-
barenüber eine unsichere Leitung einen Schlüssel, den anschließend
nur sie kennen.

Ausgangspunkt ist wieder das Potenzieren im KörperFp; hier betrachten
wir aber die Exponentialfunktionx 7→ ax zu einer geeigneten Basisa.
Ihre Umkehrfunktion bezeichnet man alsIndexoderdiskreten Logarith-
muszur Basisa:

y = ax =⇒ x = loga y .

Trotz dieser formalen̈Ubereinstimmung gibt es es allerdings große Un-
terschiede zwischen reellen Logarithmen und ihren Analogain end-
lichen Körpern: Ẅahrend reelle Logarithmen sanft ansteigende stetige
Funktionen sind, die man leicht mit beliebig guter Genauigkeit ann̈ahern
kann, sieht der diskrete Logarithmus typischerweise so aus, wie es in
der Abbildung zu sehen ist. Auch ist im Reellen der Logarithmus zur
Basisa > 1 für jede positive Zahl definiert; in endlichen Körpern ist es
viel schwerer zu entscheiden, ob ein bestimmter Logarithmus existiert:
Modulo sieben etwa sind 2,4 und 1 die einzigen Zweierpotenzen, so daß
3,5 und 6 keine Zweierlogarithmen haben. Wie wir am Ende von Kapi-
tel I gesehen haben, ist aber die multiplikative Gruppe eines Körpers
zyklisch, so daß es stets Elementea gibt, für dieax jeden Wert außer der
Null annimmt, die sogenannten primitiven Wurzeln. InF7 wären dies
etwa drei und f̈unf.

Die Berechnung der Potenzfunktion durch sukzessives Quadrieren und
Multiplizieren ist auch in endlichen K̈orpern einfach, f̈ur ihre Umkehr-
funktion, den diskreten Logarithmus gibt es aber derzeit nur deutlich
schlechtere Verfahren. Die derzeit besten Verfahren zur Berechnung
von diskreten Logarithmen in K̈orpern mitN Elementen erfordern et-
wa denselben Aufwand wie die Faktorisierung eines RSA-Moduls der
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GrößenordnungN . Diese Diskrepanz zwischen Potenzfunktion und Lo-
garithmen kann kryptologisch ausgenutzt werden.

Als Körper verwendet man entweder Körper von Zweipotenzordnung,
die wir in dieser Vorlesung nicht betrachten werden, oder Körper von
Primzahlordnung. Da es für viele interessante K̈orper von Zweipotenz-
ordnung bereits Chips gibt, die dort diskrete Logarithmen berechnen,
dürften Körper von Primzahlordnung bei ungefähr gleicher Element-
anzahl wohl etwas sicherer sein: Es gibt einfach viel mehr Primzahlen
als Zweierpotenzen, und jeder Fall erfordert einen neuen Hardwareent-
wurf. Falls man die Primzahlen hinreichend häufig wechselt, d̈urfte sich
dieser Aufwand f̈ur kaum einen Gegner lohnen. Außerdem ist das Rech-
nen modulo einer Primzahl einfacher als das Rechnen in einemKörper
von Zweipotenzordnung.

Beim DIFFIE-HELLMAN -Verfahren, demältesten auf der Grundlage
diskreter Logarithmen, geht es wie gesagt darum, daß zwei Teilnehmer,
die weder̈uber gemeinsame Schlüsselinformation nocḧuber eine sichere
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Leitung verf̈ugen, einen Schlüssel vereinbaren wollen.

Dazu einigen sie sich zunächst (̈uber die unsichere Leitung) auf eine
Primzahlp und eine naẗurliche Zahla derart, daß die Potenzfunktion
x 7→ ax möglichst viele Werte annimmt.

Als nächstes ẅahlt Teilnehmer A eine Zufallszahlx < p und B ent-
sprechendy < p; A schickt u = ax modp an B und erḧalt daf̈ur
v = ay modp.

Sodann berechnet A die Zahlvx modp =
(
ay
)x

modp = axy modp
und B entsprechenduy modp =

(
ax
)y

modp = axy modp. Beide
haben also auf verschiedene Weise dieselbe Zahl berechnet,die sie nun
als Schl̈ussel in einem klassischen Kryptosystem verwenden können,
wobei sie sich wohl meist auf einen Teil der Bits beschränken m̈ussen,
da solche Schlüssel typischerweise eine Länge von 128 bis 256 Bit
haben, ẅahrend die Primzahlp erheblich gr̈oßer sein muß.

Ein Gegner, der den Datenaustausch abgehört hat, kennt die Zahlen
p, a, u undv; umaxy modp zu finden, muß er den diskreten Logarith-
mus vonu oderv berechnen.

Mit den besten heute bekannten Algorithmen ist die möglich, wenn
p eine Primzahl von bis zu etwa 200 Dezimalstellen ist; dies entspricht
etwa 665 Bit. Auch in diesem Fall dauert die Berechnung allerdings
selbst bei massiver Parallelisierungüber das Internet mehrere Monate.

Natürlich gibt es keine Garantie, daß kein Gegner mit einem besseren
als den bislang bekannten Verfahren diskrete Logarithmen oder Fakto-
risierungen auch in weitaus größeren K̈orpern berechnen kann. Dazu
bräuchte er allerdings einen Durchbruch entweder auf der mathema-
tischen oder auf der technischen Seite, für den weit und breit keine
Grundlage zu sehen ist.

Trotzdem gibt es einen verhältnism̈aßig einfachen Angriff auf den
Schl̈usselaustausch nach DIFFIE und HELLMAN , die sogenannteman
in the middle attack.Dabei unterbricht der Angreifer die Verbindung
zwischen A und B und gibt sich gegenüber A als B aus und umgekehrt.
So kann er mit beiden Teilnehmern je einen Schlüssel vereinbaren, und
die damit verschl̈usselte Kommunikation kann (nur) von ihm gelesen



 Zahlentheorie

und gegebenenfalls manipuliert werden. In der vorgestellten Form funk-
tioniert das Verfahren also nur, wenn man sicher sein weiß, mit wem
man kommuniziert.

§6: DSA

DSA steht f̈ur Digital Signature Algorithm,ein Algorithmus der im
Digital Signature StandardDSS der USA festgelegt ist und neben RSA
auch zu den von der Bundesnetzagentur empfohlenen

”
Geeigneten Al-

gorithmen“ z̈ahlt. Seine Sicherheit beruht auf diskreten Logarithmen,
allerdings wird das klassische Verfahren dadurch modifiziert, daß die
Sicherheit zwar auf dem diskreten Logarithmenproblem in einem großen
Körper beruht, die Rechenoperationen bei der Anwendung des Algorith-
mus aber nur eine deutlich kleinere Untergruppe verwenden.

Für diese kleine Untergruppe wählt man eine Primzahlq mit einer
Länge von mindestens 224 Bit. (Das entspricht der Länge der Hashwerte,
die in der Praxis anstelle des Texts unterzeichnet werden.)Zu dieser
Primzahlq sucht man eine Primzahlp ≡ 1 modq, für deren L̈ange die
Bundesnetzagentur mindestens 2048 Bit vorschreibt.

Daß die mit der empfohlenen RSA-Modullängeübereinstimmt, ist kein
Zufall: Auch wenn kein direkter Zusammenhang zwischen Faktorisie-
rung und der Berechnung diskreter Logarithmen bekannt ist,hat bislang
doch jede neue Idee für einen Faktorisierungsalgorithmus auch zu ei-
nem Algorithmus zur Berechnung diskreter Logarithmen geführt, und
auch die Laufzeiten dieser Algorithmen sind bei gleicher Zahlenl̈ange
ungef̈ahr gleich.

Als nächstes muß ein Elementg gefunden werden, dessen Potenzen im
KörperFp eine Gruppe der Ordnungq bilden. Das ist einfach: Man starte
mit irgendeinem Elementg0 ∈ Fp \ {0} und berechne seine (p− 1)/q-

te Potenz. Falls diese ungleich eins ist, muß sie wegengp−1
0 = 1 die

Ordnungq haben; andernfalls muß ein neuesg0 betrachtet werden.

Die so bestimmten Zahlenq, p undg werden ver̈offentlicht und k̈onnen
auch in einem ganzen Netzwerk global eingesetzt werden. Geheimer
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Schl̈ussel jedes Teilnehmers ist eine Zahlx zwischen eins undq − 1;
der zugeḧorigeöffentliche Schl̈ussel isty = gx modp.

Unterschreiben lassen sich mit diesem Verfahren Nachrichtenbl̈ockem
mit 0≤ m < q, insbesondere also 224 Bit lange Hashwerte. Dazu wählt
man f̈ur jede Nachricht eine Zufallszahlk mit 0< k < q und berechnet

r = (gk modp) modq .

Daq eine Primzahl ist, hatk ein multiplikatives Inverses moduloq; man
kann also durchk dividieren und erḧalt eine Zahls, für die

sk ≡ m + xr modq

ist; die Unterschrift unter die Nachrichtm besteht dann aus den beiden
Zahlenr undsmoduloq. Sie kann nur berechnet werden von jemanden,
der den geheimen Schlüsselx kennt.

Überpr̈ufen kann die Unterschrift allerdings jeder: Isttdas multiplikative
Inverse zus moduloq, so istk ≡ tsk ≡ tm + xtr modq, also, dag die
Ordnungq hat,

r ≡ gk ≡ gtmgxtr ≡ gtmytr modp .

In dieser Gleichung sind die linke wie auch die rechte Seitemoduloq
öffentlich bekannt, die Gleichung kann also moduloq überpr̈uft werden.
Die Unterschrift wird anerkannt, wenn beide Seiten moduloq gleich
sind. Ein Angreifer m̈ußte sichx ausy verschaffen, m̈ußte also ein
diskretes Logarithmenproblem modulo der großen Primzahlp lösen.

§7: Ausblick

Dieses kurze Kapitel konnte selbstverständlich keine umfassendëUber-
sicht über die Kryptographie oder auch nur die asymmetrische Kryp-
tographie geben: Auch das RSA-Verfahren kann mit anderen Methoden
angegriffen werden als der direkten Faktorisierung des Moduls. Eine
dieser Methoden werden wir im Kapitelüber Kettenbr̈uche kennenler-
nen, und auch sonst werden im weiteren Verlauf der Vorlesungen noch
gelegentlich Themen aus der Kryptologie angeschnitten werden.
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Mit Ausnahme von Verfahren wie dem sogenanntenone time padgibt es
für keines der heute benutzten Kryptoverfahren einen Sicherheitsbeweis,
nicht einmal in dem Sinn, daß man den Aufwand eines Gegners zum
Knacken des Verfahrens in irgendeiner realistischen Weisenach unten
abscḧatzen k̈onnte. Serïose Kryptographie außerhalb des Höchstsicher-
heitsbereichs muß sich daher damit begnügen, daß die Verantwortlichen
für den Einsatz eines Verfahrens und der Wahl seiner Parameter (wie
den Primzahlen bei RSA) darauf achten, auf dem neuesten Stand der
Forschung zu bleiben und ihre Wahl so treffen, daß nicht nur die be-
kannten Angriffsmethoden versagen, sondern daß auch noch ein recht
betr̈achtlicher Sicherheitszuschlag für künftige Entwicklungen und für
nicht publizierte Entwicklungen bleibt.

Auf ewige Sicherheit kann man mit Verfahren wie RSA ohnehin nicht
hoffen: Als RSA 1977 von MARTIN GARDNER im Scientific American
vorgestellt wurde, bekam er von RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN die
129-stellige Zahl

11438162575788886766923577997614661201021829672124236256256184293\
5706935245733897830597123563958705058989075147599290026879543541

(seither bekannt als RSA-129) und eine damit verschlüsselte Nachricht,
für deren Entschlüsselung die drei einen Preis von hundert Dollar ausge-
setzt hatten. Sie schätzten, daß eine solche Entschlüsselung etwa vierzig
Quadrillionen (4· 1025) Jahre dauern ẅurde. (Heute sagt RIVEST, daß
dies auf einem Rechenfehler beruhte.) Tatsächlich wurde der Modul
1994 faktorisiert in einer gemeinsamen Anstrengung von 600Freiwilli-
gen, deren Computer immer dann, wenn sie nichts besseres zu tun hatten,
daran arbeiteten. Nach acht Monaten war die Faktorisierunggefunden:
Die obige Zahl ist gleich

490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577

×32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533.

Mit dem SchemaA = 01 bisZ = 26 und Zwischenraum gleich 00 ergab
sich die NachrichtThe Magic Words are Squeamish Ossifrage.

Auch bei den heute als sicher geltenden symmetrischen Kryptoverfahren
rechnet niemand ernsthaft damit, daß sie noch in hundert Jahren sicher
sind: Diese Verfahren werden̈ublicherweise so geẅahlt, daß man auf
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eine Sicherheit f̈ur etwa dreißig Jahren hoffen kann – garantieren kann
aber auch das niemand.

Falls sich sogenannteQuantencomputerrealisieren lassen, werden
alle heute bekannten Verfahren der Kryptographie mitöffentlichen
Schl̈usseln, egal ob mit diskreten Logarithmen, RSA oder elliptischen
Kurven, unsicher sein. Bislang können Quantencomputer kaum mit acht
Bit rechnen, und nicht alle Experten sind davonüberzeugt, daß es je wel-
che geben wird, die mit mehreren Tausend Bit rechnen können.

Wer mehr̈uber Kryptographie wissen will, findet einen erstenÜberblick
beispielsweise bei

BUCHMANN: Einführung in die Kryptographie,Springer,52011

oder naẗurlich auch im Skriptum zur hier immer wieder angebotenen
Kryptologie-Vorlesung.

Mehrüber die Geschichte der Kryptographie mitöffentlichen Schl̈usseln
ist (mathematikfrei) zu finden in

STEVEN LEVY: crypto: how the rebels beat the government – saving
privacy in the digital age,Penguin Books,2002



Kapitel 3
Primzahlen

Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, sind Primzahlen die Grund-
bausteine f̈ur die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen, und aus
Kapitel zwei wissen wir, daß sie auch wichtige Anwendungen außer-
halb der Zahlentheorie haben. Es lohnt sich also auf jeden Fall, sie etwas
genauer zu untersuchen.

§1: Die Verteilung der Primzahlen

Als erstes stellt sich die Frage, wie viele Primzahlen es gibt. Die Antwort
finden wir schon in EUKLID s Elementen; der dort gegebene Beweis dürfte
immer noch der einfachste sein: Es gibt unendlich viele Primzahlen,
denn g̈abe es nur endlich viele Primzahlenp1, . . . , pn, so k̈onnten wir
deren ProduktP bilden und die Primzerlegung vonP +1 betrachten. Da
P durch allepi teilbar ist, istP +1 durch keinpi teilbar, im Widerspruch
zur Existenz der Primfaktorzerlegung. Somit muß es noch weitere, also
unendlich viele Primzahlen geben.

Um nicht ganz auf dem Stand von vor rund zweieinhalb Jahrtausen-
den stehen zu bleiben, wollen wir uns noch einen zweiten, aufEULER

zurückgehenden Beweis ansehen.

Dazu betrachten wir für eine reelle Zahls > 1 die unendliche Reihe

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

.

Als erstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Reihe konvergiert. Da
alle Summanden positiv sind, müssen wir daf̈ur nur zeigen, daß es eine
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gemeinsame obere Schranke für alle Teilsummen gibt. Da die Funktion
x 7→ 1/xs für x > 0 monoton fallend ist, haben wir fürn− 1≤ x ≤ n
die Abscḧatzung 1/ns ≤ 1/xs, d.h.

N∑

n=1

1
ns

= 1 +
N∑

n=2

1
ns
≤ 1 +

N∫

1

dx

xs

< 1 +

∞∫

1

dx

xs
= 1 +

1
s− 1

=
s

s− 1
.

Somit istζ(s) für alles > 1 wohldefiniert.

Einen Zusammenhang mit Primzahlen liefert der folgende

Satz: a) Für s > 1 ist ζ(s) =
∏

p prim

1

1− 1
ps

.

b) Für alleN ∈ N und alle reellens > 0 ist
N∑

n=1

1
ns
≤
∏

p≤N
p prim

1

1− 1
ps

.

Beweis:Wir beginnen mitb). Für N = 1 steht hier die triviale Formel
1 ≤ 1; sei alsoN ≥ 2, und seienp1, . . . , pr die s̈amtlichen Primzahlen
kleiner oder gleichN . Nach der Summenformel für die geometrische
Reihe ist

1

1− 1
ps

k

=
∞∑

ℓ=0

1

pℓs
k

,

und das Produkt der rechtsstehenden Reihenüberk = 1 bisr ist wegen
der Eindeutigkeit der Primzerlegung die Summeüber alle jene 1/ns, für
die n keinen Primteiler gr̈oßerN hat. Darunter sind insbesondere alle
n ≤ N , womit b) bewiesen ẅare.

Die Differenz zwischenζ(s) und dem Produkt auf der rechten Seite
vonb) ist gleich der Summëuber alle 1/ns, für dien mindestens einen
Primteiler gr̈oßerN haben. Diese Summe ist natürlich höchstens gleich
der Summe aller 1/ns mit n > N , und die geht wegen der Konvergenz
von ζ(s) gegen null f̈urN →∞. Damit ist aucha) bewiesen.
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Auch daraus folgt, daß es unendlich viele Primzahlen gibt: Gäbe es
nämlich nur endlich viele, so stünde auf der rechten Seite vonb) für
jedes hinreichend großeN das Produkẗuber diesämtlichenPrimzahlen.
Da es nur endlich viele Faktoren hat, wäre es auch für s = 1 endlich,
und damit m̈ußte

∞∑

n=1

1
n

kleiner oder gleich dieser Zahl sein, im Widerspruch zur Divergenz der
harmonischen Reihe.

Verglichen mit dem Beweis aus EUKLID s Elementen ist EULERs Me-
thode erheblich komplizierter. Um trotzdem ihre Existenzberechtigung
zu haben, sollte sie uns daher auch mehr Informationen liefern. In wel-
chem Maße sie dies tatsächlich leistet, geht wahrscheinlich sogar noch
deutlichüber alles hinaus, was EULER seinerzeit tr̈aumen konnte.

Zunächst einmal k̈onnen wir Teil b) für s = 1 zu einer quantitati-
ven Abscḧatzung bez̈uglich der Anzahlπ(N ) der Primzahlen kleiner
oder gleichN umformulieren: Wie oben im Konvergenzbeweis für ζ(s)
können wir aus der Monotonie der Funktionx 7→ 1/x folgern, daß f̈ur
alleN ∈ N gilt

log(N + 1) =

N+1∫

1

dx

x
<

N∑

n=1

1
n
< 1 +

N∫

1

dx

x
= 1 + logN .

Zur Abscḧatzung der linken Seite beachten wir einfach, daß der Faktoren
1/(1− 1/p) für p = 2 gleich zwei ist, ansonsten aber kleiner. Somit ist

log(N + 1)<
N∑

n=1

1
n
≤
∏

p≤N

p prim

1

1− 1
p

≤ 2π(N )

und damit

π(N ) ≥ log log(N + 1)
log 2

.

Wie wir bald sehen werden, ist das allerdings eine sehr schwache Ab-
scḧatzung.
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EULERs Methode erlaubt uns auch, die Dichte der Primzahlen zu ver-
gleichen mit der Dichte beispielsweise der Quadratzahlen:Wie wir oben
gesehen haben, konvergiertζ(s) für alles > 1, insbesondere also kon-
vergiert die Summeζ(2) der inversen Quadratzahlen. EULER konnte
mit seiner Methode zeigen, daß die Summe der inversen Primzahlen
divergiert, so daß die Primzahlen zumindest in diesem Sinne dichter
liegen als die Quadratzahlen und alle anderen Potenzen mit (reellem)
Exponentenx > 1.

Zum Beweis fehlt uns nur noch eine Analysis IÜbungsaufgabe: Wir
wollen unsüberlegen, daß für alle 0≤ x ≤ 1

2 gilt (1 − x) ≥ 4−x. An
den Intervallenden stimmen beide Funktionenüberein, und 1− x ist
eine lineare Funktion. Es reicht daher, wenn wir zeigen, daß4−x eine
konvexe Funktion ist, daß also ihre zweite Ableitungüberall im Intervall
positiv ist. Das ist aber klar, denn die ist einfach log(4)2 · 4−x. Für jede
Primzahlp ist daher

1− 1
p
≥ 4−1/p und

1

1− 1
p

≤ 41/p .

Zusammen mit der vorigen Abschätzung folgt

log(N + 1)<
∏

p≤N

p prim

1

1− 1
p

≤
∏

p≤N

p prim

41/p = 4
∑

1
p ,

wobei die Summe im Exponenten̈uber alle Primzahlenp ≤ N geht.
Da log(N + 1) fürN → ∞ gegen unendlich geht, muß somit auch die
Summe der inversen Primzahlen divergieren.

Mit diesen Bemerkungen fängt allerdings die N̈utzlichkeit der Funktion
ζ(s) für das Versẗandnis der Funktionπ(N ) gerade erst an: Ein Jahrhun-
dert nach EULER erkannte RIEMANN , daß die Funktionζ(s) ihre wahre
Nützlichkeit für das Studium vonπ(N ) erst zeigt, wenn man sie auch für
komplexe Argumentes betrachtet. Jeder, der sich ein bißchen mit Funk-
tionen einer komplexer Veränderlichen auskennt, kann leicht zeigen, daß
ζ(s) auch f̈ur komplexe Zahlen mit Realteil größer ein konvergiert: Der
Imagin̈arteil des Exponenten führt schließlich nur zu einem Faktor vom
Betrag eins.
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RIEMANNs wesentliche Erkenntnis war, daß sichζ(s) fortsetzen l̈aßt
zu einer analytischen Funktion auf der gesamten Menge der komplexen
Zahlen mit Ausnahme der Eins (wo dieζ-Funktion wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe keinen endlichen Wert haben kann).

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1946 auf Anraten seines Vaters an der Universität
Göttingen f̈ur das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakultät, um dort
unter anderem bei GAUSS Mathematikvorlesungen zu
hören. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seines frühen
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undüber abelsche Funktionen. Wie sein Nach-
laß zeigte, sẗutzte er seine 1859 aufgestellte Vermutung
über die Nullstellen derζ-Funktion auf umfangreiche
Rechnungen.

Für Leser, die nicht mit dem Konzept der analytischen Fortsetzung
vertraut sind, m̈ochte ich ausdr̈ucklich darauf hinweisen, daß dies
selbstversẗandlich nicht bedeutet, daß die definierende Summe derζ-
Funktion f̈ur reelle Zahlen kleiner eins oder komplexe Zahlen mit Re-
alteil kleiner oder gleich eins konvergiert: Analytische Fortsetzung be-
steht darin, daß eine differenzierbare Funktion (die im Komplexen au-
tomatisch beliebig oft differenzierbar ist und um jeden Punkt in eine
TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann) via TAYLOR-Reihenüber ihren
eigentlichen Definitionsbereich hinweg ausgedehnt wird. Man kann bei-
spielsweise zeigen, dasζ(−1) = − 1

12 ist. Setzt mans = −1 in die für
s > 1 gültige Reihe ein, erḧalt man die Summe aller natürlicher Zahlen,
die selbstverständlich nicht gleich− 1

12 ist, sondern divergiert. Entspre-
chend hatζ(s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen, obwohl
auch hier die entsprechenden Reihen divergieren. Diese Nullstellen be-
zeichnet man als die sogenanntentrivialen Nullstellen derζ-Funktion,
da sie sich sofort aus einer bei der Konstruktion der analytischen Fort-
setzung zu beweisenden Funktionalgleichung ablesen lassen. Für die
Primzahlverteilung spielen vor allem dieübrigen, die sogenannten nicht-
trivialen Nullstellen, eine große Rolle.
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Wie wir gerade gesehen haben, liegen die Primzahlen zumindest in
einem gewissen Sinne dichter als die Quadratzahlen. Zur Einstimmung
auf das Problem der Primzahlverteilung wollen wir uns kurz mit der
(deutlich einfacheren) Verteilung der Quadratzahlen beschäftigen.

Die Folge der Absẗande zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadrat-
zahlen ist einfach die Folge der ungeraden Zahlen, denn

(n + 1)2− n2 = 2n + 1 .

Zwei aufeinanderfolgende QuadratzahlenQ < Q′ haben daher die Dif-
ferenzQ′ −Q = 2

√
Q + 1.

Bei den Primzahlen ist die Situation leider sehr viel unübersichtlicher:
EULER meinte sogar, die Verteilung der Primzahlen sei ein Geheimnis,
das der menschliche Verstand nie erfassen werde. Der kleinstmögliche
Abstand zwischen zwei verschiedenen Primzahlen ist offensichtlich
eins, der Abstand zwischen zwei und drei. Er kommt nur an dieser
einen Stelle vor, denn außer der Zwei sind schließlich alle Primzahlen
ungerade.

Der Abstand zwei ist schon deutlich häufiger: Zwei ist beispielsweise
der Abstand zwischen drei und fünf, aber auch der zwischen den Prim-
zahlen 10100+ 35737 und 10100+ 35739. Seit langer Zeit wird vermutet,
daß es unendlich viele solcherPrimzahlzwillingegibt; experimentelle
Untersuchungen deuten sogar darauf hin, daß ihre Dichte für Zahlen der
Größenordnungn bei ungef̈ahr 1 : (logn)2 liegen sollte, aber bislang
konnte noch niemand auch nur beweisen, daß es unendlich viele gibt.

Eine obere Grenze für den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Primzahlen gibt es genauso wenig wie bei den Quadratzahlen:Istn ≥ 2
und 2≤ i ≤ n, so ist die Zahln! + i durchi teilbar und somit keine
Primzahl. Der Abstand zwischen der größten Primzahl kleiner oder
gleichn! + 1 und ihrem Nachfolger ist somit mindestensn.

Um einen ersten Eindruck von der Verteilung der Primzahlen zu bekom-
men, betrachten wir den Graphen der Funktion

π:

{
R>0→ N0

x 7→ Anzahl der Primzahlen≤ x
.
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Die Abbildungen auf der vorigen Seite zeigen ihn für die Intervalle von
null bis 10i für i = 1, . . . ,5. Wie man sieht, werden die Graphen immer
glatter, und bei den beiden letzten Bilder könnte man glauben, es handle
sich um den Graphen einer differenzierbaren Funktion; daher auch die
Schreibweiseπ(x) statt – wie bisher –π(N ).

Auf den ersten Blick sieht diese Funktion fast linear aus.; sieht man
sich allerdings die Zahlenwerte genauer an, so sieht man schnell, daß
π(x) etwas langsamer ẅachst als eine lineare Funktion; die Funktion
x/ logx ist eine deutlich bessere Approximation. In der Tat können wir
auch mit unseren sehr elementaren Mitteln eine entsprechende Aussage
beweisen:

Satz: Es gibt Konstantenc1, c2 > 0, so daß gilt:

c1
x

logx
< π(x) < c2

x

logx
.

Beweis:Wir betrachten die neue Funktion

ϑ(x) =
∑

p≤x

logp ,

wobei ein Summationsindexp hier wie stets in diesem Beweis bedeuten
soll, daß wirüber allePrimzahlenmit der jeweils angegebenen Eigen-
schaft summieren.

Dann ist einerseits

π(x) =
∑

p≤x

logp
logp

≥
∑

p≤x

logp
logx

=
ϑ(x)
logx

,

andererseits ist

ϑ(x) =
∑

p≤x

logp ≥
∑

√
x<p≤x

logp > log
(√
x
)(
π(x)− π

(√
x
))

=
1
2

log(x)
(
π(x)− π

(√
x
))

und damit auchπ(x) <
2ϑ(x)
logx

+ π
(√
x
)
<

2ϑ(x)
logx

+
√
x. Wenn wir also

zeigen k̈onnen
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1. Es gibt Konstantenc1, c3 > 0, so daßc1x < ϑ(x) < c3x

2.
∑

p≤x

logp
p

= logx +O(1),

dann folgt die Behauptung des Satzes.

Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir die Primzerlegung

n! =
∏

p≤n

pep

von n!. Unter den naẗurlichen Zahlen bisn sind
[

n
p

]
durchp teilbar,[

n
p2

]
durchp2, usw.;daher ist

ep =
∑

k≥1

[
n

pk

]
und logn! =

∑

p≤n

ep logp =
∑

p≤n

∑

k≥1

[
n

pk

]
logp .

Die Summanden mitk > 1 liefern dabei nur einen kleinen Beitrag:

∑

p≤n

∑

k≥2

[
n

pk

]
logp ≤

∑

p≤n



logp ·
∑

k≥2

n

pk



 = n
∑

p≤n

logp
p(p− 1)

nach der Summenformel für die geometrische Reihe:
∑

k≥2

1
pk

=
1
p2
· 1

1− 1
p

=
1

p2 − p =
1

p(p− 1)
.

Zur weiteren Abscḧatzung ersetzen wir die Summeüber alle Primzahlen
kleiner oder gleichn durch die Summëuber alle Zahlen bisn und
beachten, daß für reellenx ≥ 2 gilt logx <

√
x, also

logx
x(x− 1)

<

√
x

x2
=

1
x3/2

:

∑

p≤n

logp
p(p− 1)

≤
n∑

i=2

log i
i(i− 1)

≤
n∑

i=2

1
i3/2

.

Da
∑∞

i=1
1
is für alles > 1 konvergiert, konvergiert die rechts stehende

Summe f̈ur n → ∞ gegen einen endlichen Wert (ungefähr 1,612375),
ist alsoO(1), und damit ist

∑
k≥2

1
pk = O(n). Setzen wir dies in die
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Formel f̈ur logn! ein, erhalten wir nach allen bislang bewiesenen Ab-
scḧatzungen, daß

logn! =
∑

p≤n

[
n

p

]
logp +O(n) .

Dies k̈onnen wir vergleichen mit der STIRLINGschen Formel

logn! = n logn− n +O(logn) ,

deren Beweis f̈ur Leser, die ihn noch nicht kennen, im Anhang zu diesem
Paragraphen skizziert ist. Kombinieren wir dies mit der gerade bewiese-
nen Formel, ist also

∑

p≤n

[
n

p

]
logp = n logn +O(n) . (∗)

Damit ist
∑

p≤2n

([
2n
p

]
− 2

[
n

p

])
logp = 2n log 2n− 2n logn +O(2n)

= 2n log 2 +O(n) = O(n) .

Hier ist
[

2n
p

]
− 2

[
n
p

]
stets entweder null oder eins; speziell für die

Primzahlenp mit n < p < 2n ist
[

n
p

]
= 0 und

[
2n
p

]
= 1. Somit ist

ϑ(2n)− ϑ(n) =
∑

n<p<2n

logp ≤
∑

p≤2n

([
2n
p

]
− 2

[
n

p

])
logp = O(n) .

Die Formelϑ(2n)− ϑ(n) = O(n) bleibt gültig, wenn wirn durch eine
reelle Zahlx ersetzen; somit ist

ϑ(x) =
∞∑

i=0

(
ϑ
( x

2i

)
− ϑ

( x

2i+1

))
= O

( ∞∑

i=0

x

2i

)

= O(x) ,

womit die obere Schranke für ϑ(x) bewiesen ẅare.

Bevor wir uns der unteren Schranke zuwenden, beweisen wir zunächst
die zweite Aussage. Natürlich ist n

p =
[

n
p

]
+O(1), also ist nach (∗)

∑

p≤n

n

p
logp =

∑

p≤n

[
n

p

]
logp +O




∑

p≤n

logp





= n logn +O(n) +O
(
ϑ(n)

)
= n logn +O(n) ,
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denn wie wir gerade gesehen haben istϑ(n) = O(n). Kürzen wir die
obige Formel durchn, erhalten wir die geẅunschte Aussage

∑

p≤n

logp
p

= logn +O(1) ,

die naẗurlich auch dann gilt, wenn wirndurch eine reelle Zahlxersetzen:
Der TermO(1) schluckt alle dabei auftretenden zusätzlichen Fehler.

Für 0< α < 1 ist daher
∑

αx<p≤x

logp
p

= logx− logαx +O(1) = log
1
α

+O(1) ,

wobei der FehlertermO(1) nicht vonα abḧangt.

Da log 1
α für α → 0 gegen∞ geht, ist f̈ur hinreichend kleine Werte

vonα undx > c/α für irgendeinc > 2 beispielsweise
∑

αx<p≤x

logp
p

> 10 ,

und für solche Werte vonα undc ist dann

10<
∑

αx<p≤x

logp
p

<
1
αx

∑

αx<p≤x

logp ≤ ϑ(x)
αx

.

Somit ist 10αx < ϑ(x), womit auch die untere Schranke aus der ersten
Behauptung bewiesen wäre und damit der gesamte Satz.

Der bewiesene Satz ist nur ein schwacher Abglanz dessen, wasüber die
Funktionπ(x) bekannt ist. Zum Abschluß des Kapitels seien kurz eini-
ge der wichtigsten bekannten und vermuteten Eigenschaftenvon π(x)
zusammengestellt. Diese knappeÜbersicht folgt im wesentlichen dem
Artikel Primzahlsatzaus

DAVID WELLS: Prime Numbers – The Most Mysterious Figures in
Math,Wiley,2005,

einer Zusammenstellung im Lexikonformat von interessanten Tatsachen
und auch bloßen Kuriosa aus dem Umkreis der Primzahlen.
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GAUSSkam 1792, im Alter von 15 Jahren also, durch seine Experimente
zur Vermutung, daßπ(x) ungef̈ahr gleich dem sogenanntenIntegrallo-
garithmusvonx sein sollte:

π(x) ≈ Li(x) =
def

x∫

2

dξ

logξ
.

Auch LEGENDREversuchte,π(x) anhand experimenteller Daten anzunä-
hern. Er stellte dazu eine Liste aller Primzahlen bis 400 000zusammen,
das sind immerhin 33 860 Stück, und suchte eine glatte Kurve, die den
Graphen vonπ möglichst gut ann̈ahert. In seinem 1798 erschienenen
BuchEssai sur la th́eorie des nombresgab er sein Ergebnis an als

π(x) ≈ x

logx− 1,08366
.

Über ein halbes Jahrhundert später gab es den ersten Beweis einer Aus-
sage: PAFNUTIJ L’ VOVIČ ČEBYŠĒV (1821–1894), in der Numerik meist
bekannt in der Schreibweise Tschebytscheff, zeigte 1851:Falls

lim
x→∞

π(x)
x/ logx

existiert, dann muß er den Wert eins haben.

1852 bewies er dann ein deutlich schärferes Resultat: F̈ur hinreichend
großeWerte vonx ist

c1 ·
x

logx
< π(x) < c2 ·

x

logx
mit c1 ≈ 0,92 und c2 ≈ 1,105 .

1896 schließlich zeigten der französische Mathematiker JACQUES SA-
LOMON HADAMARD (1865–1963) und sein belgischer Kollege CHARLES

JEAN GUSTAVE NICOLAS BARON DE LA VALL ÉE POUSSIN (1866–1962)
unabḧangig voneinander die Aussage, die heute alsPrimzahlsatz be-
kannt ist:

π(x) ∼ x

logx
.

Dies bedeutet nun freilich nicht, daß damit die Formeln von GAUSSund
von LEGENDREüberfl̈ussig ẅaren: Die Tatsache, daß der Quotient zweier
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Funktionen asymptotisch gleich eins ist, erlaubt schließlich immer noch
betr̈achtliche Unterschiede zwischen den beiden Funktionen: Nur der
relativeFehler muß gegen null gehen.

Offensichtlich ist f̈ur jedesa ∈ R

lim
x→∞

x/ logx
x/(logx− a)

= lim
x→∞

logx− a
logx

= 1− lim
x→∞

a

logx
= 1 ,

und es ist auch nicht schwer zu zeigen, daß

lim
x→∞

x/ logx
Li(x)

= 1

ist. Nach dem Primzahlsatz ist daher auch für jedesa ∈ R

π(x) ∼ x

logx− a und π(x) ∼ Li(x) .

Wie DE LA VALL ÉE POUSSIN zeigte, liefert der Werta = 1 unter allen
reellen Zahlena die beste Approximation anπ(x), aber Li(x) liefert eine
noch bessere Approximation. Für kleine Werte vonx sieht man das auch
in der folgenden Tabelle, in der alle reellen Zahlen zur nächsten ganzen
Zahl gerundet sind. Wie kaum anders zu erwarten, liefert LEGENDREs
Formel f̈ur 104 und 105 die besten Werte:

n π(n) n
logn

n
logn−1

n
logn−1,08366 Li(n)

103 168 145 169 172 178
104 1 229 1 086 1 218 1 231 1 246
105 9 592 8 686 9 512 9 588 9 630
106 78 489 72 382 78 030 78 534 78 628
107 664 579 620 420 661 459 665 138 664 918
108 5 761 455 5 428 681 5 740 304 5 769 341 5 762 209
109 50 847 478 48 254 942 50 701 542 50 917 519 50 849 235

Wenn wir genaue Aussagenüberπ(x) machen wollen, sollten wir also
etwasüber die Differenz Li(x)− π(x) wissen. Hier kommen wir in das
Reich der offenen Fragen, und nach derzeitigem Verständnis ḧangt alles
ab von der oben erẅahnten RIEMANNschen Zetafunktion. Nach einer
ber̈uhmten Vermutung von RIEMANN haben alle nichttrivialen Null-
stellen vonζ(s) den Realteil ein halb. Falls dies stimmt, ist

π(x) = Li(x) +O(
√
x logx) .
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Die RIEMANNsche Vermutung ist eines der wichtigsten ungelösten Pro-
bleme der heutigen Mathematik; sie war 1900 eines der HILBERTschen
Probleme und ist auch eines der siebenMillennium problems,für deren
Lösung das CLAY Mathematics Institute in Cambridge, Mass. 2000 einen
Preis von jeweils einer Million Dollar ausgesetzt hat; für Einzelheiten
siehehttp://www.claymath.org/millennium/ .

Anhang: Die Eulersche Summenformel und die Stirlingsche Formel

Die EULERsche Summenformel erlaubt es, eine endliche Summe auf ein
Integral zur̈uckzuf̈uhren und dadurch in vielen Fällen erst rechnerisch
handhabbar zu machen. Wir betrachten eine reellwertige differenzier-
bare Funktionf , deren Definitionsbereich das Intervall [1, n] entḧalt.

Für eine reelle Zahlx bezeichnen wir weiterhin mit [x] die größte ganze
Zahl kleiner oder gleichx; außerdem f̈uhren wir noch die Bezeichnung
{x} =

def
x − [x] ein für den gebrochenen Anteil vonx. Für eine ganze

Zahlk ist somit{x} = x− k für allex aus dem Intervall [k, k + 1).

Partielle Integration f̈uhrt auf die Gleichung

k+1∫

k

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

(
x− k − 1

2)f (x)

∣∣∣∣
k+1

k

−
k+1∫

k

f (x) dx

=
f (k + 1) +f (k)

2
−

k+1∫

k

f (x) dx .

Addition aller solcher Gleichungen vonk = 1 bisk = n− 1 liefert
n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

f (1)
2

+
n−1∑

k=2

f (k) +
f (n)

2
−

n∫

1

f (x) dx ,

womit man die Summe derf (k) berechnen kann:

Satz (EULERsche Summenformel): Für eine differenzierbare Funk-
tion f :D → R, deren Definitionsbereich das Intervall [1, n] umfaßt,
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ist

n∑

k=1

f (k) =

n∫

1

f (x) dx +
f (1) +f (n)

2
+

n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx .

Für die Abscḧatzung vonn! interessiert uns speziell der Fall, daß
f (x) = logx der naẗurliche Logarithmus ist; hier wird die EULERsche
Summenformel zu

logn! =

n∫

1

logx dx +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= x(logx− 1)

∣∣∣∣
n

1

+
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= n(logn− 1) + 1 +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx .

In dieser Formel stört noch das rechte Integral; dieses können wir wie
folgt abscḧatzen: F̈ur eine naẗurliche Zahlk ist

k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

− 1
2

x

k + 1
2 + x

dx

=

1
2∫

0

(
x

k + 1
2 + x

− x

k + 1
2 − x

)

dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2− x2
dx .

Im Intervall von 0 bis1
2 ist der Integrand monoton fallend, d.h.

0≥ −2x2

(
k + 1

2

)2− x2
≥ − 1

2(
k + 1

2

)2− 1
4

=
−2

(2k + 1)2− 1
≥ − 1

2k2
,
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und damit ist

0≥
k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2− x2
dx ≥ − 1

4k2
,

denn wir k̈onnen das Integral abschätzen durch das Produkt aus der
Länge des Integrationsintervalls und dem Minimum des Integranden.
Summation vonk = 1 bisn− 1 schließlich gibt die Abscḧatzung

0≥
n∫

1

{x} − 1
2

x
dx ≥ −

n−1∑

k=1

1
4k2

> −1
4

∞∑

k=1

1
k2

für das sẗorende Integral aus der obigen Formel. Da die Summe rechts
konvergiert, konvergiert auch das Integral für n → ∞ gegen einen
GrenzwertI. Somit ist

logn! = n(logn− 1) +
logn

2
+ I + 1 +o(1) ,

also folgt insbesondere die Abschätzung

logn! = n logn +O(n) ,

die wir im Beweis des Satzesüberπ(n) verwendet haben.

§2: Das Sieb des Eratosthenes

Das klassische Verfahren zur Bestimmung aller Primzahlen unterhalb
einer bestimmten Schranke geht zurück auf ERATOSTHENESim dritten
vorchristlichen Jahrhundert. Es funktioniert folgendermaßen:

Um alle Primzahlen kleiner oder gleich einer ZahlN zu finden, schreibe
man zun̈achst die Zahlen von eins bisN in eine Reihe.

Eins ist nach Definition keine Primzahl – für griechische Mathematiker
wie EUKLID war die Eins nicht einmal eine Zahl. Also streichen wir die
Eins durch. Die Zwei ist prim, aber ihre echten Vielfachen sind naẗurlich
keine Primzahlen, werden also durchgestrichen. Dazu müssen wir nicht
von jeder Zahl nachprüfen, ob sie durch zwei teilbar ist, sondern wir
streichen einfach nach der Zwei jede zweite Zahl aus der Liste durch.
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Die erste nichtdurchgestrichene Zahl der Liste ist dann dieDrei. Sie
muß eine Primzahl sein, denn hätte sie einen von eins verschiedenen
kleineren Teiler, k̈onnte das nur die Zwei sein, und alle Vielfachen von
zwei (außer der Zwei selbst) sind bereits durchgestrichen.

Auch die echten Vielfachen der Drei sind keine Primzahlen, werden also
durchgestrichen. Auch dazu streichen wir wieder einfach jede dritte Zahl
aus der Liste durch, unabhängig davon, ob sie bereits durchgestrichen ist
oder nicht. (Alle durch sechs teilbaren Zahlen sind offensichtlich schon
durchgestrichen.)

Genauso geht es weiter mit der Fünf usw.;nach jedem Durchgang durch
die Liste muß offenbar die erste noch nicht durchgestrichene Zahl eine
Primzahl sein, denn alle Vielfache von kleineren Primzahlen sind bereits
durchgestrichen, und wenn eine Zahlüberhaupt einen echten Teiler hat,
dann ist sie natürlich auch durch eine echt kleinere Primzahl teilbar.

Wie lange m̈ussen wir dieses Verfahren durchführen? Wenn eine Zahlx
Produkt zweier echt kleinerer Faktorenu, v ist, könnenu und v nicht
beide gr̈oßer sein als

√
x: Sonst ẅare schließlichx = uv größer alsx.

Also ist einer der beiden Teileru, v kleiner oder gleich
√
x, so daßxmin-

destens einen Teiler hat, dessen Quadrat kleiner oder gleichx ist. Damit
ist eine zusammengesetzte Zahlx durch mindestens eine Primzahlp
teilbar mitp2 ≤ x.

ERATOSTHENES (Ερατοσθένες) wurde 276 v.Chr. in
Cyrene im heutigen Libyen geboren, wo er zunächst von
Scḧulern des Stoikers ZENO ausgebildet wurde. Danach
studierte er noch einige Jahre in Athen, bis ihn 245
der Pharao PTOLEMAIOS III als Tutor seines Sohns nach
Alexandrien holte. 240 wurde er dort Bibliothekar der
ber̈uhmten Bibliothek im Museion.
Heute ist er außer durch sein Sieb vor allem durch
seine Bestimmung des Erdumfangs bekannt. Er berech-
nete aber auch die Abstände der Erde von Sonne und
Mond und entwickelte einen Kalender, der Schalt-
jahre enthielt. 194 starb er in Alexandrien, nach eini-
genÜberlieferungen, indem er sich, nachdem er blind
geworden war, zu Tode hungerte.

Für das Sieb des ERATOSTHENES, angewandt auf die Zahlen von eins
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bis N heißt das, daß wir aufhören k̈onnen, sobald die erste nicht-
durchgestrichene Zahlp ein Quadratp2 > N hat; dann k̈onnen wir
sicher sein, daß jede zusammengesetzte Zahlx ≤ N bereits einen
kleineren Primteiler alsp hat und somit bereits durchgestrichen ist. Die
noch nicht durchgestrichenen Zahlen in der Liste sind also Primzahlen.

Damit lassen sich leicht von Hand alle Primzahlen bis hundert finden, mit
etwas Fleiß auch die bis Tausend, aber sicher nicht die hundertstelligen.

Trotzdem kann uns ERATOSTHENEShelfen, zumindest zu zeigen, daß ge-
wissen Zahlen nicht prim sind: Wenn wir Primzahlen in einem Intervall
[a, b] suchen, d.h. also Primzahlenp mit

a ≤ p ≤ b ,

so k̈onnen wir ERATOSTHENESauf dieses Intervall fast genauso anwen-
den wie gerade eben auf das Intervall [1, N ]:

Wir gehen aus von einer Listep1, . . . , pr der ersten Primzahlen; dabei
wählen wirr so, daß die Chancen auf nicht durchpr teilbare Zahlen im
Intervall [a, b] noch einigermaßen realistisch sind, d.h. wir gehen bis zu
einer Primzahlpr, die ungef̈ahr in der Gr̈oßenordnung der Intervallänge
b− a liegt.

Nun können wir mit jeder der Primzahlenpi sieben wie im klassischen
Fall; wir müssen nur wissen, wo wir anfangen sollen.

Dazu berechnen wir für jedespi den Divisionsrestri = a modpi. Dann
ist a− ri durchpi teilbar, liegt allerdings nicht im Intervall [a, b]. Die
erste Zahl, die wir streichen m̈ussen, ist alsoa − ri + pi, und von da
an streichen wir einfach, ohne noch einmal dividieren zu müssen, wie
gehabt jedepi-te Zahl durch.

Was nachr Durchg̈angen nocḧubrig bleibt, sind genau die Zahlen
aus [a, b], die durch keine der Primzahlenpi teilbar sind. Sie k̈onnen
zwar noch gr̈oßere Primteiler haben, aber wichtig ist, daß wir mit mini-
malem Aufwand f̈ur den Großteil aller Zahlen aus [a, b] gesehen haben,
daß sie keine Primzahlen sind. Für den Rest brauchen wir andere Ver-
fahren, aber die sind allesamt erheblich aufwendiger als ERATOSTHENES,
so daß sich diese erste Reduktion auf jeden Fall lohnt.
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§3: Fermat-Test und Fermat-Zahlen

Nach dem kleinen Satz von FERMAT gilt f ür jede Primzahlp und je-
de nicht durchp teilbare Zahla die Formelap−1 ≡ 1 modp. Im
Umkehrschluß folgt sofort:

Falls für eine naẗurliche Zahl1 ≤ a ≤ p − 1 gilt ap−1 6≡ 1 modp,
kannp keine Primzahl sein.

Beispiel: Istp = 129 eine Primzahl? Falls ja, ist nach dem kleinen Satz
von FERMAT 2128≡ 1 mod 129. Tats̈achlich ist aber

27 = 128≡ −1 mod 129 ,

also hat die Zwei in (Z/129)× die Ordnung 14. Da 14 kein Teiler von 128
ist, kann 2128 mod 129 nicht eins sein. (Wegen 128≡ 2 mod 14 ist
2128≡ 22 = 4 mod 129.) Somit ist 129 keine Primzahl.

Dieses Ergebnis ḧatten wir naẗurlich auch durch Probedivisionen leicht
gefunden: Da 129 die Quersumme 12 hat, ist die Zahl durch dreiteilbar;
ihre Primzerlegung ist 129 = 3· 43.

Keine Kopfrechenaufgabe ist die Frage, obF20 = 2220

+ 1 eine Primzahl
ist. Falls ja, ẅare nach dem kleinen Satz von FERMAT insbesondere

3F20−1 = 1 modF20, also 3(F20−1)/2 ≡ ±1 modF20 .

Nachrechnen zeigt, daß dies nicht der Fall ist, allerdings ist das

”
Nachrechnen“ bei dieser 315 653-stelligen Zahl natürlich keineÜbungs-

aufgabe f̈ur Taschenrechner: 1988 brauchte eine Cray X-MP dazu
82 Stunden, der damals schnellste Supercomputer Cray-2 immerhin
noch zehn; siehe

JEFF YOUNG, DUNCAN A. BUELL: The Twentieth Fermat Number is
Composite,Math. Comp.50 (1988), 261–263.

Damit war gezeigt, daßF20 keine Primzahl ist. (Die anscheinend etwas
weltabgewandt lebenden Autoren meinten, dies sei die aufwendigste bis
dahin produzierte 1-Bit-Information.)

Umgekehrt k̈onnen wir leider nicht folgern, daßp eine Primzahl ist,
wenn f̈ur ein a ∈ N mit 1 < a < p − 1 gilt ap−1 ≡ 1 modp. So ist



Kap. 3: Primzahlen 

beispielsweise 18322≡ 1 mod 323, aber 323 = 17· 19 ist zusammenge-
setzt. Immerhin gibt es nicht vielea ≤ 323 mita322≡ 1 mod 323: Die
einzigen M̈oglichkeiten sinda = ±1 unda = ±18.

Es kann nicht vorkommen, daß für eine zusammengesetzte Zahln und
alle 1≤ a ≤ n gilt an−1 ≡ 1 modn, denn istp ein Primteiler vonn,
so ist f̈ur jedes Vielfachea von p naẗurlich auchan−1 durchp teilbar,
kann also nicht kongruent eins modulo des Vielfachenn von p sein.
Zumindest f̈ur diea mit ggT(a, n) > 1 kann die Gleichung also nicht
erfüllt sein.

Bei großen Zahlenn mit nur wenigen Primfaktoren ist die Chance, ein
solchesa zu erwischen, recht klein; wenn dies die einzigen Gegen-
beispiele sind, wird uns der FERMAT-Test also fast immer in die Irre
führen.

Definition: Eine naẗurliche Zahl n heißt CARMICHAEL-Zahl, wenn
sie keine Primzahl ist, aber trotzdem für jede naẗurliche Zahla mit
ggT(a, n) = 1 gilt: an−1 ≡ 1 modn .

ROBERT DANIEL CARMICHAEL (1879–1967) war ein amerikanischer Mathematiker, der
unter anderem B̈ucherüber die Relativiẗatstheorie,̈uber Zahlentheorie,̈uber Analysis und
über Gruppentheorie veröffentlichte. Ab 1915 lehrte er an der University of Illinois. Er
zeigte 1910, daß 561 die gerade definierte Eigenschaft hat und publizierte auch sp̈ater
noch eine Reihe von Arbeiten̈uber solche Zahlen.

Satz: Eine naẗurliche Zahln ist genau dann eine CARMICHAEL-Zahl,
wenn sie das Produkt von mindestens drei paarweise verschiedenen
ungeraden Primzahlen ist, wobei für jeden Primfaktorp auchp − 1
Teiler vonn− 1 ist.

Beweis:Sei zun̈achstn =
∏
pi ein Produkt paarweise verschiedener

Primzahlen, f̈ur diepi − 1 Teiler vonn− 1 ist. Nach dem chinesischen
Restesatz ist dann (Z/N )× ∼=

∏
(Z/pi)

×. In der Gruppe (Z/pi)
× ist

die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler vonpi − 1 und damit von
n− 1; also ist auch in (Z/n)× die Ordnung eines jeden Elements Teiler
vonn− 1. Damit gilt für jedes zun teilerfremdea ∈ Z die Kongruenz
an−1 ≡ 1 modn, d.h.n ist eine CARMICHAEL-Zahl.
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Umgekehrt sein eine CARMICHAEL-Zahl. Dann istn ungerade, denn für
gerade Zahlenn ist (n− 1)n−1 ≡ (−1)n−1 = −1 modn.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daßn Produkt verschiedener
Primzahlen sein muß: Angenommen, in der Primzerlegung vonn tritt
eine Primzahlp mehrfach auf, d.h.n = peq mit einer zup teilerfremden
Zahl q. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(p + 1)p
e−1

=
pe−1∑

k=0

(
pe−1

k

)
pk ,

und für allek 6= 0 ist
(
pe−1

k

)
pk =

pe−1(pe−1− 1) · · · (pe−1− k + 1)
k!

pk

= pe−1 · p
e−1

1
· p

e−1 − 2
2

· · · p
e−1 − (k − 1)

k − 1
· p

k

k
.

In jedem der Br̈uche (pe−1−ℓ)/ℓ kommtp in Zähler und Nenner mit der
gleichen Potenz vor, dennℓ < pe−1 undpe−1 − ℓ ≡ −ℓ modpe−1. Im
letzten Bruchpk/k stehtp im Zähler offensichtlich mit einer ḧoheren
Potenz als im Nenner; insgesamt ist der Ausdruck also mindestens
durch pe teilbar. Somit ist (1 +p)p

e−1 ≡ 1 modpe; in (Z/pe)× gibt
es daher Elemente, deren Ordnung ein Vielfaches vonp ist. Da nach
dem chinesischen Restesatz (Z/n)× ∼= (Z/pe)× × (Z/q)× ist, gibt es
dann auch in (Z/n)× ein solches Elementa. Da n − 1 nicht durchp
teilbar ist, istn kein Vielfaches dieser Ordnung, so daßan−1 modu-
lo n nicht eins sein kann. Damit istn keine CARMICHAEL-Zahl; eine
CARMICHAEL-Zahl muß also Produkt verschiedener Primzahlen sein.

Für jeden Primteilerp vonn mußp− 1 ein Teiler vonn− 1 sein, denn
nach dem chinesischen Restesatz ist (Z/n)× das Produkt der Gruppen
(Z/p)×, es gibt also in (Z/n)× eine primitive Wurzela modulop. Da
an−1 ≡ 1 modn und damit insbesondere modulop ist, mußn − 1 ein
Vielfaches der Ordnungp− 1 vona modulop sein.

Schließlich m̈ussen wir uns nocḧuberlegen, daßn ein Produkt von
mindestens drei Primzahlen ist: Dan nach Definition keine Primzahl
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ist, wären = pq sonst das Produkt zweier Primzahlen. Wie wir gerade
gesehen haben, m̈ußte

n− 1 = pq − 1 = (p− 1)q + (q − 1) = p(q − 1) + (p− 1)

sowohl durchp − 1 als auch durchq − 1 teilbar sein, also m̈ußten
p − 1 undq − 1 durcheinander teilbar sein, d.h.p = q, was wir bereits
ausgeschlossen haben.

Als Beispiel k̈onnen wir ein Produktn = (6t + 1)(12t + 1)(18t + 1) mit
drei primen Faktoren betrachten, z.B.

1729 = 7× 13× 19 für t = 1 oder 294409 = 37× 73× 109

für t = 6. Hier istn− 1 = 1296t3 + 396t2 + 36t = 36t · (36t2 + 11t + 1)
offensichtlich durch 6t,12t und 18t teilbar,n ist also eine CARMICHAEL-
Zahl.

Natürlich muß nicht jede CARMICHAEL-Zahl von dieser Form sein; die
kleinste CARMICHAEL-Zahl beispielsweise ist 561 = 3· 11 · 17 und hat
keinen einzigen Primfaktor kongruent eins modulo sechs.

Eine gr̈oßte CARMICHAEL-Zahl gibt es nicht, denn nach

W.R. ALFORD, ANDREW GRANVILLE , CARL POMERANCE: There are
infinitely many Carmichael numbers,Ann. Math,140(1994), 703–722

gibt es unendlich viele. Konkret zeigen sie, daß die Anzahl der
CARMICHAEL-Zahlen kleiner oder gleichx für große Zahlenx min-
destens gleichx2/7 ist. Die tats̈achliche Anzahl d̈urfte wohl deutlich
größer sein, ist aber immer noch sehr viel kleiner als die der Primzahlen.

Für große Zahlenp wird es zunehmend unwahrscheinlich, daß sie auch
nur für eina den FERMAT-Test bestehen, ohne Primzahl zu sein. Rech-
nungen von

SU HEE KIM , CARL POMERANCE: The probability that a Random
Probable Prime is Composite,Math. Comp.53 (1989), 721–741

geben folgende obere Schranke für die Wahrscheinlichkeitε, daß eine
zufällig geẅahlte Zahlp der angegebenen Größenordnung den FERMAT-
Test mit einem vorgegebenena besteht und trotzdem keine Primzahl
ist:
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p ≈ 1060 1070 1080 1090 10100

ε ≤ 7,16 · 10−2 2,87 · 10−3 8,46 · 10−5 1,70 · 10−6 2,77 · 10−8

p ≈ 10120 10140 10160 10180 10200

ε ≤ 5,28 · 10−12 1,08 · 10−15 1,81 · 10−19 2,76 · 10−23 3,85 · 10−27

p ≈ 10300 10400 10500 10600 10700

ε ≤ 5,8 · 10−29 5,7 · 10−42 2,3 · 10−55 1,7 · 10−68 1,8 · 10−82

p ≈ 10800 10900 101000 102000 103000

ε ≤ 5,4 · 10−96 1,0 · 10−109 1,2 · 10−123 8,6 · 10−262 3,8 · 10−397

(Sie geben natürlich auch eine allgemeine Formel an, jedoch ist diese
zu grausam zum Abtippen.)

Wenn wir RSA-Moduln von 2048 Bit konstruieren wollen, brauchen wir
etwa dreihundertstellige Primzahlen; hier liegt die Irrtumswahrschein-
lichkeit bei einem einzigen FERMAT-Test also bei ḧochstens 5,8 · 10−29.
Wenn das zu hoch ist, kann man mit mehreren zufällig geẅahlten Basen
testen und dadurch dir Fehlerwahrscheinlichkeit deutlichverringern –
auch wenn es wohl gewagt wäre, zwei solche Tests als unabhängig
anzunehmen.

Die Bundesnetzagentur empfiehlt, bei probabilistischen Primzahltests
für die Erzeugung von RSA-Moduln eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
höchsten 2−100≈ 7,89·10−31 zuzulassen. Da die Wahrscheinlichkeiten
in obiger Tabelle obere Schranken sind, könnte das vielleicht schon mit
einem Test erreicht sein; besser sind auf jeden Fall mehrereoder, noch
besser, ein Test, der wirklichbeweisenkann, daß eine Zahl prim ist.

Einige Leute reden bei Zahlen, die einen FERMAT-Test bestanden haben,
von

”
wahrscheinlichen Primzahlen“. Das ist natürlich Unsinn: Eine Zahl

ist entwedersicherprim odersicherzusammengesetzt; für Wahrschein-
lichkeiten gibt es hier keinen Spielraum. Besser ist der ebenfalls gele-
gentlich zu ḧorende Ausdruck

”
industrial grade primes“, also

”
Indus-

trieprimzahlen“, der ausdrücken soll, daß wir zwar nichtbewiesenhaben,
daß die Zahl wirklich prim ist, daß sie aber für (manche)

”
industrielle

Anwendungen“ gut genug ist.

Zumindest grunds̈atzlich l̈aßt sich der FERMAT-Test auch ausbauen zu
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einem echten Primzahltest; die einfachste Art ist die folgende sehr
schwache Version eines Satzes von POCKLINGTON:

Satz: Ist für zwei naẗurliche Zahlenp, a zwar ap−1 ≡ 1 modp, aber
für jeden Primteilerq von p − 1 gilt a(p−1)/q 6≡ 1 modp, so istp eine
Primzahl.

Beweis:Offensichtlich muß dann die Ordnung vona in (Z/pZ)× gleich
p − 1 sein. Wie wir aus Kapitel 1,§8 wissen, hat (Z/pZ)× die Ord-
nung ϕ(p), und f̈ur jede zusammengesetzte Zahl folgt aus der dort
angegebenen Formel leicht, daßϕ(p) < p − 1 ist. Also mußp prim
sein.

HENRY CABOURN POCKLINGTON (1870–1952) wurde im englischenn Exeter geboren; er
studierte an dem College, aus 1904 die University of Leeds wurde. Damals wurden Stu-
denten dort auf Examen in London vorbereitet; POCKLINGTON erhielt 1889 Bachelorgrade
sowohl in Experimentalphysik als auch in Mathematik und erhielt anschließend verschie-
dene Stipendien des St. John’s College in Cambdridge, zunächst als Student, dann als
fellow.1896 erhielt er den Doktorgrad der Universität London. Als seine Stipendien 1900
ausliefen, wurde er Physiklehrer an einer Schule in Leeds und blieb dies auch bis zu seiner
Pensionierung 1926, obwohl er mehrfach Angebote von Universitäten bekam und 1907
sogarfellowderRoyal Societywurde. Zwischen 1895 und 1940 publizierte er rund vierzig
Arbeiten, zun̈achst haupts̈achlich aus dem Gebiet der Physik und Astronomie, ab 1910
aber vor allem aus der Mathematik,

Der Nachteil des gerade bewiesenen Satzes ist, daß wir alle Primteiler
vonp− 1 kennen m̈ussen; wenn wir Primzahlen mit mehreren hundert
Dezimalstellen suchen, ist das meist keine sehr realistische Annahme.
Für Zahlen spezieller Bauart kann dieser Test jedoch sehr nützlich sein:
Wenn wir von einer Zahln mit wenigen, uns bekannten Primteilern
ausgehen, läßt sich so testen, obn + 1 eine Primzahl ist.

Die einfachsten Kandidaten für n sind Primzahlpotenzenn = pr; für
eine ungerade Primzahlp ist allerdingsn + 1 gerade und somit keine
Primzahl. Auf den Fallp = 2 werden wir gleich zur̈uckkommen.

Bei kleinen geraden Zahlenb mit wenigen Primfaktoren gibt es gele-
gentlich Chancen, daßbr + 1 eine Primzahl ist, allerdings kommt auch
das nur selten vor. Ein Beispiel wäre etwa

p = 244 + 1 = 331 777 .
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Hier hatp − 1 = 244 nur 2 und 3 als Primteiler, wir m̈ussen also eine
Zahla finden, so daß

ap−1 ≡ 1 modp, a(p−1)/2 6≡ 1 modp und a(p−1)/3 6≡ 1 modp

ist. Dazu berechnen wir am besten zunächstx = a(p−1)/6 modp, sodann
y = a(p−1)/3 modp = x2 modp und z = a(p−1)/2 modp = x3 modp.
Wennp eine Primzahl ist, muß offensichtlichz ≡ −1 modp sein, und
wenn dies gilt, ist aucha(p−1) ≡ 1 modp.

Für a = 2 erhalten wirx = 92553, y = 239223 undz = 1; das beweist
nichts. F̈ur a = 3 ist sogar bereitsx = 1, aber f̈ur a = 5 wird x = 92554,
y = 92553 undz = 331776≡ −1 modp. Dies beweist,daßp eine
Primzahl ist.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, wannn = 2r + 1 prim sein kann.
Für ungerader ist n durch drei teilbar, denn 2r ≡ (−1)r ≡ −1 mod 3;
für r > 1 kannn dann also nicht prim sein. Auch wennr nur durch
eine ungerade Zahlu > 1 teilbar ist, kann 2r + 1 nicht prim sein, denn
ist r = uv, so ist 2r = (2v)u ≡ (−1)u ≡ −1 mod 2v + 1 ,so daß 2v + 1
ein nichttrivialer Teiler ist. Die einzigen Kandidaten für Primzahlen sind
daher die Zahlen

Fn = 22n

+ 1 ,

bei denen der Exponentr eine Zweierpotenz ist. Sie heißen FERMAT-
Zahlen, weil FERMAT zwischen 1630 und 1640 in mehreren Briefen,
unter anderem an PASCAL und an MERSENNE, die Vermutung̈außerte,
diese Zahlen seien allesamt prim.

Für F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17 sieht man das mit bloßem Auge und
mit auchF3 = 257 gibt es keine nennenswerten Schwierigkeiten. Für
größere Werte vonn können wir den obigen Test anwenden; da 2 der
einzige Primteiler vonFn − 1 ist, wird er hier einfach einfach zur
folgenden Aussage:

Lemma: Fn ist genau dann eine Primzahl, wenn es eina gibt mit

a(Fn−1)/2 ≡ −1 modFn .
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Für F4 = 216 + 1 = 65 537 ist (Fn − 1)/2 = 215, wir müssen also

ein a finden, so daßa215 ≡ −1 modF4 ist. Für a = 2 bekommen wir
nach 15 Quadrierungen das nutzlose Ergebnis eins, für a = 3 aber die
gewünschte−1. Damit istF4 als Primzahl erkannt – was auch FERMAT

wußte.

Für F5 = 232 + 1 = 429 4967 297 m̈ussen wira231

modF5 berechnen,
brauchen also schon 31 Quadrierungen. Füra = 2 erhalten wir wieder die
nutzlose Eins, f̈ur a = 3 aber das Ergebnis 10 324 303, das sich offenbar
auch moduloF5 deutlich von±1 unterscheidet. Somit istF5 keine
Primzahl und FERMATs obige Vermutung ist widerlegt. Sie istübrigens
die einzige seiner vielen Vermutungen, die sich als falsch erwies.

Der erste, der erkannte, daßF5 zusammengesetzt ist, war EULER, den
GOLDBACH in Sankt Petersburg auf FERMATs Vermutung aufmerksam
gemacht hatte. Nachdem EULERs Beweisversuche erfolglos blieben,
fand er 1732 schließlich die FaktorisierungF5 = 641·6 700 417. Obwohl
EULER viel rechnete, fand er diese Faktorisierung natürlich nicht durch
systematisches Ausprobieren aller Primzahlen bis zur Quadratwurzel
vonF5: dafür hätte er im schlimmsten Fall immerhin durch 6542 Prim-
zahlen dividieren m̈ussen!

Stattdessen benutzte EULER den kleinen Satz von FERMAT, um zun̈achst
Aussagen̈uber m̈ogliche Teiler von FERMAT-Zahlen zu bekommen. Er
fand

Lemma: Jeder Primteilerp vonFn ist kongruent eins modulo 2n+1.

Beweis:Ist 22n ≡ −1 modFn, so ist erst recht 22
n ≡ −1 modp, also

22n+1 ≡ 1 modp. Die Ordnung der Zwei inF×
p ist somit ein Teiler

von 2n+1, also eine Zweierpotenz. Ẅare diese kleiner als 2n+1, wäre sie
ein Teiler von 2n, so daß 22

n ≡ +1 modp sein m̈ußte. Somit ist 2n+1

die genaue Ordnung. Diese muß aber nach dem Satz von LAGRANGEein
Teiler der Gruppenordnung sein, d.h. 2n+1 teilt p−1, was die Behauptung
beweist.

Somit wußte EULER, daß jeder Primteiler vonF5 die Formp = 64k + 1
haben muß; Primzahlen dieser Form gibt es nur 209 unterhalb von 215,
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was das Problem schon viel handhabbarer erscheinen läßt. Dazu kam,
daß er Gl̈uck hatte: Schon für k = 10 bekam er einen Teiler. Nach 193,
257, 449 und 577 ist 641 bereits die fünfte Primzahl dieser Form!

Tats̈achlich aber machte er sich trotzdem zuviel Arbeit, denn wieder
franz̈osische Mathematiker EDOUARD LUCAS (1842–1891) fand, gilt
sogar

Lemma: Für n ≥ 3 ist jeder Primteilerp vonFn kongruent eins mo-
dulo 2n+2.

Beweis:Wir gehen genauso vor wie EULER, suchen aber ein Element
von F×

p , dessen Ordnung 2n+2 ist. Ein solches Element haben wir ge-
funden, wenn wir inF×

p einx finden mitx2 = 2. Wegen der Beziehung
(
22n−1

+ 1
)2

= 22n

+ 1 + 22n−1+1 ≡ 22n−1+1 modFn

haben wir zun̈achst eine Zahly gefunden mity2 ≡ 2u modFn, wobei
u = 2n−1 +1 eine ungerade Zahl ist. Mit dem erweiterten EUKLID ischen
Algorithmus k̈onnen wir daher ganze Zahlenv, w finden mituv+2w = 1.
Damit ist auch

2 = 2uv+2w = (2u)v · (2w)2 = y2v · 22w = (yv · 2w)2

ein Quadrat inF×
p .

Mit dieser Verscḧarfung seines Lemmas hätte sich EULER auf Primzah-
len der Form 128k+ 1 beschr̈anken k̈onnen und ḧatte bereits im zweiten
Anlauf (nach einem vergeblichen Versuch mit 257) seinen Faktor ge-
funden.

Auch wenn er nie etwas darüber publiziert hat, ḧatte er auch beweisen
können und bewies vielleicht auch, daß sein Kofaktorq = 6 700 417
ebenfalls eine Primzahl ist: Da jeder Primteilerp von q insbesondere
auchF5 teilt, mußp ≡ 1 mod 128 sein, und wenn es einen echten Teiler
gibt, gibt es auch einen der kleiner ist als

√
q ≈ 2588,5. Es gibt nur

zwanzig Zahlen der Form 128k + 1 unterhalb von
√
q, und nur f̈unf

davon sind prim: Neben den bereits bekannten Kandidaten 257und 641
sind das noch 769, 1153 und 1409. Fünf einfache Divisionen mit Rest
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zeigen, daßq durch keine dieser Zahlen teilbar ist; somit haben wir
bewiesen, daß auchq prim sein muß.

Die Suche nach FERMAT-Primzahlen sowie nach Faktoren von FERMAT-
Zahlen bescḧaftigt auch heute noch eine ganze Reihe von Mathemati-
kern; die jeweils neuesten Ergebnisse sind zum Beispiel aufden Websei-
ten vonwww.fermatsearch.org zu finden. Unter anderem ist bewiesen,
daßFn für 5≤ n ≤ 32 sowie viele andere Werte vonn zusammenge-
setzt ist; oft sind auch zumindest einige Faktoren bekannt.FERMATsche
Primzahlen mitn > 4 wurden bislang keine gefunden, allerdings ist
auch noch nicht bewiesen, daß es unendlich viele FERMAT-Zahlen gibt,
diekeinePrimzahlen sind.

Der oben angegebene Beweis von LUCAS zeigt übrigens auch, warum
wir beim Primzahltest f̈ur F4 mit der Basis zwei keinen Erfolg hat-
ten: Da 2 moduloF4 ein Quadrat ist,mußdie Potenz mit Exponent
(F4 − 1)/2 gleich eins sein, denn sie ist schließlich die (F4 − 1)-te
Potenz der Wurzel aus 2. Aus diesem Grund wurde bei derÜberpr̈ufung
von F20 nicht mit a = 2 gearbeitet, obwohl dies rechnerisch sehr viel
effizienter gewesen ẅare. Wie wir im Kapitelüber quadratische Reste
sehen werden, konnten sich die Autorenvor Beginn ihrer Rechnung
leicht davonüberzeugen, daß drei moduloF20 keineQuadratzahl ist;
der Aufwand f̈ur die Entscheidung, ob eine Zahla Quadrat moduloF20
ist, erfordert einen Aufwand, der ungefähr dem f̈ur die Anwendung des
EUKLID ischen Algerithmus aufa undF20 entspricht, im Fallea = 3 also
nicht viel mehr als die Berechnung vonF20 mod 3, was man im Kopf

als (−1)2
20

+ 1 = 2 berechnen kann.

Kehren wir zur̈uck zu Primzahltests für allgemeine Zahlenn, Wenn wir
n − 1 zumindest teilweise faktorisieren können, hilft gelegentlich der
folgende Satz:

Satz: Angenommenn = uv ist das Produkt zweier teilerfremder
Zahlensu < v, und wir kennen die Primzerlegungv =

∏
qei

i von v.
Falls es eina ∈ N gibt, so daßan−1 ≡ 1 modn und

ggT
(
a(n−1)/qi − 1, n

)
= 1 für allei ,

ist n eine Primzahl.
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Beweis:Angenommen,p sei ein echter Primteiler vonn, unda erfülle
die angegebenen Bedingungen. Die Ordnung der Restklasse von a in
(Z/p)× seir; sie ist naẗurlich ein Teiler vonp− 1.

Da an−1 ≡ 1 modn und damit erst recht modulo des Teilersp, ist r
auch Teiler vonn − 1; daa(n−1)/qi − 1 aber teilerfremd zun ist, ist
a(n−1)/qi nicht kongruent eins modulop; die Ordnungr teilt also keine
der Zahlen (n − 1)/qi. Somit teilt r zwar das volle Produktu

∏
qei

i ,
nicht aber das Produkt, in dem auch nur ein Exponentei erniedrigt
wurde. Somit istr für jedesi ein Vielfaches vonqei

i und damit auch ein
Vielfaches vonv. Da r ein Teiler vonp− 1 ist, folgt insbesondere daß
v < p sein muß. Nun ist abern = uv undu < v, d.h.v >

√
n. Damit

haben wir gezeugt, daß jeder echte Primteiler vonn größer als
√
n sein

muß. Da dies unm̈oglich ist, gibt es keine echten Primteiler, d.h.n ist
eine Primzahl.

§4: Der Test von Miller und Rabin

Der Test von MILLER und RABIN ist eine etwas strengere Version des
Tests von FERMAT: Um zu testen, obp eine Primzahl sein kann, schrei-
ben wirp − 1 zun̈achst als Produkt 2nu einer Zweierpotenz und einer
ungeraden Zahl; sodann berechnen wirau modp. Falls wir das Ergeb-
nis eins erhalten, ist erst rechtap−1 ≡ 1 modp, und wir können nicht
folgern, daßp zusammengesetzt ist.

Andernfalls quadrieren wir das Ergebnis bis zun-mal modulop. Falls
dabei nie eine Eins erscheint, folgt nach FERMAT, daßp zusammenge-
setzt ist. Falls vor der ersten Eins eine von−1 (bzw.p−1) verschiedene
Zahl erscheint, folgt das auch, denn im KörperFp hat die Eins nur die
beiden Quadratwurzeln±1. In allen anderen F̈allen erfahren wir nicht
mehr als bei FERMAT.

Algorithmisch funktioniert der Test also folgendermaßen:

Schritt 0: Wähle ein zuf̈alliges a, schreibep − 1 = 2nu mit einer
ungeraden Zahlu und berechneb = au modp. Falls dies gleich Eins
ist, endet der Algorithmus und wir konnten nicht zeigen, daßp eine
zusammengesetzte Zahl ist; sie kann prim sein.
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Schritt i,1 ≤ i ≤ n: Falls b ≡ −1 modp, endet der Algorithmus
und wir können nicht ausschließen, daßp prim ist. Fallsb = 1 ist (was
frühestens im zweiten Schritt der Fall sein kann), istp zusammengesetzt
und der Algorithmus endet. Andernfalls wirdb durchb2 modp ersetzt
und es geht weiter mit Schritti + 1.

Schritt n + 1: Der Algorithmus endet mit dem Ergebnis, daßp zusam-
mengesetzt ist.

Beispiel:Ist 247 eine Primzahl? Wir ẅahlena = 77, und da 77246 mod
247 = 1 ist, k̈onnen wir mit FERMAT nicht ausschließen, daß 247 prim ist.
Da aber 77123 mod 247 = 77 ist, sagt uns der Algorithmus von MILLER

und RABIN im zweiten Schritt, wenn wir 772 ≡ 1 mod 247 betrachten,
daß die Zahl zusammengesetzt sein muß.

Hätten wir allerdings mita = 87 gearbeitet, ḧatten wir im nullten Schritt
87123≡ 1 mod 247 berechnet und hätten 247 = 13· 19 nicht als zusam-
mengesetzt erkannt.

GARY L. M ILLER entwickelte diesen Test 1975 im Rah-
men seiner Dissertation (in Informatik) an der Univer-
sität von Berkeley. Dabei ging es ihm nicht um einen
probabilistischen Test, sondern um einen Test, der im-
mer die richtige Antwort liefert. Er konnte zeigen, daß
dies hier beim Test von hinreichend vielen geeigneten
Basen der Fall istvorausgesetztdie bis heute immer
noch offene verallgemeinerte RIEMANN-Vermutung ist
richtig. Er lehrte sp̈ater zun̈achst einige Jahre an der
University of Waterloo, inzwischen an der Carnegie
Mellon University. Seine sp̈ateren Arbeiten stammen
haupts̈achlich aus dem Gebiet der rechnerischen Geo-
metrie.www.cs.cmu.edu/∼glmiller

MICHAEL O. RABIN wurde 1931 in Breslau geboren. Die
Familie wanderte nach Israel aus, wo er an der hebräis-
chen Universiẗat von Jerusalem Mathematik studierte.
Nach seinem Diplom 1953 ging er nach Princeton, wo
er 1957 promovierte. Seit 1958 lehrt er an der hebräis-
chen Universiẗat, wo er unter anderem auch Dekan der
mathematischen Fakultät und Rektor war. Seit 1983
ist er zus̈atzlich Inhaber des THOMAS J. WATSON-
Lehrstuhls f̈ur Informatik an der Harvard University.
Seine Forschungen, für die er u.a. 1976 den TURING-
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Preis erhielt, beschäftigen sich mit der Komplexität mathematischer Operationen und der
Sicherheit von Informationssystemen. Seine home page in Harvard ist zu finden unter
www.seas.harvard.edu/directory/Rabin .

Anscheinend wurde der Test von MILLER und RABIN bereits 1974, also
vor MILLERs Ver̈offentlichung, von SELFRIDGE verwendet; daher sieht
man gelegentlich auch die korrektere BezeichnungTest vonMILLER,
RABIN undSELFRIDGE.

Der amerikanische Mathematiker JOHN L. SELFRIDGE

promovierte 1958 an der University of California in Los
Angelos. Bis zu seiner Emeritierung lehrte er an der
Northern Illinois University. Seine Arbeiten befassen
sich vor allem mit der analytischen sowie der konstruk-
tiven Zahlentheorie. Vierzehn davon schrieb er mit PAUL

ERD}OS. math.niu.edu/faculty/index.php?cmd=

detail&id=91

§5: Der Test von Agrawal, Kayal und Saxena

Im August 2002 stellten MANINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL und
NITIN SAXENA , zwei Bachelor-Studenten am Indian Institute of Tech-
nology in Kanpur und ihr Professor, einen Primzahltest vor,der ebenfalls
auf dem kleinen Satz von FERMAT beruht, aber (natürlich auf Kosten ei-
nes erheblich gr̈oßeren Aufwands) immer die richtige Antwort liefert;
er ist inzwischen erschienen in

MANINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL , NITIN SAXENA : PRIMES
is in P , Annals of Mathematics160(2004), 781-793.

Selbstversẗandlich war dies nicht der erste Primzahltest, der deutlich
schneller als Probedivisionen zeigt, ob eine gegebene Zahlprim ist oder
nicht; es ist auch bei weitem nicht der schnellste solche Test. Er hat aber
gegen̈uber anderen solchen Tests zwei Besonderheiten:
1. Zu seinem Verständnis ist – nach einigen in der letzten Zeit gefun-

denen Vereinfachungen – nur elementare Zahlentheorie notwendig.
2. Es ist der bislang einzige Test, von dem man beweisen kann,daß

seine Laufzeit f̈urn-stellige Zahlen durch ein Polynom inn begrenzt
werden kann.
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MANINDRA AGRAWAL erhielt 1986 seinen BTech und
1991 seinen PhD in Informatik am Indian Institute of
Technology in Kanpur, wo er – abgesehen von Gastau-
fenthalten in Madras, Ulm, Princeton und Singapur –
seither als Professor lehrt. Seine Arbeiten befassen sich
haupts̈achlich mit der Komplexiẗat von Schaltungen und
von Algorithmen. F̈ur die Arbeit mit KAYAL und SAX-
ENA erhielt er gemeinsam mit diesen unter anderem
den G̈ODEL-Preis 2006 f̈ur die besten Zeitschriften-
veröffentlichung auf dem Gebiet der Theoretischen In-
formatik.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/

NEERAJ KAYAL wurde 1979 geboren. Er erhielt 2002
seinen BTech und 2006 seinen PhD bei MANINDRA

AGRAWAL am Indian Institute of Technology in Kan-
pur. Neuere Arbeiten beschäftigen unter anderem sich
mit der Komplexiẗat des Isomorphieproblems bei endli-
chen Ringen sowie der Lösbarkeit von bivariaten Poly-
nomgleichungen̈uber endlichen K̈orpern. Nach einem
kurzen Aufenthalt an der Rutgers University arbeitet er
inzwischen bei Microsoft Research.

http://research.microsoft.com/en-us/

people/neeraka/

NITIN SAXENA wurde 1981 geboren. Er erhielt 2002 sei-
nen Bachelor of Technology und 2006 seinen PhD bei
MANINDRA AGRAWAL am Indian Institute of Technol-
ogy in Kanpur. Ẅahrend der Arbeit an seiner Disser-
tationüber die Anwendung von Ringhomomorphismen
auf Fragen der Komplexitätstheorie besuchte er jeweils
ein Jahr lang die Universitäten Princeton und Singapur,
danach arbeitete er als Postdoc in der GruppeQuan-
tum Computing and Advanced Systems Researcham
Centrum voor Wiskunde en Informatica in Amsterdam.
2006–2012 war erBonn Junior Fellowam HAUSDORFF

CENTERder Universiẗat Bonn, seit 2013 hat er eine Pro-
fessur am Indian Institute of Technology in Kanpur.
Sein Interesse gilt algorithmischen Verfahren der Alge-
bra und Zahlentheorie sowie Fragen der Komplexitäts-
theorie.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/nitin/
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Für uns ist vor allem der erste Punkt wichtig; der zweite ist zwar ein f̈ur
Komplexiẗatstheoretiker sehr interessantes Ergebnis, hat aber keinerlei
praktische Bedeutung: Im Buch

VICTOR SHOUP: A computational Introduction to Number Theory
and Algebra,Cambridge University Press,22008 (Volltext unter
http://shoup.net/ntb/),

dem dieser Paragraph im wesentlichen folgt, argumentiert SHOUP, daß
alternative Algorithmen, so man sich auf Zahlen von wenigerals 2256Bit
beschr̈ankt, durch eine vergleichbare Schranke abgeschätzt werden
können, und natürlich sind die Zahlen, mit denen wir esüblicherweise
zu tun haben, deutlich kleiner. In der Praxis sind die alternativen Algo-
rithmen deutlich schneller.

(2256 liegt knappüber 1077; derzeitige Scḧatzungen f̈ur die Anzahl der
Nukleonen im Universum liegen bei etwa 1080. Damit ist klar, daß kein
Computer, der mit irgendeiner Art von heute bekannter Technologie
arbeitet, je eine solche Zahl speichern kann, geschweige denn damit
rechnen.)

Im folgenden wird es daher nur um eine mathematische Betrachtung
des Algorithmus von AGRAWAL, KAYAL und SAXENA gehen; f̈ur einen
(kurzen und elementaren) Beweis der Komplexitätsaussage sei beispiels-
weise auf das zitierte Buch von SHOUPverwiesen.

Die Grundidee des Algorithmus steckt im folgenden

Satz: n > 1 sei eine naẗurliche Zahl unda ∈ N sei dazu teilerfremd.
n ist genau dann prim, wenn im PolynomringüberZ/N gilt:

(X + a)n = Xn + a .

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

(X + a)n = Xn + an +
n−1∑

i=1

(
n

i

)
aiXn−i .
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Für eine Primzahln gilt nach dem kleinen Satz von FERMAT in Z/n die
Gleichungan = a. Außerdem ist f̈ur 1≤ i ≤ n− 1 der Binomialkoef-
fizient (

n

i

)
=
n(n− 1) · · · (n− i + 1)

i!

durchn teilbar, dan Faktor des Z̈ahlers, nicht aber des Nenners ist.
Somit verschwinden inZ/n alle diese Binomialkoeffizienten, und die
Gleichung aus dem Satz ist bewiesen.

Umgekehrt sein eine zusammengesetzte Zahl undp ein Primteiler
von n. Genauer sein = pem mit einer zup teilerfremden Zahlm.
Dann ist der Z̈ahler von

(
n
p

)
genau durchpe teilbar, denn die Faktoren

(n− 1), . . . , (n− p + 1) sind allesamt teilerfremd zup, und der Nenner
ist genau durchp teilbar. Somit ist

(
n
p

)
zwar durchpe−1 teilbar, nicht

aber durchpe und damit erst recht nicht durchn. Wenn wir (X + a)n

überZ/n ausmultiplizieren, kann daher der Summand
(
n
p

)
apXn−p nicht

verschwinden, und damit kann die Gleichung aus dem Satz nicht gelten.

In dieser Form f̈uhrt der Satz allerdings noch nicht zu einem praktikab-
len Primzahltest: Das Ausmultiplizieren von (X + a)n führt schließlich
auf n + 1 Summanden, der Aufwand ist also proportional zun und
damit vergleichbar damit, daß wir für jede naẗurliche Zahl 1< m < n
nachpr̈ufen, obn ohne Rest durchm teilbar ist. Die wesentliche neue
Idee von AGRAWAL, KAYAL und SAXENA besteht darin zu zeigen, daß
es bereits reicht, Gleichungen der im Satz genannten Art modulo ei-
nem geeigneten PolynomXr − 1 mit einem relativ kleinen Gradr
nachzupr̈ufen.

Konkret geht ihr Algorithmus folgendermaßen vor:

n sei die zu testende natürliche Zahl undℓ(n) = [log2n] + 1 die Anzahl
ihrer Binärziffern.

1. Schritt:Stelle sicher, daßn keine Potenz einer anderen natürlichen
Zahl ist.

Das l̈aßt sich beispielsweise dadurch bewerkstelligen, daß man die
Quadratwurzel, Kubikwurzelusw. von n soweit ausrechnet bis man
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erkennt, daß es sich um keine natürliche Zahl handelt. Der ungünstigste
Fall ist offenbar der, daßn eine Zweierpotenz sein könnte; man muß
also bis zur [log2n]-ten Wurzel gehen.

2. Schritt:Finde die kleinste natürliche Zahlr > 1 mit der Eigenschaft,
daß entweder ggT(n, r) > 1 ist oder aber ggT(n, r) = 1 ist undn modr
in (Z/r)× eine gr̈oßere Ordnung als 4ℓ(n)2 hat.

Dies geschieht einfach dadurch, daß man die Zahlenr = 2,3, . . . alle-
samt durchprobiert, bis zum ersten mal eine der beiden Bedingungen
erfüllt ist. Die Bedingungüber die Ordnung der Restklasse vonn in
(Z/r)× prüft man nach, indem man nacheinander ihre Potenzen ausrech-
net, bis man entweder eine Eins gefunden hat oder aber der Exponent
größer als 4ℓ(n)2 ist.

3. Schritt:Fallsr = n, istn prim und der Algorithmus endet.

In der Tat: Dann haben wir für aller < n überpr̈uft, daß ggT(n, r) = 1
ist. Wenn der Algorithmus etwas taugt, darf er natürlich höchstens f̈ur
sehr kleine Werte vonn mit diesem Schritt enden.

4. Schritt:Falls im zweiten Schritt einr gefunden wurde, f̈ur das der
ggT vonn undr größer als eins ist, mußn zusammengesetzt sein und
der Algorithmus endet.

Denn dann haben wir einen Teiler vonn gefunden.

Andernfalls kennen wir nun eine zun teilerfremde Zahlr, für dien mod
r in (Z/r)× eine gr̈oßere Ordnung als 4ℓ(n)2 hat.

5. Schritt:Teste f̈ur j = 1, . . . , ℓ =
def

2ℓ(n)[
√
r] + 1, obüberZ/n

(X + j)n ≡ Xn + j mod (Xr − 1) .

Sobald einj gefunden wird, f̈ur das dies nicht erfüllt ist, endet der
Algorithmus mit dem Ergebnisn ist zusammengesetzt.

Falls n̈amlichn eine Primzahl ist, stimmen (X + j)n undXn + j als
Polynome mit Koeffizienten ausZ/n nach obigem Satz̈uberein, sind
also erst recht auch gleich modulo (Xr − 1).

6. Schritt:Wenn alle Tests im f̈unften Schritt bestanden sind, istn eine
Primzahl.
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Dies zu beweisen ist die Hauptarbeit dieses Paragraphen.

Nach den Kommentaren zu den einzelnen Schritten ist klar, daß der
Algorithmus f̈ur eine Primzahln stets das richtige Ergebnis liefert; wir
müssen zeigen, daß er auch zusammengesetzte Zahlen stets erkennt.

Sei alson eine zusammengesetzte Zahl. Fallsn Potenz einer anderen
naẗurlichen Zahl ist, wird dies im ersten Schritt erkannt; wir können und
werden im folgenden daher annehmen, daß dies nicht der Fall ist.

Das r aus dem zweiten Schritt ist auf jeden Fall echt kleiner alsn,
denn als zusammengesetzte Zahl hatn insbesondere einen Teilerr < n.
Der Algorithmus kann daher nicht im dritten Schritt mit der Antwort

”
n ist prim“ enden. Falls er im vierten Schritt endet, lieferteder zweite

Schritt einen Teiler vonn, und wir erhalten die richtige Antwort
”
n ist

zusammengesetzt“.

Für den Rest des Paragraphen können wir somit annehmen, daß der
zweite Schritt auf einr führte, f̈ur das ggT(n, r) = 1 ist. Wir müssen
zeigen, daß einer der Tests im fünften Schritt scheitert, daß es also eine
naẗurliche Zahlj gibt mit

1≤ j ≤ ℓ und (X + j)n 6≡ Xn + j mod (Xr − 1) in Z/n[X] .

Wir nehmen an, das sei nicht der Fall, und betrachten einen Primteilerp
vonn. Dieser muß gr̈oßer alsr sein, denn sonst hätte der Algorithmus
bereits mit dem vierten Schritt spätestens beir = p geendet.

Jede Kongruenz modulon ist erst recht eine Kongruenz modulop; wir
können daher davon ausgehen, daß für allej mit 1≤ j ≤ ℓ gilt

(X + j)n ≡ Xn + j mod (Xr − 1) in Fp[X] .

Wenn wir zum FaktorringR = Fp[X]/(Xr−1) übergehen, ist dort also

(X + j)n = Xn + j falls 1≤ j ≤ ℓ .

Um diese seltsame Relation genauer zu untersuchen, betrachten wir für
jede zur teilerfremde naẗurliche Zahlk die Abbildung

σ̂k:

{
Fp[X] → R

g 7→ g(Xk) mod (Xr − 1)
,

die in jedem Polynomg die VariableX überall durchXk ersetzt.
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Lemma: σ̂k ist surjektiv und sein Kern besteht genau aus den Vielfa-
chen des PolynomsXr − 1.

Beweis:Wir betrachten̂σk nur für Indizesk, die zur teilerfremd sind.
Zu jedem solchen Index gibt es daher eink′, so daßkk′ ≡ 1 modr ist,
und moduloXr − 1 ist damitXkk′ ≡ X. Für ein beliebiges Polynom
g ∈ Fp[X] undh(X) = g(Xk′

) ist daher inR

σ̂k(h) = h(Xk) = g(Xkk′

) = g(X) = g ,

die Abbildung ist also surjektiv.

Was ihren Kern betrifft, so enthält er auf jeden FallXr − 1 und alle
seine Vielfachen, denn

σ̂k(Xr − 1) = (Xkr − 1) mod (Xr − 1) = 1k − 1 = 0 ,

daXr ≡ 1 mod (Xr − 1).

Umgekehrt seig irgendein Polynom aus dem Kern von̂σk. Dann ist
das Polynomh(X) = g(Xk) moduloXr − 1 gleich dem Nullpolynom,
ist also ein Vielfaches vonXr − 1. Konkret seih = (Xr − 1)f . Im
FaktorringR ist dann

g(X) = g(Xkk′

) = h(Xk′

) = (Xk′r − 1)f (Xk′

) = 0 ,

denn wegenXr = 1 inR ist dortXk′r − 1 = 0.

In Fp[X] mußg(X) daher ein Vielfaches vonXr − 1 sein, und genau
das war die Behauptung̈uber den Kern von̂σk.

Da alle Vielfachen vonXr − 1 im Kern vonσ̂k liegen, definiert̂σk eine
Abbildungσk vonR nachR, die jedem Polynomg mod (Xr−1) ausR
das Element̂σk(g) zuordnet; nach dem gerade bewiesenen Lemma hängt
dieses wirklich nur von der Restklasseg mod (Xr − 1) ab. Außerdem
zeigt das Lemma, daßσk sowohl surjektiv als auch injektiv ist, denn der
Kern vonσ̂k ist gleich dem Kern der Restklassenabbildung vonFp[X]
nachR. Damit istσk ein bijektiver Homomorphismus vonR nachR,
ein sogenannterAutomorphismusvonR. Wir haben damit f̈ur jede zur
teilerfremde naẗurliche Zahlk einen Automorphismusσk:R → R, der
jedem Polynom inX das entsprechende Polynom inXk zuordnet. Da
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wir in R rechnen, werden natürlich alle Polynome moduloXr − 1
betrachtet.

Unmittelbar aus der Definition folgt, daß die verschiedenenAutomor-
phismenσk miteinander kommutieren; genauer ist

σk ◦ σk′ = σk′ ◦ σk = σkk′ ,

denn in allen drei F̈allen wird im EndeffektX durchXkk′

ersetzt.

Speziell f̈ur das ElementX + j ausR istσk(X + j) = Xk + j. Für k = n
undj = 1, . . . , ℓ ist andererseits auch

σn(X + j) = (X + j)n ,

denn f̈ur diesej wurde ja nach unserer Annahme der Test im fünften
Schritt bestanden.

Wir wollen genauer untersuchen, wann die Gleichungσk(f ) = fk erfüllt
ist. Dazu definieren zwei Arten von Mengen:

C(f ) =
{
k ∈ (Z/r)×

∣∣ σk(f ) = fk
}

für allef ∈ R und
D(k) =

{
f ∈ R

∣∣ σk(f ) = fk
}

für allek ∈ (Z/r)×

Beide Mengen enthalten mit zwei Elementen auch deren Produkt, denn
für zwei Elementek, k′ ∈ C(f ) ist

σkk′(f ) = σk(f )σk′(f ) = σk

(
σk′ (f )

)
= σk(fk′

) = σk(f )k
′

= fkk′

,

und für f, g ∈ D(k) ist

σk(fg) = σk(f )σk(g) = fkgk = (fg)k .

Der Rest des Beweises besteht darin, daß wir die
”
Größe“ der Men-

geD(n) auf zwei verschiedene Weisen abschätzen und daraus einen
Widerspruch herleiten zur Annahme, daßn zusammengesetzt ist, aber
trotzdem vom Algorithmus als Primzahl klassifiziert wird. Wir definie-
ren zun̈achst zwei neue Zahlen:
• s sei die Ordnung der Restklasse vonp in (Z/r)×. Dann istr ein

Teiler vonps − 1, dennps ≡ 1 modr.
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• t sei die Ordnung der von den Restklassen vonp undn erzeugten
Untergruppe von (Z/r)×, d.h also die Ordnung der kleinsten Un-
tergruppe, die beide Restklassen enthält. Da diese Untergruppe ins-
besondere die Restklasse vonp und deren Potenzen enthält, istt ein
Vielfaches vons.

Als nächstes betrachten wir einen KörperK mit ps Elementen. Einen
solchen K̈orper kann man konstruieren, indem man den Vektorraum
Fs

p identifiziert mit dem Vektorraum aller Polynome vom Grad klei-
ner s mit Koeffizienten ausFp und dort eine Multiplikation einf̈uhrt,
die zwei Polynomen deren Produkt modulo einem festen irreduziblen
Polynom vom Grads überFp zuordnet. Man kann zeigen (siehe Algebra-
Vorlesung oder entsprechendes Lehrbuch), daß es für jedess ein solches
Polynom gibt, und daß zwei verschiedene irreduzible Polynome vom
Grads zu isomorphen K̈orpern f̈uhren.

Aus Kapitel 1 wissen wir, daß die multiplikative Gruppe jedes endlichen
Körpers zyklisch ist;K× ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung
ps − 1. Diese Zahl ist, wie wir gerade gesehen haben, ein Vielfaches
von r; somit gibt es inK× (mindestens) ein Elementζ der Ordnungr.
Für irgendein solches Element definieren wir einen Homomorphismus

τ̂ :

{
Fp[X] → K

g 7→ g(ζ)
.

Da τ̂ (Xr − 1) = ζr − 1 verschwindet, induziert̂τ einen Ringhomomor-
phismusτ :R → K. Die angek̈undigten Abscḧatzungen der

”
Größe“

vonD(n) beziehen sich auf die M̈achtigkeit der MengeS = τ
(
D(n)

)
:

Lemma: S = τ
(
D(n)

)
hat ḧochstensn2[

√
t] Elemente.

Beweis:Wir gehen davon aus, daßn weder eine Primzahl noch eine
Primzahlpotenz ist; daher gibt es außer dem Primteilerp noch min-
destens einen weiteren Primteilerq. Wenn wir (inN) Potenzen der Form
nupv undnu′

pv′

mit u, u′, v, v′ ∈ N0 betrachten, sind diese daher genau
dann gleich, wenn (u, v) = (u′, v′) ist: Ist n̈amlichu 6= u′, so tritt g in
der Primzerlegung der beiden Elemente mit verschiedenen Exponenten
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auf, und istu = u′, aberv 6= v′, so gilt entsprechendes für p. Daher hat
die Menge

I =
{
nupv

∣∣ 0≤ u, v ≤ [
√
t]
}

mindestens
(
[
√
t]+1

)2
Elemente, und diese Zahl ist offensichtlich größer

alst.

Nun war abert definiert als die Ordnung der Untergruppe von (Z/r)×,
die von den Restklassen vonn und vonp erzeugt wird; daher muß es
mindestens zwei Elemente

k = nupv und k′ = nu′

pv′

ausI geben, die dieselbe Restklasse in (Z/r)× definieren, f̈ur die also
gilt: k ≡ k′ modr. Da die Exponentenu, u′, v, v′ höchstens gleich [

√
t]

sind undp ein Teiler vonn ist, können wirn2[
√

t] als (sehr grobe) obere
Schranke f̈ur k undk′ nehmen.

Nun seif ∈ R ein Element vonD(n). Nach Definition der Mengen
C(f ) undD(n) ist dann auchn ein Element vonC(f ). Außerdem entḧalt
C(f ) stets die Eins und nach dem kleinen Satz von FERMAT auch die
Primzahlp, denn Potenzieren mitp ist überFp ein Homomorphismus. Da
mit zwei Elementen stets auch deren Produkt inC(f ) liegt, liegen daher
die Restklassen modulor aller Elemente vonI in C(f ). Insbesondere
sind daherk undk′ Elemente vonC(f ), d.h.

σk(f ) = fk und σk′(f ) = fk′

.

Wegenk ≡ k′ modr ist aberσk dieselbe Abbildung wieσk′ ; daher ist
fk = fk′

für jedesf ∈ D(n). Somit sind die Bilderτ (f ) aller f ∈ R
Nullstellen des PolynomsXk − Xk′

. Dessen Grad ist das Maximum
vonk undk′, und daτ (f ) im KörperK liegt, gibt es ḧochstens so viele
Nullstellen, wie der Grad angibt. Aufgrund der obigen Abschätzung f̈ur
k undk′ hat das Polynom daher höchstensn2[

√
t] Nullstellen, und damit

kann auchS nicht mehr Elemente enthalten.

Als untere Grenze für die Elementanzahl vonS erhalten wir
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Lemma: S entḧalt mindestens 2min(t,ℓ) − 1 Elemente.

Beweis:Wegen der bestandenen Tests in Schritt 5 liegtτ (X +j) inD(n)
für j = 1, . . . , ℓ. Da p > r > t ≥ m ist, sind die Zahlen von 1 bism
auch modulop paarweise verschieden. Die Teilmenge

P =
{ m∏

j=1

(X + j)ej

∣∣∣ ej ∈ {0,1} und
m∑

j=1

ej < m
}

vonFp[X] entḧalt daher 2m − 1 Polynome.

Aus diesen Polynomen können wir Elemente vonR bzw.K machen,
indem wir für die VariableX die Restklasseη = X mod (Xr − 1) bzw.
das oben geẅahlte Elementζ der Ordnungr einsetzen; wir erhalten
Teilmengen

P (η) =
{
f (η)

∣∣ f ∈ P} ⊆ R und P (ζ) =
{
f (ζ)

∣∣ f ∈ P} ⊆ K .

Da sowohln als auchp in D(n) liegen und mit zwei Elementen auch
deren Produkt, liegtP (η) in D(n) und damitτ

(
P (η)

)
= P (ζ) in S.

Das Lemma ist daher bewiesen, sobald wir gezeigt haben, daßP (ζ)
mindestens 2m − 1 Elemente entḧalt.

Falls dies nicht der Fall ẅare, m̈ußte es inP zwei verschiedene Polynome
g undh geben, f̈ur dieg(ζ) = h(ζ) wäre. Wir m̈ussen also zeigen, daß
g(ζ) = h(ζ) nur dann gelten kann, wenng = h ist.

Wie im vorigen Lemma folgt, da 1, p undn alle drei sowohl inC
(
g(η)

)

als auch inC
(
h(η)

)
liegen, daß alle natürlichen Zahlenk der Form

k = nupv in diesen beiden Mengen liegen.

Dag(ζ) = h(ζ), gilt f ür jedes solchek

0 = g(ζ)k − h(ζ)k = τ
(
g(η)

)k − τ
(
h(η)

)k
= τ
(
g(η)k

)
− τ
(
h(η)k

)

= τ
(
g(ηk)

)
− τ
(
h(ηk)

)
= g(ζk)− h(ζk) .

Daζ in K die Ordnungr hat, ḧangtζk nur vonk modr ab; die Anzahl
verschiedener Restklassen der Formnupv modulo r hatten wir oben
mit t bezeichnet. Somit hat die Differenzg−hmindestenstNullstellen.
Andererseits sind aberg undh und damit auch ihre Differenz Polynome
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vom Grad ḧochstenst− 1, also mußg − h das Nullpolynom sein, d.h.
g = h. Somit entḧalt S mindestens 2m − 1 Elemente, wie behauptet.

Zum Abschluß des Beweises, daß der Test von AGRAWAL, KAYAL und
SAXENA stets die richtige Antwort liefert, m̈ussen wir nun nur noch
zeigen, daß die Schranken aus den beiden letzten Lemmata, die ja unter
der Voraussetzung bewiesen wurde, daß eine zusammengesetzte Zahl als
prim erkannt wird, einander widersprechen, daß also die untere Schranke
größer ist als die obere:

Lemma: 2min(t,ℓ) − 1> n2[
√

t] .

Beweis:Da ℓ(n) > log2n, gen̈ugt es zu zeigen, daß

2min(t,ℓ) − 1> 22ℓ(n)[
√

t] .

Da beide Exponenten natürliche Zahlen sind, gen̈ugt dazu wiederum,
daß min(t, ℓ) > 2ℓ(n)[

√
t] ist, denn wenn sich die Exponenten um

mindestens eins unterscheiden, ist die Differenz zwischenden Potenzen
mindestens zwei. Wir m̈ussen daher zeigen, daß sowohlt als auchℓ
größer sind als 2ℓ(n)[

√
t].

Für ℓ = 2ℓ(n)[
√
r] + 1 ist das klar, dat die Ordnung einer Untergruppe

von (Z/r)× bezeichnet und damit auf jeden Fall kleiner alsr ist.

Die Ungleichungt > 2ℓ(n)[
√
t] ist sicherlich dann erf̈ullt, wenn sogar

t > 2ℓ(n)
√
t ist, und dies wiederum isẗaquivalent zur Ungleichung

t > 4ℓ(n)2. Nun ist abert die Ordnung jener Untergruppe von (Z/r)×,
die von den Restklassen vonn undp erzeugt wird. Da wir im zweiten
Schritt des Algorithmus sichergestellt haben, daß dort allein die Ordnung
der Restklasse vonn schon gr̈oßer ist als 4ℓ(n)2, ist auch die Ungleichung
für t trivial.

Damit ist die Korrektheit des Algorithmus vollständig bewiesen.



Kapitel 4
Faktorisierungsverfahren

Die MERSENNE-ZahlM67 = 267− 1 ist keine Primzahl, denn

13M67−1 ≡ 81 868 480 399 682 966 7516≡ 1 modM67 .

Somit istM67 ein Produkt von mindestens zwei nichttrivialen Faktoren.
Welche sind das?

FRANK NELSONCOLE gab das Ergebnis am 31. Oktober 1903 auf einer
Sitzung der American Mathematical Society bekannt: Er schrieb die
Zahl

267− 1 = 147 573 952 589 676 412 927

auf eine der beiden Tafeln und

193 707 721× 761 838 257 287

auf die andere. Dieses Produkt rechnete er wortlos aus nach derüblichen
Schulmethode zur schriftlichen Multiplikation, und als erdieselbe Zahl
erhielt, die auf der anderen Tafel stand, schrieb er ein Gleichheitszeichen
zwischen die beiden Zahlen und setzte sich wieder. Das Ergebnis, d.h.
die Faktorisierung vonM67, findet ein Computeralgebrasystem heute in
weniger als einer Sekunde; für die damalige Zeit war sie eine Sensation!
COLE gab sp̈ater zu, daß er drei Jahre lang jeden Sonntag nachmittag
daran gearbeitet hatte. Er versuchteM67 in der Formx2−y2 darzustellen,
wobei er mit Hilfe quadratischer Reste Kongruenzbedingungen für x
modulo verschiedener relativ kleiner Primzahlen aufstellte und auch
verwendete, daß jeder Teiler vonM67 kongruent eins modulo 67 und
kongruent±1 modulo acht sein muß. Dies führte zu einer ganzen Reihe
von Kongruenzen f̈ur x, die er in

x ≡ 1 160 932 384 mod 1 323 536 760
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zusammenfassen konnte. Untersuchung quadratischer Restezeigt, daß

xk = 1 323 536 760k + 1 160 932 384

frühestens f̈ur k = 287 in Frage kommt, und mitx = x287 ist tats̈achlich

M67 = 381 015 982 5042− 380 822 274 7832

= 193 707 721× 761 838 257 287 .

Für Einzelheiten siehe

F. N. COLE: On the factoring of large numbers,Bull. Am. Math.
Soc.10 (1903), 134–137 oder http://www.ams.org/

bull/1903-10-03/S0002-9904-1903-01079-9/home.html

FRANK NELSON COLE (1861–1926) wurde in Mas-
sachusetts geboren. 1882 erhielt er seinen Bachelor in
Mathematik von der Harvard University; danach konn-
te er dank eines Stipendiums drei Jahre lang bei FELIX

KLEIN in Leipzig studieren. Mit einer von KLEIN be-
treuten Arbeiẗuber Gleichungen sechsten Grades wurde
er 1886 in Harvard promoviert. Nach verschiedenen Po-
sitionen in Harvard und Michigan bekam er 1895 eine
Professur an der Columbia University in New York, wo
er bis zu seinem Tod lehrte. Seine Arbeiten befassen
sich haupts̈achlich mit Primzahlen und mit der Grup-
pentheorie.

Der Auftritt von COLE schlug selbst außerhalb der Mathematik so ho-
he Wellen, daß seine Faktorisierung noch fast ein Jahrhundert sp̈ater
vorkommt in einer New Yorker (off-Broadway) Show von RINNE GROFF

mit dem Titel The five hysterical girls theorem.Dort bringt sich ein
junger Mathematiker um, weil er in einem Beweis von derPrimzahl
267− 1 ausgeht und die Tochter des Professors die obige Faktorisierung
an die Tafel schreibt. Einzelheiten kann man, so man unbedingt möchte,
unterhttp://www.playscripts.com/play.php3?playid=551 nach-
lesen. (Die Show verschwand nach zwei Monaten Ende Mai 2000 in der
Versenkung; sie wurde seither nur noch zweimal von Amateurgruppen
aufgef̈uhrt.)

COLE konnte f̈ur seine Faktorisierung vonM67 auf bekannte Tatsachen
über die Struktur von Faktoren der MERSENNE-Zahlen zur̈uckgreifen
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und auch bei den von ihm selbst gefundenen Eigenschaften potentieller
Faktoren konnte er die spezielle Struktur vonM67 ausnutzen.̈Ahnlich
arbeiten auch heutige Mathematiker an der Faktorisierung spezieller
Zahlen, beispielsweise im Rahmen des Cunningham-Projektszur Fak-
torisierung von Zahlen der Formbn ± 1 für kleine Basenb. Für die
Faktorisierung von RSA-Moduln kann man natürlich nicht mit solchen
Techniken arbeiten. In diesem Kapitel soll es um Verfahren gehen, mit
denen man eine zufällig gegebene Zahl ohne spezielle Struktur fak-
torisieren kann.

Es gibt kein
”
bestes“ Faktorisierungsverfahren; für Zahlen verschiedener

Größenordnungen haben jeweils andere Verfahren ihre Stärken. Auch
Vorwissenüber die zu faktorisierende Zahl kann bei der Wahl eines
geeigneten Verfahrens helfen: Bei einem RSA-Modul, der dasProdukt
zweier Primzahlen̈ahnlicher Gr̈oßenordnung ist, wird man anders vorge-
hen als bei einer Zahl der Formbn± 1. Mehr noch als bei Primzahltests
gilt, daß asymptotische Komplexitätsaussagen als Auswahlkriterium
nutzlos sind: Das f̈ur die Faktorisierung 150-stelliger RSA-Moduln
heute optimale Verfahren, das Zahlkörpersieb, wird beim Versuch eine
sechsstellige Zahl zu faktorisieren, oft nicht in der Lage sein die Fak-
toren zu trennen, und selbst in den Fällen, in denen es erfolgreich ist,
braucht es erheblich länger als einfache Probedivisionen. Auch liefern
die meisten Faktorisierungsverfahren nurirgendeinenFaktor; der muß
nicht prim sein, und sein Kofaktor schon gar nicht. Falls also ein Faktor
m einer ZahlN gefunden ist, m̈ussen anschließendm undN/m weiter
untersucht werden, und da diese Zahlen kleiner sind alsN , sind dazu
möglicherweise andere Verfahren besser als das zuerst angewandte.

Im folgenden sollen einige der einfachsten gebräuchlichen Verfahren
vorgestellt werden.

§1: Die ersten Schritte

a) Test auf Primzahl

Der schlimmste Fall f̈ur praktisch jedes Faktorisierungsverfahren tritt
dann ein, wenn die zu faktorisierende Zahl eine Primzahl ist: Gerade
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bei den fortgeschrittenen Verfahren gibt es oft kein anderes Abbruchkri-
terium als das Auffinden eines Faktors. Daher sollte (außer eventuell
bei ganz kleinen Zahlen) zu Beginn einer Faktorisierung immer ein
Primzahltest stehen. Da auch das Testen auf Potenzen relativ einfach ist,
läßt sich eventuell auch das noch durchführen – es sei denn, daß von der
Situation her (beispielsweise bei RSA-Moduln) nicht mit einer Potenz
zu rechnen ist.

b) Abdividieren kleiner Primteiler

Bei kleinen zusammengesetzten Zahlenn besteht die effizienteste
Art der Faktorisierung im allgemeinen darin, einfach alle Primzahlen
nacheinander durchzuprobieren, indem man sie der Reihe nach so lange
abdividiert, wie es geht. Sobald der Quotient kleiner ist als das Quadrat
der gerade betrachteten Primzahl, kann man sicher sein, daßauch er eine
Primzahl ist und hatn vollständig faktorisiert.

Die genaue Vorgehensweise ist folgende: Wir nehmen an, daß eine
Liste der Primzahlen bis zu einer gewissen Grenze zur Verfügung steht;
gegebenenfalls muß diese zunächst nach ERATOSTHENESerzeugt wer-
den.

1. Schritt:SetzeM gleich der zu faktorisierende Zahl undp = 2.

2. Schritt: SolangeM durchp teilbar ist, ersetzeM durchM/p und
notierep als Faktor.

3. Schritt:FallsM = 1, sind alle Faktoren gefunden, und der Algorith-
mus endet. FallsM < p2, istM eine Primzahl und wird zur Liste der
Faktoren hinzugefügt; danach endet auch in diesem Fall der Algorith-
mus. In allen anderen Fällen wird p auf die n̈achste Primzahl gesetzt
und es geht zurück zum zweiten Schritt.

Als Beispiel wollen wir die Zahl 1 234 567 890 faktorisieren:

Im ersten Schritt werdenM = 1 234 567 890 undp = 2 initialisiert.

Im zweiten Schritt ist nunp = 2. DaM eine gerade Zahl ist, können wir
durchp dividieren; wir notieren also die Zwei als Faktor und ersetzenM
durchM/2 = 617 283 945. Diese Zahl ist ungerade; also geht es weiter



 Zahlentheorie

zum dritten Schritt, wo offensichtlich keines der Abbruchkriterien erf̈ullt
ist. Somit wirdp = 3 und es geht zurück zum zweiten Schritt.

Das neueM ist durch drei teilbar, genauso auchM/3 = 205 761 315.
Also wird nochmals durch drei dividiert, und wir erhalten den nicht
mehr durch drei teilbaren Quotienten 68 587 105. Somit werden zwei
Faktoren drei notiert und es geht weiter zum dritten Schritt. Dort wird
p = 5 gesetzt, und es geht wieder zurück zu Schritt 2.

Das aktuelleM = 68 587 105 ist durch fünf teilbar;M/5 = 13 717 421.
Dies wird das neueM ; und da es nicht durch fünf teilbar ist, notieren
wir nur einen Faktor f̈unf.

Im dritten Schritt wird wiederp erhöht und es geht zurück zum zweiten
Schritt. Dort passiert nun allerdings lange Zeit nichts, denn keine der
Primzahlen zwischen sieben und 3 593 teilt das aktuelleM . Erst wennp
im dritten Schritt auf 3 607 gesetzt wird, finden wir wieder einen Faktor.
Wir notieren ihn, ersetzenM durchM/3 607 = 3803, was offensichtlich
nicht durch 3 607 teilbar ist, und gehen weiter zum dritten Schritt.

Dort ist nun offensichtlichM < p2, also istM eine Primzahl, und

1 234 567 890 = 2· 32 · 5 · 3 607· 3 803

ist vollsẗandig faktorisiert.

Es ist klar, daß wir schon eine zwanzigstellige Zahl nur mit viel Glück
auf diese Weise mit vertretbarem Aufwand vollständig faktorisieren
können. Trotzdem ist Abdividieren selbst für noch viel gr̈oßere Zahlen
ein sinnvoller erster Schritt, denn die auf größere Faktoren spezialisierten
Verfahren schaffen es im allgemeinen nicht, auch kleine Primfaktoren
voneinander zu trennen.

Um Abdividieren statt zur vollständigen Faktorisierung nur zur Identi-
fikation

”
kleiner“ Primfaktoren zu verwenden, ist lediglich eine kleine

Modifikation des dritten Schritts notwendig: Wir legen eineSuchgren-
zeS fest und brechen im dritten Schritt auch dann ab, wennp > S ist.
Im letzteren Fall k̈onnen wir selbstverständlich nicht behaupten, daß das
verbleibendeM eine Primzahl ist;M muß dann mit anderen Verfahren
weiter bearbeitet werden. Bei der Wahl einer geeigneten SchrankeS
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sollte man die Kapazität des Arbeitsspeichers und die Geschwindig-
keit des verwendeten Computers berücksichtigen; ein minimaler Wert,
für den der Algorithmus auf allen heutigen Computern in Sekunden-
bruchteilen ausgeführt werden kann, ẅare etwa 216 = 65 536. Bei etwas
besseren Computern läßt sich auch das Abdividieren bis zu einer Mil-
lion und bei derzeit aktuellen schnellen Computern auch einer Milliarde
oder etwa 230 in weniger als einer Sekunde durchführen.

§2: Die Verfahren von Pollard und ihre Varianten

In den Jahren um 1975 entwickelte der britische Mathematiker JOHN

M. POLLARD mehrere recht einfache Algorithmen zur Faktorisierung
ganzer Zahlen sowie zur Berechnung diskreter Logarithmen,die auch
heute noch (teils in verbesserter Form) zu den Standardwerkzeugen der
algorithmischen Zahlentheorie gehören. In diesem Paragraphen sollen
die beiden bekanntesten vorgestellt werden; außerdem möchte ich zu-
mindest kurz auf mathematisch anspruchsvollere Verallgemeinerungen
eingehen. Die hier behandelten Verfahren haben im Gegensatz zu de-
nen des n̈achsten Paragraphen die Eigenschaft, daß sie umso schneller
zum Erfolg f̈uhren, je kleiner die gesuchten Primfaktoren sind, daß sie
allerdings sehr kleine Primfaktoren oft nicht finden. Sie sind also die
Verfahren der Wahl f̈ur die Weiterverarbeitung eines durch Abdividieren
erhaltenen

”
Rests“, von dem man weiß, daß er keine allzu kleinen Prim-

faktoren mehr hat.

JOHN M. POLLARD ist ein britischer Mathematiker, der hauptsächlich bei British Tele-
com arbeitete. Er veröffentlichte zwischen 1971 und 2000 rund zwanzig mathematische
Arbeiten, gr̈oßtenteils auf dem Gebiet der algorithmischen Zahlentheorie. Bekannt ist er
auch f̈ur seine Beitr̈age zur Kryptographie, für die er 1999 den RSA Award erhielt. Außer
den hier vorgestellten Faktorisierungsalgorithmen entwickelte er unter anderem auch das
Zahlkörpersieb, eine Variante des weiter hinten vorgestellten quadratischen Siebs, des-
sen Weiterentwicklungen derzeit die schnellsten Faktorisierungsalgorithmen für große
Zahlen sind. Seine home page, um die er sich auch jetzt im Ruhestand noch k̈ummert, ist
sites.google.com/site/jmptidcott2/.

Bei den in diesem und dem nächsten Paragraphen vorgestellten Ver-
fahren besteht das Ziel immer darin,irgendeinenFaktor zu finden; sobald
dies erreicht ist, bricht das Verfahren ab und der gefundeneFaktor sowie
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sein Kofaktor werden f̈ur sich weiter untersucht – wobei natürlich immer
an erster Stelle ein Primzahltest stehen sollte.

a) Die Monte-Carlo-Methode

Monte Carlo ist ein Stadtteil von Monaco, der vor allem für seine Spiel-
bank bekannt ist. An deren Spieltischen sollen Roulette-Schüsseln ide-
alerweise rein zuf̈allig für jedes Spiel von neuem eine Zahl zwischen 0
und 36 bestimmen.

Eine ähnliche Idee l̈aßt sich auch f̈ur die Faktorisierung einer gan-
zen ZahlN verwenden: Ausgehend von einer Folge (xi)i∈N zufällig
geẅahlter Zahlen zwischen 1 undN (oder 0 undN − 1) bildet man
jeweils den ggT vonxi mit N in der Hoffnung, einen nichttrivialen
Teiler zu finden.

Für einen Primteilerp vonN können wir erwarten, daß im Mittel eine
von p Zahlenxi durchp teilbar ist. Dann ist auch ggT(xi, N ) durchp
teilbar, kann aber m̈oglicherweise gr̈oßer alsp sein.

Beim einfachen Abdividieren finden wirp, nachdem wir alle Primzahlen
bis einschließlichp durchprobiert haben; wie wir im letzten Kapitel
gesehen haben, sind dies etwap/ logp Stück. F̈ur jede davon brauchen
wir eine Division, verglichen mit durchschnittlichp/2 EUKLID ischen
Algorithmen bei der obigen Methode, die nicht einmal eine Garantie
dafür bietet, den Faktor zu finden. Von daher hat die neue Methode
zumindest in der bislang betrachteten Form ausschließlichNachteile
und ist keine sinnvolle Alternative zum Abdividieren.

POLLARDs Idee zur Beschleunigung beruht auf dem im Anhang genauer
erklärten Geburtstagsparadoxon: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine
gegebene Zufallszahl durchp teilbar ist, liegt zwar nur bei 1 :p, aber die
Wahrscheinlichkeit, daß zwei derxi modulop gleich sind, steigt in der
Nähe von etwa

√
p Folgengliedern ziemlich steil von nahe null zu nahe

eins. Wenn wir also anstelle der größten gemeinsamen Teiler vonN mit
denxi die mit den Differenzenxi−xj berechnen, haben wir bereits bei
einer Folge der L̈ange um

√
p gute Chancen, einen nichttrivialen ggT

zu finden.
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Auch in dieser Form ist das Verfahren noch nicht praktikabel: Wenn wir
ein neuesxi mit i ≈ √p erzeugt haben, m̈ussen wir f̈ur allej < i den
ggT vonxi − xj berechnen, was noch einmal rund

√
p Schritte sind, so

daß der Gesamtaufwand nicht proportional zu
√
p ist, sondern eher zu

√
p∫

0

x dx =
p

2
,

was keine Ersparnis ist. Dazu kommt, daß alle bereits berechneten Fol-
genglieder gespeichert werden müssen, der Algorithmus hat also auch
einen Platzbedarf in der Größenordnung

√
p.

Dieses Problem k̈onnen wir umgehen, indem wir keine echten Zufalls-
zahlen verwenden, sondern algorithmisch eine Folge sogenannter Pseu-
dozufallszahlen erzeugen. Typischerweise verwendet man dazu eine
Rekursionsvorschrift der Formxi+1 = Q(xi) modN mit einem quad-
ratischen PolynomQ. (Die bei Simulationen sehr beliebten Pseudo-
zufallsgeneratoren nach der linearen Kongruenzmethode sind für die
Monte-Carlo-Methode zur Faktorisierung nicht geeignet.)Meist nimmt
man einfach Polynome der FormQ(x) = x2 + c, wobei allerdingsc 6= 0
und c 6= −2 sein sollte, denn eine genauere Untersuchung zeigt, daß
diese Wahlen keine guten Pseudozufallszahlen liefern. Daßdie anderen
Wahlen vonc stets gute Generatoren liefern ist zwar nicht bewiesen,
aber die praktischen Erfahrungen sind positiv.

Wegen der speziellen Form der Rekursion hängt die Restklasse vonxi+1
modulopnur ab vonxi modp; insbesondere ist alsoxi+1 ≡ xj+1 modp,
falls xi ≡ xj modp, und entsprechend stimmen auch für jedesr ≥ 0
die Zahlenxi+r undxj+r modulop überein, d.h. die Folge wird modulop
periodisch mit einer Periodeπ, die |i− j| teilt.

Das Problem, Periodizität in einer Folge zu entdecken, tritt nicht nur
in der Zahlentheorie auf, sondern beispielsweise auch in der Zeitrei-
henanalyse und anderen Anwendungen. Ein möglicher Algorithmus zu
seiner L̈osung, auch als Hase und Schildkröte Algorithmus bekannt,
stammt von FLOYD (1967) und beruht auf folgender Beobachtung:

Wird eine Folge(yi) irgendwann periodisch, so gibt es Indizesk derart,
daßyk = y2k ist.
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In der Tat, istyi+π = yi für allei ≥ r, so k̈onnen wir f̈urk jedes Vielfache
ℓπ der Periode nehmen, das mindestens gleichr ist.

ROBERT W. FLOYD (1936–2001) beendete seine Schul-
ausbildung bereits im Alter von 14 Jahren, um dann
mit einem Stipendium an der Universität von Chicago
zu studieren, wo er mit 17 einen Bachelor inliberal
arts bekam. Danach finanzierte er sich durch Arbeit
ein zweites Bachelorstudium in Physik, das er 1958 ab-
schloß. Damit war seine akademische Ausbildung been-
det; er arbeitete als Operator in einem Rechenzentrum,
brachte sich selbst Programmieren bei und begann eini-
ge Jahre sp̈ater mit der Publikation wissenschaftlicher
Arbeiten auf dem Gebiet der Informatik. Mit 27 wurde
er Assistenzprofessor in Carnegie Mellon, fünf Jahre
sp̈ater erhielt er einen Lehrstuhl in Stanford. Zu den
vielen Entwicklungen, die er initiierte, gehört die se-
mantische Verifikation von Programmen, Design und

Analyse von Algorithmen, Refactoring, dazu kommen Arbeiten über Graphentheorie und
das FLOYD-STEINBERG dithering in der Computergraphik. 1978 erhielt er den TURING-
Preis, die ḧochste Auszeichnung der Informatik. Stanfords Nachruf aufFLOYD ist zu finden
unternews-service.stanford.edu/news/2001/november7/floydobit-117.html .

Damit sieht der Grobablauf der Monte-Carlo-Faktorisierung einer na-
türlichen ZahlN folgendermaßen aus:

Schritt 0: Man wähle ein quadratisches PolynomQ und einen
Startwertx0. Setzex = y = x0.
Schritt i, i > 0: Ersetzex durchQ(x) modN und ersetzey durch
Q
(
Q(y)

)
modN ; berechne dann ggT(x − y,N ). Falls dieser weder

eins nochN ist, wurde ein Faktor gefunden.

Man beachte, daß hier imi-ten Schrittx = xi und y = x2i ist; wir
erzeugen also die Folge derxi (Schildkr̈ote) und die derx2i (Hase)
simultan, ohne Zwischenergebnisse zu speichern.

Das Teuerste an diesem Algorithmus sind die EUKLID ischen Algorith-
men zur ggT-Berechnung; da wir (sofern wir kleine Primfaktoren zuvor
ausgeschlossen haben) nicht wirklich erwarten, daß hier häufig ein nicht-
triviales Ergebnis herauskommt, liegt es nahe, deren Anzahl möglichst
zu reduzieren.
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Eine Strategie dazu besteht darin, jeweils mehrere Differenzenx2i − xi

moduloN aufzumultiplizieren und dann erst für das Produkt den ggT
mitN zu berechnen. Die

”
gewisse Anzahl“ darf nicht zu groß sein, denn

sonst besteht die Gefahr, daß das Produkt nicht nur durch einen, sondern
gleich durch mehrere Primteiler vonN teilbar ist, es sollte aber aus
Effizienzgr̈unden auch nicht zu klein sein. Wenn alle kleinen Primteiler
bereits ausgeschlossen sind, zeigt die Erfahrung, daß die Zusammen-
fassung von etwa hundert Differenzen ein guter Kompromiß ist; wenn
bereits bei den

”
kleinen“ Faktoren mit einer hohen Suchgrenze gearbei-

tet wurde, bieten sich auch höhere Werte an.

Praktisch bedeutet das, daß wir eine neue VariableP einführen mit
Anfangswert eins und dann imi-ten SchrittP durchP · (x− y) modN
ersetzen. Nur fallsi durch die

”
gewisse Anzahl“m teilbar ist, wird

anschließend der ggT vonN undP berechnet; andernfalls geht es gleich
weiter mit dem (i + 1)-ten Schritt.

Die Monte-Carlo-Methode wird auch alsρ-Methode bezeichnet, da die
Folge derxi modp nicht von Anfang an periodisch sein muß. Sie muß
aber, da es nurp Restklassen modulop gibt, schließlich periodisch
werden, d.h. sie beginnt auf dem unteren Ast desρ und m̈undet irgend-
wann in den Kreis. Erfahrungsgemäß ist diese Methode sehr erfolgreich
im Auffinden sechs- bis achtstelliger Faktoren; danach wirdsie recht
langsam, und kleine Faktoren kann sie oft nicht trennen.

Als Beispiel wollen wir die sechste FERMAT-Zahl

F6 = 264 + 1 = 18 446 744 073 709 551 617

betrachten. Mit dem quadratischen PolynomQ(x) = x2 + 1, dem
Startwertx0 = 2 und einem EUKLID ischen Algorithmus nach jeweils
hundert Folgegliedern findet ein handelsüblicher PC nach 900 Iterati-
onen in Sekundenbruchteilen den Faktor 274 177, derübrigens genau
wie sein Kofaktor 67 280 421 310 721 prim ist. Damit istF6 vollständig
faktorisiert.

Anhang: Das Geburtstagsparadoxon

Angenommen, in einem Raum befinden sichnPersonen. Wie groß ist die
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Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwei davon am gleichen Tag Geburtstag
haben?

Um diese Frage wirklich beantworten zu können, m̈ußte man die (recht
inhomogene) Verteilung der Geburtstageüber das Jahr kennen; wir
beschr̈anken uns stattdessen auf ein grob vereinfachtes Modell ohne
Schaltjahre mit 365 gleich wahrscheinlichen Geburtstagen. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daß vonn Personen keine zwei am gleichen
Tag Geburtstage haben,

n−1∏

k=0

(
1− k

365

)
,

denn f̈ur eine Person ist dasüberhaupt keine Bedingung, und jede weitere
Person muß die Geburtstage der schon betrachteten Personenvermeiden.
(Da der Faktor mitk = 365 verschwindet, wird die Wahrscheinlichkeit
fürn > 365 zu null, wie es nach dem DIRICHLETschen Schubfachprinzip
auch sein muß.)

Nachrechnen ergibt für n = 23 ungef̈ahr den Wert 0,4927; bei 23 Per-
sonen liegt also die Wahrscheinlichkeit für zwei gleiche Geburtstage
bei 50,7%. Tats̈achlich d̈urfte sie noch deutlich ḧoher liegen, denn bei
Geburtstagen ist die Annahme einer Gleichverteilung sicherlich falsch.

Bei einer guten Folge von Zufallszahlen sollten die Restklassen modu-
lo p in sehr guter N̈aherung gleichverteilt sein; die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß untern Zufallszahlen keine zwei in der gleichen Restklasse
liegen, ist somit

Pn =
n−1∏

k=0

(
1− k

p

)
.

Da wir uns f̈ur einigermaßen große Werte vonp interessieren (die kleinen
haben wir schon abdividiert), können wir davon ausgehen, daß

(
1− 1

p

)p
≈ e und

(
1− 1

p

)
≈ e−1/p

ist; für nicht zu große Werte vonk ist dann auch
(

1− k

p

)
≈ e−k/p ,



Kap. 4: Faktorisierungsverfahren 

und für nicht zu große Werte vonn gilt

Pn =
n−1∏

k=0

(
1− k

p

)
≈

n−1∏

k=0

e−k/p = e
− 1

p

∑n−1
k=0 k = e

−n(n−1)
2p .

Für p = 365 etwa ergibt dies den Näherungswertp23 ≈ 0,499998 f̈ur
den korrekten Wert 0,4927.

Wenn wir im Exponenten noch den Termn(n−1) durchn2 approximie-
ren, k̈onnen wir abscḧatzen, f̈ur welchesn die WahrscheinlichkeitPn

einen vorgegebenen Wert erreicht:

e
−n2

2p = P ⇐⇒ n2

2p
= − lnP ⇐⇒ n =

√
−2p lnP .

Damit liegtPn bei etwa 50%, fallsn ≈ √2p ln 2 ≈ 1,177
√
p ist; für

p = 365 ergibt dies die immer noch recht gute Näherung 22,494.

Für P = 1/1000 ergibt sichn ≈ 3,717
√
p, für P = 999/1000 ent-

sprechendn ≈ 0,0447
√
p. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es unter

n Zufallszahlen zwei mit derselben Restklasse modulop gibt, wechselt
also bei der Gr̈oßenordnungn ≈ √p von sehr unwahrscheinlich zu sehr
wahrscheinlich.

b) Die (p – 1)-Methode

POLLARDs zweite Methode beruht auf dem kleinen Satz von FERMAT:
Für einen Primteilerp von N , ein Vielfachesr von p − 1 und eine
zu p teilerfremde naẗurliche Zahla ist ar ≡ 1 modp; der ggT von
(ar − 1) modN undN ist also durchp teilbar.

Natürlich ist p − 1 nicht bekannt, wir k̈onnen aber hoffen, daßp − 1
nur durch vergleichsweise kleine Primzahlen teilbar ist. Sei etwaB eine
Schranke mit der Eigenschaft, daßp − 1 durch keine Primzahlpotenz
größerB teilbar ist. Dann ist das Produktr aller Primzahlpotenzen
qe, die ḧochstens gleichB sind, sicherlich ein Vielfaches vonp − 1,
wenn auch ein extrem großes, das sich kaum mit realistischemAufwand
berechnen l̈aßt. F̈ur jedes konkretea kannar modN jedoch verḧalt-
nismäßig einfach berechnet werden: Man potenziert einfach nacheinan-
der für jede Primzahlq ≤ B moduloN mit deren gr̈oßter Potenz, die
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immer noch kleiner oder gleichB ist; mit dem Algorithmus zur mo-
dularen Exponentiation aus§5 des zweiten Kapitels geht das auch für
sechs- bis siebenstellige Werte vonB noch recht flott.

Insgesamt funktioniert POLLARDs (p − 1)-Methode zur Faktorisierung
einer naẗurlichen ZahlN also folgendermaßen:

Schritt 0: Wähle eine SchrankeB und eine Basisa zwischen 1 undN .

Schritt 1: Erstelle (z.B. nach ERATOSTHENES) eine Liste aller Primzah-
len q ≤ B.

Schritt 2: Berechne f̈ur jede dieser Primzahlenq den gr̈oßten Exponen-
tene derart, daß auch nochqe ≤ B ist, d.h.e = [logB/ logq]. Ersetze
dann den aktuellen Wert vona durchaqe

modN .

Schritt 3: Berechne ggT(a−1, N ). Falls ein Wert ungleich eins oderN
gefunden wird, war das Verfahren erfolgreich, ansonsten nicht.

Es ist klar, daß der Erfolg dieses Verfahrens wesentlich davon abḧangt,
daßN einen Primteilerp hat mit der Eigenschaft, daß alle Primfaktoren
vonp−1 relativ klein sind. Ob dies der Fall ist, läßt sich im Voraus nicht
sagen; die (p − 1)-Methode liefert daher gelegentlich ziemlich schnell
sogar 20- oder 30-stellige Faktoren, während sie andererseits deutlich
kleinere Faktoren oft nicht findet.

Als Beispiel betrachten wir noch einmalM67 = 267−1. Wenn wir mit der
Basisa = 17 und der SchrankeB = 3 000 arbeiten, wirda moduloM67
potenziert zum neuen

a = 111 153 665 932 902 146 348 mit ggT(a− 1,M67) = 193 707 721.

Damit ist (in Sekundenbruchteilen auf einem Standard-PC) eine nicht-
triviale Faktorisierung gefunden, und ein Primzahltest zeigt, daß sowohl
der gefundene Faktor als auch sein Komplement prim sind.

Warum die Methode Erfolg hatte, sehen wir an der Faktorisierung der
um eins verminderten Faktoren:

193 707 720 = 23 · 33 · 5 · 67 · 2 677 und

761 838 257 286 = 2· 32 · 29 · 67 · 2 551· 8 539 .

Für jede SchrankeB ≥ 2 677 ist also der erste Faktor ein Teiler des
endg̈ultigena− 1, aber f̈urB < 8 539 ist der zweite Faktor keiner.
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c) Varianten

Fallsp − 1 nicht nur relativ kleine Primfaktoren hat, führt die (p − 1)-
Methode nicht zum Erfolg. In solchen Fällen kann man aber hoffen, daß
vielleichtp+1 oder irgendeine andere Zahl in der Nähe vonp nur kleine
Primfaktoren hat. Wir brauchen daher Varianten der (p − 1)-Methode,
bei denen es nicht auf die Primfaktoren vonp − 1 ankommt, sondern
auf die anderer Zahlen in der Nähe vonp.

Um solche Varianten zu finden, empfiehlt es sich, zunächst die (p− 1)-
Methode etwas abstrakter unter gruppentheoretischen Gesichtspunkten
zu betrachten.

Dort rechnen wir in der primen Restklassengruppe (Z/N )× und damit
implizit auch in (Z/p)× für jeden Primteilerp von N – egal ob wir
ihn kennen, oder nicht. In (Z/p)× ist für jedes Elementa die (p− 1)-te
Potenz gleich dem Einselement; genau dasselbe gilt für jeder-te Potenz,
für die der Exponentr ein Vielfaches von (p − 1) ist. Bei der (p − 1)-
Methode wird einr berechnet, das durch alle Primzahlpotenzen bis zu
einer gewissen Schranke teilbar ist; falls in der Primzerlegung vonp−1
keine Primzahlpotenz oberhalb der Schranke liegt, istr ein Vielfaches
vonp− 1.

Allgemeiner k̈onnen wir statt in (Z/N )× und (Z/p)× auch in einem
anderen Paar von Gruppen rechnen: Wir gehen aus von einer endli-
chen GruppeGN , deren Elemente sich in irgendeiner Weise alsr-tupel
über (Z/N ) auffassen lassen; außerdem nehmen wir an, daß sich die
Gruppenmultiplikation f̈ur zwei so dargestellte Elemente auf Grund-
rechenarten̈uber Z/N zurückführen l̈aßt. Dann k̈onnen wir die Ele-
mente vonGN zu Tupelnüber Z/p reduzieren und die Menge aller
so erhaltenen Tupel bildet eine GruppeGp. Wieder ist jede Rechnung
in GN implizit auch eine Rechnung inGp.

Die Elementanzahl vonGp seiN (p).

Wir wählen irgendein Element vonGN und potenzieren es mit dem-
selben Exponentenr, mit dem wir bei derp − 1-Methode die Zahla
moduloN potenziert haben. Fallsr ein Vielfaches vonN (p) ist, erhalten
wir ein Elementb ∈ GN , dessen Reduktion modulop das Einselement
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vonGp ist. Ist daherbi die i-te Koordinate vonb undei die vone, so
muß die Differenzbi − ei durchp teilbar sein, und mit etwas Glück
können wirp als ggT vonn undbi − ei bestimmen.

Bleibt nur noch das Problem, geeignete Gruppen zu finden. Beider
(p− 1)-Methode istGN = (Z/N )× undN (p) = p− 1.

Für die (p + 1)-Methode benutzt POLLARD die Tatsache, daß es nicht
nur zu jeder Primzahlp, sondern auch zu jeder Primzahlpotenzpr

einen K̈orper mit entsprechender Elementanzahl. Dieser Körper Fpr

ist naẗurlich verschieden vom RingZ/pr; er ist einr-dimensionaler
VektorraumüberFp mit geeignet definierter Multiplikation.

Speziell f̈ur r = 2 hat der K̈orperFp2 eine multiplikative GruppeF×
p2 der

Ordnungp2 − 1 = (p + 1)(p − 1). Sie hatF×
p als Untergruppe und die

FaktorgruppeGp = F×
p2/F

×
p hat die OrdnungN (p) = p+1. Das Rechnen

in dieser Gruppe mit Repräsentanten moduloN ist etwas trickreich und
benutzt die hier nicht behandelten LUCAS-Sequenzen.

Derzeit am popul̈arsten ist eine andere Wahl vonGN und Gp: Wir
nehmen f̈urGN eine elliptische KurvëuberZ/N . Dabei handelt es sich
um die Menge aller Punkte (x, y) ∈ (Z/N )2, die einer vorgegebenen
Gleichungy2 = x3 − ax − b gen̈ugen, wobeia, b Elemente vonZ/N
sind, f̈ur die ∆ = 4a3 − 27b2 teilerfremd zuN ist; dazu kommt ein
weiterer PunktO, den wir formal als (0,∞) schreiben.Gp ist dann die
entsprechende Punktmenge inF2

p zusammen mitO. Nach einem Satz
von HELMUT HASSE(1898–1979) ist

p + 1− 2
√
p < N (p) < p + 1 + 2

√
p ,

und wie man inzwischen weiß, kann man auch für fast jeden Wert, der
diese Ungleichung erfüllt, Parameterwertea undb finden, so daßN (p)
gleich diesem Wert ist. Wenn man mit hinreichend vielen verschiedenen
Kurven arbeitet, ist daher die Chance recht groß, daß der Exponentr
wenigstens f̈ur eine davon ein Vielfaches vonN (p) ist.

Die Multiplikation ist folgendermaßen definiert: Durch zwei Punkte
(x1, y1) und (x2, y2) auf der Kurve geht genau eine Gerade; setzt man
deren Gleichungy = mx + c in die Kurvengleichung ein, erhält man
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ein Polynom dritten Grades inx. Dieses hat natürlich die beiden Null-
stellenx1, x2, und daneben noch eine dritte Nullstellex3. Der dritte
Schnittpunkt der Geraden mit der Kurve ist somit (x3,mx3 + c); als
Summe der beiden Punkte definiert man aber

(x1, y1)⊕ (x2, y2) =
(
x3,−(mx3 + c)

)
.

Man kann zeigen, daß dies die Menge der Kurvenpunkte zu einerGruppe
mit NeutralelementO macht, in der man genauso vorgehen kann wie
bei der klassischen (p− 1)-Methode.

Unter den Faktorisierungsmethoden, deren Rechenzeit von der Gr̈oße
des zu findenden Faktors abhängt, ist die Faktorisierung mit elliptischen
Kurven die f̈ur große Zahlen derzeit beste bekannte Methode; sie fand
schon Faktoren mit bis zu 67 Stellen. Produkte zweier ungefähr gleich
großer Primzahlen wie beispielsweise RSA-Moduln sind für solche Me-
thoden allerdings der schlechteste Fall; hierfür sind andere Methoden,
deren Aufwand nur von der Größe der zu faktorisierenden Zahl abhängt,
meist besser geeignet.

§3: Das Verfahren von Fermat und seine Varianten

Die bisher betrachteten Verfahren funktionieren vor allemdann gut,
wenn die zu faktorisierende Zahl mindestens einen relativ kleinen Prim-
teiler hat. Das hier beschriebene Verfahren von FERMAT führt genau dann
schnell ans Ziel, wenn sie sich als Produkt zweier fast gleich großer Fak-
toren schreiben läßt. In seiner einfachsten Form beruht es auf der dritten
binomischen Formelx2−y2 = (x+y)(x−y): IstN = pq Produkt zweier
ungerader Primzahlen, so ist

N = (x + y)(x− y) mit x =
p + q

2
und y =

p− q
2

;

Ausmultiplizieren f̈uhrt auf die BeziehungN + y2 = x2.

FERMAT berechnet f̈ur y = 0,1,2, . . . die ZahlenN + y2; falls er auf ein
Quadratx2 stößt, hat er zwei Faktorenx± y gefunden. Day gleich der
halben Differenz der beiden Faktoren ist, kommt er umso schneller ans
Ziel, je näher die beiden Faktoren beieinander liegen; dies erklärt die
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Vorschrift der Bundesnetzagentur, daß die beiden Faktoreneines RSA-
Moduls zwar ungef̈ahr gleich groß sein sollten, daß sie aber doch einen
gewissen Mindestabstand einhalten müssen.

Anstelle der ZahlenN + y2 kann man auch für ein festesk die Zahlen
kN +y2 betrachten. Falls dies eine Quadratzahlx2 ist, gilt entsprechend

kN = x2− y2 = (x + y)(x− y) ,

und wenn man Glück hat, sind ggT(x ± y,N ) echte Faktoren vonN .
Wenn man Pech hat, sind es freilich einfach die beiden Zahleneins
undN . Trotzdem lassen sich darauf sehr effiziente Faktorisierungsver-
fahren aufbauen, denn die obige Gleichung besagt ja auch, daß wir nur
irgendwiezwei Zahlenx, y finden m̈ussen mitx2 ≡ y2 modN und
dann eine Chance haben, daß ggT(x± y,N ) uns zwei Faktoren vonN
liefert. Je mehr solche Paare (x, y) wir finden, desto gr̈oßer sind die
Erfolgschancen.

Der Grundalgorithmus zum Finden solcher Paare ist das sogenannte
quadratische Sieb, mit dem wir uns als nächstes beschäftigen wollen.

In seiner einfachsten Variante wählen wir uns ein quadratisches Poly-
nom, z.B. das Polynom

f (x) =
(
x +
[√

N
])2
−N .

Für jedesx ist dannf (x) ≡
(
x +
[√

N
])2

modN , wobei links und

rechts verschiedene Zahlen stehen. Insbesondere steht links im allge-
meinen keine Quadratzahl.

Falls wir allerdings Wertex1, x2, . . . , xr finden k̈onnen, f̈ur die das
Produkt derf (xi) eine Quadratzahl ist, dann ist

r∏

i=1

f (xi) ≡
r∏

i=1

(
x +
[√

N
])2

modN

eine Relation der gesuchten Art.
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Diese Strategie erklärt die Wahl des Polynomsf : Wir betrachten sowohl

die Zahlenx +
[√

N
]

als auch

f (x) =
(
x +
[√

N
])2
−N = x2 + 2x

[√
N
]

+
[√

N
]2
−N .

Für x-Werte, die deutlich kleiner als
√
N sind (und nur mit solchen

werden wir es im folgenden zu tun haben) liegen beide Zahlen in
der Gr̈oßenordnung

√
N ; bei den meisten anderen Polynomen, die ein

Quadrat minusN produzieren, ẅare entweder die zu quadrierende Zahl
oder deren Funktionswert deutlich größer. Naẗurlich kann anstelle von[√

N
]

genauso gut eine andere Zahlähnlicher Gr̈oßenordnung verwen-

det werden; es kommt nur darauf an, daß ihr Quadrat in der Nähe vonN
liegt.

Um geeignetexi zu finden, betrachten wir eine MengeB von Prim-
zahlen, die sogenannte Faktorbasis. Typischerweise enthält B für die
Faktorisierung einer etwa hundertstelligen Zahl zwischen100 und 120
Tausend Primzahlen, deren größte somit, wie die folgende Tabelle zeigt,
im einstelligen Millionenbereich liegt.

n n-te Primzahl n n-te Primzahl
100 000 1 299 709 600 000 8 960 453
200 000 2 750 159 700 000 10 570 841
300 000 4 256 233 800 000 12 195 257
400 000 5 800 079 900 000 13 834 103
500 000 7 368 787 1 000 000 15 485 863

Beim quadratischen Sieb interessieren nurx-Werte, f̈ur die f (x) als
Produkt von Primzahlen ausB (und eventuell auch Potenzen davon)
darstellbar ist. Istf (xi) =

∏
p∈B p

eip , so ist

r∏

i=1

f (xi)
εi =

∏

p∈B
p
∑

r

i=1
eipεi

genau dann ein Quadrat, wenn
∑r

i=1 eipεi für alle p ∈ B gerade ist.
Dies ḧangt naẗurlich nur ab von denεi mod 2 und deneip mod 2; wir
könnenεi undeip daher als Elemente des Körpers mit zwei Elementen
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auffassen und bekommen dannüberF2 die Bedingungen
r∑

i=1

eipεi = 0 für allep ∈ B .

Betrachten wir dieεi als Variablen, ist dies ein homogenes lineares
Gleichungssystem inr Variablen mit soviel Gleichungen, wie es Prim-
zahlen in der Faktorbasis gibt. Dieses Gleichungssystem hat nichttriviale
Lösungen, falls die Anzahl der Variablen die der Gleichungenübersteigt,
falls es also mehr Zahlenxi gibt, für dief (xi) über der Faktorbasis fak-
torisiert werden kann, als Primzahlen in der Faktorbasis.

Für jede nichttriviale L̈osung ist
r∏

i=1

f (xi)
εi =

r∏

i=1

(
x +
[√

N
])2εi

modN

eine Relation der Formx2 ≡ y2 modN , die mit einer Wahrscheinlich-
keit von etwa ein halb zu einer Faktorisierung vonN führt. Falls wir
zehn linear unabḧangige L̈osungen des Gleichungssystems betrachten,
führt also mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 99,9% mindestens eine
davon zu einer Faktorisierung.

Da εi nur die Werte 0 und 1 annimmt, stehen in obigem Produkt
naẗurlich keine echten Potenzen: Man multipliziert einfach nur die Fak-
toren miteinander, f̈ur die εi = 1 ist. Außerdem interessieren nicht die
links- und rechtsstehenden Quadrate, sondern deren Quadratwurzeln;
tats̈achlich also berechnet man (hier natürlich in N0)

x =
∏

p∈B
p

1
2

∑
r

i=1
εieip modN und y =

r∏

i=1

(
x +
[√

N
])εi

modN .

Zum besseren Verständnis des Grundprinzips wollen wir versuchen,
damit die Zahl 15 zu faktorisieren. Dies ist zwar eine sehr untypische
Anwendung, da das quadratische Siebüblicherweise erst für mindestens
etwa vierzigstellige Zahlen angewandt wird, aber zumindest das Prinzip
sollte auch damit klarwerden.

Als Faktorbasis verwenden wir die Menge

B = {2,3,7,11} ;
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die Primzahl f̈unf fehlt, da 3·5 = 15 ist und daher bei einer Faktorbasis,
die sowohl drei als auch fünf entḧalt, die Gefahr zu groß ist, daß die
linke wie auch die rechte Seite der Kongruenz durch fünfzehn teilbar
ist. Bei realistischen Anwendungen muß man auf solcheÜberlegungen
keine R̈ucksicht nehmen, denn dann sind die Elemente der Faktorbasis
höchstens siebenstellig und somit erheblich kleiner als diegesuchten
Faktoren.

Wir berechnenf (x) für x = 1,2, . . . , bis wir einige Funktionswerte
haben, dieüber der Faktorbasis faktorisiert werden können. Die fak-
torisierbaren Werte sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

x x +
[√

N
]

f (x) Faktorisierung

1 4 1
3 6 21 3· 7
5 8 49 72

6 9 66 2· 3 · 11
10 13 154 2· 7 · 11
54 57 3234 2· 3 · 72 · 11

Die erste und die dritte Zeile sind selbst schon Relationen der gesuchten
Art, nämlich

42 ≡ 1 mod 15 und 82 ≡ 72 mod 15 .

Die zweite Relation ist nutzlos, denn 8−7 = 1 und 8 + 7 = 15. Die erste
dagegen f̈uhrt zur Faktorisierung, denn

ggT(4 + 1,15) = 5 und ggT(4− 1,15) = 3 .

Da dies aber ein Zufall ist, der bei großen Werten vonN so gut wie
nie vorkommt, wollen wir das ignorieren und mit den Relationen zu
x = 3,6,10 und 51 arbeiten:

62 ≡ 3 · 7 mod 15
92 ≡ 2 · 3 · 11 mod 15

132 ≡ 2 · 7 · 11 mod 15
572 ≡ 2 · 3 · 72 · 11 mod 15

Multipliziert man die ersten drei dieser Relationen miteinander, folgt

(6 · 9 · 13)2 ≡ (2 · 3 · 7 · 11)2 mod 15
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oder 7022 ≡ 4622 mod 15. Da

ggT(702− 462,15) = ggT(240,15) = 15

ist, bringt das leider nichts.

Wir erhalten auch dann rechts ein Quadrat, wenn wir das Produkt der
ersten, dritten und vierten Relation bilden; dies führt auf

(6 · 13 · 57)2 ≡ (2 · 3 · 72 · 11)2 mod 15

oder 44462 ≡ 32342 mod 15. Hier ist

ggT(4446− 3234,15) = ggT(1212,15) = 3 ,

womit wir die Zahl 15 faktorisiert haben – wenn auch nicht unbedingt
auf die einfachstm̈ogliche Weise.

Bei realistischen Beispielen sind die Funktionswertef (x) deutlich
größer als die Primzahlen aus der Faktorbasis; außerdem liegen die
vollständig faktorisierbaren Zahlen viel dünner als hier: Bei der Faktori-
sierung einer hundertstelligen Zahl etwa muß man davon ausgehen, daß
nur etwa jeder 109-te Funktionswerẗuber der Faktorbasis zerfällt.

Daher ist es wichtig, ein Verfahren zu finden, mit dem diese wenigen
Funktionswerte schnell und einfach bestimmt werden können. Das ist
zum Gl̈uck möglich:

Der Funktionswertf (x) ist genau dann durchp teilbar, wenn

f (x) ≡ 0 modp

ist. Für ein Polynomf mit ganzzahligen Koeffizienten ist offensichtlich
f (x) ≡ f (y) modp, falls x ≡ y modp ist. Daher ist f̈ur ein x mit
f (x) ≡ 0 modp auch

f (x + kp) ≡ 0 modp für allek ∈ Z .

Es gen̈ugt daher, im Bereich 0≤ x < p− 1 nach Werten zu suchen, für
dief (x) durchp teilbar ist.

Dazu kann manf auch als Polynom̈uber dem K̈orper mitp Elementen
betrachten und nach Nullstellen in diesem Körper suchen. F̈ur Polynome
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großen Grades und große Werte vonp kann dies recht aufwendig sein;
hier, bei einem quadratischen Polynom, müssen wir naẗurlich einfach
eine quadratische Gleichung lösen: InFp wie in jedem anderen K̈orper
auch gilt

f (x) =
(
x +
[√

N
])2
−N = 0⇐⇒

(
x +
[√

N
])2

= N ,

und diese Gleichung ist genau dann lösbar, wenn es ein Elementw ∈ Fp

gibt mit QuadratN , wenn also inZ

w2 ≡ N modp

ist. Für p > 2 hatf (x) = 0 in Fp dann die beiden Nullstellen

x = −
[√

N
]
± w ;

andernfalls gibt es keine Lösung.

Insbesondere kann alsof (x) nur dann durchp teilbar sein, wennN
modulop ein Quadrat ist; dies ist für etwa die Ḧalfte aller Primzahlen
der Fall. Offensichtlich sind alle anderen Primzahlen nutzlos, und sollten
daher gar nicht erst in die Faktorbasis aufgenommen werden.

Im Kapitel über quadratische Reste werden wir sehen, daß sich auch für
großeN undp leicht und schnell entscheiden läßt, obN modulop ein
Quadrat ist; der Aufwand entspricht ungefähr dem eines aufN und p
angewandten EUKLID ischen Algorithmus. Wir werden dort auch sehen,
daß sich f̈ur solche Quadrate relativ schnell die beiden Quadratwurzeln
modulop berechnen lassen.

Das eigentliche Sieben zum Auffinden der komplettüber der Faktorbasis
zerlegbaren Funktionswertef (x) geht dann folgendermaßen vor sich:
Man legt ein Siebintervallx = 0,1, . . . ,M fest und speichert in einem
Feld der L̈angeM + 1 für jedesx eine Approximation von log2 |f (x)|.
Für jede Primzahlp aus der Faktorbasis berechnet man dann die beiden
Nullstellen x1/2 von f modulo p im Intervall von 0 bisp − 1 und
subtrahiert von jedem Feldelement mit Index der Formx1 + kp oder
x2 + kp eine Approximation von log2 p.

Falls f (x) über der Faktorbasis komplett faktorisierbar ist, sollte dann
am Ende der entsprechende Feldeintrag bis auf Rundungsfehler gleich
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null sein; um keine Fehler zu machen, untersucht man daher für alle
Feldelemente, die betragsmäßig unterhalb einer gewissen Grenze liegen,
durch Abdividieren, ob sie wirklich komplett faktorisieren, und man
bestimmt auf diese Weise auchwie sie faktorisieren. Damit läßt sich
dann das oben erẅahnte Gleichungssystem̈uberF2 aufstellen und, falls
gen̈ugend viele Relationen gefunden sind, nichttrivial so lösen, daß
eine der daraus resultierenden Gleichungenx2 ≡ y2 modp zu einer
nichttrivialen Faktorisierung vonN führt.

Als zwar immer noch untypisch kleines Beispiel, das besser und
schneller durch Abdividieren faktorisiert werden könnte, betrachten wir
die ZahlN = 5 352 499. Wir nehmen als Faktorbasis alle Primzahlen
kleiner hundert modulo dererN ein Quadrat ist; Nachrechnen zeigt, daß

B = {3,5,11,13,17,19,23,31,41,43,53,59,83,89}
dann 14 Elemente enthält. Für jedes davon m̈ussen wir die quadrati-
sche Gleichungf (x) ≡ 0 modp lösen, was hier natürlich selbst durch
Ausprobieren recht schnell m̈oglich wäre. Die L̈osungsmengen sind

p = 3 5 11 13 17 19 23
Lösungen {1,2} {0,4} {0,5} {4,11} {6,9} {2,8} {0,20}
p = 31 41 43 53 59 83 89
Lösungen{27,28} {3,4} {26,35} {39,52} {2,33} {35,70} {23,68}
Wenn wir damit das Intervall der natürlichen Zahlen von 1 bis 20 000
sieben, erhalten wir 18 Zahlen, dieüber der Faktorbasis komplett zer-
fallen:

i xi f (xi) Faktorisierung
1 23 104397 3· 17 · 23 · 89
2 121 571857 3· 11 · 13 · 31 · 43
3 533 2747217 3· 11 · 17 · 59 · 83
4 635 3338205 3· 5 · 13 · 17 · 19 · 53
5 741 3974417 31· 41 · 53 · 59
6 895 4938765 3· 5 · 13 · 19 · 31 · 43
7 2013 13361777 11· 13 · 41 · 43 · 53
8 2185 14879505 3· 5 · 17 · 23 · 43 · 59
9 2477 17591601 3· 31 · 43 · 53 · 83
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10 2649 19268945 5· 19 · 43 · 53 · 89
11 4163 36586077 3· 11 · 19 · 23 · 43 · 59
12 4801 45256497 3· 11 · 13 · 31 · 41 · 83
13 5497 55643601 3· 13 · 17 · 23 · 41 · 89
14 6253 68023857 3· 11 · 19 · 23 · 53 · 89
15 10991 171643917 3· 17 · 23 · 41 · 43 · 83
16 11275 179281245 3· 5 · 11 · 13 · 19 · 53 · 83
17 14575 279852045 3· 5 · 11 · 17 · 19 · 59 · 89
18 18535 429286605 3· 5 · 11 · 23 · 31 · 41 · 89

Ein Vektor~ε ∈ F18
2 , für den

∏
f (xi)

εi ein Quadrat ist, l̈ost daher̈uberF2
das lineare Gleichungssystem mit Matrix





1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1





.

Der GAUSS-Algorithmus f̈uhrt auf die L̈osungen

(σ, µ + ρ, µ + ρ, µ + ρ, σ + ρ + τ, ν + σ, λ + ρ, σ,

ν + µ + λ, ν + σ + µ + τ, µ + σ + τ, λ, ν + σ, µ, ν, ρ, σ, τ )

mit sechs freien Parameternλ, µ, ν, ρ, σ, τ ∈ F2. Setzen wir zun̈achst
λ = µ = σ = 1,ν = ρ = τ = 0, so erhalten wir die L̈osung

~ε = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,0) .
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Sie führt auf die beiden Zahlen

x =
∏

p∈B
p

1
2

∑
r

i=1
εieip modN = 854 237 und

y =
r∏

i=1

(
x +
[√

N
])εi

modN = 3 827 016 .

Leider ist die Differenz dieser beiden Zahlen teilerfremd zuN .

Setzen wir in einem zweiten Versuchν = 1 stattν = 0, so erhalten wir
die weitere L̈osung

~ε = (1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0) ,

die uns die Zahlen

x =
∏

p∈B
p

1
2

∑
r

i=1
εieip modN = 1 020 903 und

y =
r∏

i=1

(
x +
[√

N
])εi

modN = 4 093 611

liefert. Nun ist der ggT der Differenz mitN gleich 1 237, womit wir die
Faktorisierung

5 352 499 = 1237× 4327

gefunden haben. In diesem Fall sind die beiden Faktoren sogar bereits
Primzahlen; das wird natürlich im allgemeinen nicht der Fall sein – es
sei denn, man startet wie hier mit dem Produkt zweier Primzahlen.

Natürlich hätte uns jede der bisher behandelten Methoden dieses Ergeb-
nis mit erheblich geringerem Aufwand und auch erheblich schneller
geliefert; das quadratische Sieb entwickelt seine Stärken erst bei erheb-
lich größeren Zahlen, für die es dann oft tagelang rechnet.

Dabei verwendet man das quadratische Sieb meist nicht in derhier
vorgestellten Einfachstsversion, sondern mit verschiedenen Optimierun-
gen.

Bei realistischen Anwendungen wird derüberwiegende Teil der Rechen-
zeit für das Sieben gebraucht. Dies läßt sich relativ einfach paral-
lelisieren, indem man das Sieben für verschiedene Teilintervalle auf ver-
schiedene Computer verteilt. Auf diese Weise können mehrere Tausend



Kap. 4: Faktorisierungsverfahren 

Computer jeweils ein Teilintervall sieben und anschließend die gefun-
denen Faktorisierungen an eine Zentrale melden. Sobald genügend viele
eingegangen sind, kann diese ein lineares Gleichungssystem aufstellen
und dieses l̈osen.

Eine weitere Verbesserung, die zu kürzeren Suchintervallen und damit
auch kleineren Zahlen führt, besteht darin, anstelle des einen Poly-
nomsf mehrere Polynome zu verwenden. Auch diese können wieder
auf verschiedene Computer verteilt werden. Falls einige der Polynome
auch negative Werte annehmen können, muß auch das berücksichtigt
werden, indem man bei der Faktorisierung der nach dem Siebenübrig
gebliebenen Zahlen auch noch die−1 als zus̈atzliche

”
Primzahl“ in die

Faktorbasis aufnimmt.

Ab etwa 120 bis 130 Stellen wird eine Variante schneller, beider
auch mit komplizierteren als nur quadratischen Polynomen gearbei-
tet wird, das sogenannte Zahlkörpersieb. Es hat seinen Namen daher,
daß die dahinterstehende Theorie mit algebraischen Zahlkörpern arbei-
tet; konkret gerechnet wird allerdings weiterhin mit ganzen Zahlen.
Dieses Zahlk̈orpersieb ist die derzeit beste bekannte Methode zur
Faktorisierung von Zahlen, die Produkte zweier Primzahlenähnlicher
Größenordnung sind; von diesem Verfahren geht also die größte Gefahr
für RSA aus. Der derzeitige Rekord für dieses Verfahren ist die im
Dezember 2009 gefundene Faktorisierung einer zweihundertzweiund-
dreißigstelligenchallenge numberder Firma RSA durch ein interna-
tionales Team; dazu wurde von August 2007 bis April 2009 auf ver-
schiedenen Clustern von Computern gesiebt. Einzelheiten sind unter
http://eprint.iacr.org/2010/006.pdf zu finden.



Kapitel 5
Kettenbrüche

§1: Der Kettenbruchalgorithmus

Der EUKLID ische Algorithmus l̈aßt sich auch verwenden, um eine reelle
Zahl durch Br̈uche zu approximieren. Beginnen wir der Einfachheit
halber mit einer rationalen Zahlα = n

m mit n,m ∈ N. Der erste Schritt
des EUKLID ischen Algorithmus dividiertn durchm:

n : m = q0 Rest r1 =⇒ α =
n

m
= q0 +

r1

m
.

Fallsr1 6= 0 ist, wird im zweiten Schrittm durchr1 dividiert:

m : r1 = q1 Rest r2 =⇒ m

r1
= q1 +

r2

r1
=⇒ α = q0 +

1

q1 +
r2

r1

.

Ist auch nochr2 von Null verschieden, wird sodannr1 durchr2 dividiert:

r1 : r2 = q2 Rest r3 =⇒ r1

r2
= q2 +

r3

r2
=⇒ α = q0 +

1

q1 +
1

q2 +
r3

r2

,

und so weiter. Die Konstruktion muß nach endlich vielen Schritten
abbrechen, denn die Folge der Resteri beim EUKLID ischen Algorithmus
ist monoton fallend und muß daher schließlich Null erreichen. Damit
ist α dargestellt als ein sogenannterKettenbruch.

Wir können die Konstruktion auch so formulieren, daß sie nur von der
Zahl α = n

m abḧangt: Der Quotient bei der Division mit Rest vonn
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durchm ist q0 = [α], und der durchm dividierte Rest istα − q0. Dies
führt zu folgender Formulierung des Algorithmus:

Setze zur Initialisierungc0 = [α] und schreibe

α = c0 + α1 mit 0≤ α1 < 1 .

Im i-ten Schritt,i ≥ 1, bricht der Algorithmus ab, fallsαi verschwindet;
andernfalls wirdci definiert als gr̈oßte ganze Zahl kleiner oder gleich
1/αi undαi+1 so, daß gilt

1
αi

= ci + αi+1 .

Offensichtlich ist dann

α = c0 + α0 = c0 +
1

c1 + α1
= c0 +

1

c1 +
1

c2 + α2

= · · · = c0 +
1

c1 +
1

c2 +
1

...
cr−1 +

1
cr + αr

.

Da diese Darstellung sehr viel Platz verbraucht, verwendetman daf̈ur
oft auch die kompaktere Schreibweise

α = [c0, c1, . . . , cr;αr] .

Falls der Algorithmus mitαr = 0 abbricht, steht im untersten Bruch
naẗurlich nurcr im Nenner, und wir schreiben den Kettenbruch kurz als
[c0, c1, . . . , cr].

So, wie der Algorithmus jetzt formuliert ist, können wir ihn auch auf
irrationale Zahlenα anwenden. Dann kann keinαr verschwinden, denn
sonst ḧatten wir ja eine Darstellung vonα als rationale Zahl. Wir k̈onnen
aber nach demr-ten Schritt abbrechen und den Bruch betrachten, der
entsteht, wenn wirαr = 0 setzen. Diesen Bruch bezeichnen wir als die
r-teKonvergenteder Kettenbruchentwicklung vonα.
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Als Beispiel betrachten wirα =
√

2. Hier ist c0 =
[√

2
]

= 1 und
α1 =

√
2− 1. Also ist

1
α1

=
1√

2− 1
=

√
2 + 1

(
√

2− 1)(
√

2 + 1)
=
√

2 + 1 ,

d.h. c1 =
[
1 +
√

2
]

= 2 undα2 = 1 +
√

2− 2 =
√

2− 1 = α1. Damit
wiederholt sich ab jetzt alles, d.h.

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + · · ·

.

In Analogie zu periodischen Dezimalbrüchen schreibt man dies auch
kurz in der Form

√
2 = [1,2,2,2, . . . ] = [1,2] .

Die ersten Partialbrüche sind

P0 = 1, P1 = 1 +
1
2

= 1,5, P2 = 1 +
1

2 +
1
2

=
7
5

= 1,4 ,

P3 = 1+
1

2 +
1

2 +
1
2

=
17
12

= 1,416 und P4 = 1+
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1
2

=
41
29

,

was ungef̈ahr gleich 1,4137931 ist. Die Fehler
√

2− Pn sind, gerundet
auf sechs Nachkommastellen, die Zahlen

0,414214, −0,085786, 0,014214, −0,002453 und 0,000420 ;

verglichen mit den kleinen Nennern 1,2,5,12 und 29 haben wir al-
so erstaunlich gutëUbereinstimmungen, und im̈ubrigen ist auch die
Kettenbruchentwicklung erheblich regelmäßiger als die Dezimalbruch-
darstellung von

√
2.
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Als zweites Beispiel betrachten wirα = π; hier erhalten wir zun̈achst
c0 = 3 undα1 = π − 3≈ 0,14159, sodann

c1 =

[
1

π − 3

]
= 7 und α2 ≈ 0,062513285 .

Im nächsten Schritt istc2 =

[
1
α2

]
= 15 undα3 ≈ 0,99659976. Weiter

geht es mitc3 = 1, c4 = 292,c5 = c6 = c7 = 1, c8 = 2 undc9 = 1. Ein
Muster ist weder erkennbar, noch ist eines bekannt.

Die Kettenbruchentwicklung vonπ ist somit

π = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1, . . . ] .

Die ersten Partialbrüche und ihre Differenzen vonπ sind

3 3
1
7

3
15
106

3
16
113

3
4687
33102

0,14 −0,0013 8,3 · 10−5 −2,7 · 10−7 5,8 · 10−10

Auch hier haben wir wieder, verglichen mit der Größe des Nenners,
exzellente Approximationseigenschaften.

§2: Geometrische Formulierung

Wir wollen uns zun̈achstüberlegen, daß die Konvergenten der Ket-
tenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl stets die beivorgegebe-
ner Gr̈oßenordnung des Nenners bestmögliche rationale Approximation
dieser Zahl liefern.

Dazu betrachten wir (im wesentlichen nach dem Ansatz von HAROLD

STARK in seinem BuchAn Introduction to Number Theory,MIT Press,
1978) das Problem der rationalen Approximation von der geometrischen
Seite: Zur reellen Zahlα > 0 haben wir die Geradey = αx durch
den Nullpunkt, und offensichtlich istα genau dann rational, wenn auf
dieser Geraden außer dem Nullpunkt noch ein weiterer Punkt (q, p) mit
ganzzahligen Koordinaten liegt. Rationale Approximationen erhalten
wir durch Punkte (q, p) ∈ Z× Z, die in der N̈ahe der Geraden liegen.
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(Die Reihenfolge der Koordinaten mag auf den ersten Blick verwundern;
sie kommt daher, daß wir die Steigungα der Geraden durch die Steigung
des Ortsvektors zum Punkt (q, p) ann̈ahern wollen, und die istp/q.)

Die folgende Konstruktion liefert PunktePn nahe der Geraden, die für
geraden stets unterhalby = αx liegen und f̈ur ungeraden dar̈uber:

Wir starten mitP−2 = (1,0) undP−1 = (0,1).

Zu zwei PunktenP = (q, p) undP ′ = (q′, p′), die auf verschiedenen
Seiten der Geraden liegen, gibt es stets eine nichtnegativeganze Zahl
c ∈ N0, so daßP + cP ′ entweder auf der Geraden liegt oder aber auf
derselben Seite wieP , währendP +(c+1)P ′ auf der anderen Seite liegt.

Liegt nämlich beispielsweiseP unterhalb der Geraden, so istp/q < α,
alsop− αq < 0. Für den oberhalb der Geraden liegenden PunktP ′ ist
entsprechendp′ − αq′ > 0. Damit ist klar, daß

c =

[∣∣∣∣
p− αq
p′ − αq′

∣∣∣∣

]

das Verlangte leistet. Man̈uberlegt sich leicht, daß diese Formel auch
gilt, wennP oberhalb undP ′ unterhalb der Geraden liegt.

Zähler und Nenner des obigen Bruchs lassen sich einfach geometrisch
interpretieren: (q, αq) hat dieselbex-Koordinate wieP = (q, p) und
liegt auf der Geradeny = αx; daher istp−αq der (gerichtete) vertikale
Abstand vonP zur Geraden undp′ − αq′ entsprechend der vonP ′.

Ausgehend vonP = P−2 = (1,0) undP ′ = P−1 = (0,1) definieren wir
nun die PunktePn für n ≥ 0 mit dem wie oben definiertenc = cn aus
ihren beiden Vorg̈angern rekursiv als

Pn = Pn−2 + cnPn−1 .

Dann liegtPn auf derselben Seite der Geraden wiePn−2, für geradesn
also unterhalb und für ungerades oberhalb – es sei denn, irgendwann
einmal liegt einPn auf der Geraden. In diesem Fall istα rational und
wir brechen die Konstruktion ab. Für irrationalesα erhalten wir eine
unendliche Folge von PunktenPn.
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Bezeichnen wir mitdn = pn − αqn den gerichteten vertikalen Abstand
des PunktesPn = (qn, pn) von der Geradeny = αx, so ist nach obiger
Formel

cn =

[∣∣∣∣
dn−2

dn−1

∣∣∣∣

]
.

Daher verschwindetcn genau dann, wenn
∣∣dn−2

∣∣ <
∣∣dn−1

∣∣ ist.

Ist dagegen
∣∣dn−1

∣∣ <
∣∣dn−2

∣∣, so istcn ≥ 1, und daPn = Pn−2+cnPn−1
auf derselben Seite der Geraden liegt wiePn−2, ist auch

dn = dn−2 + cndn−1 = dn−2 +

[∣∣∣∣
dn−2

dn−1

∣∣∣∣

]
dn−1

= dn−1

([∣∣∣∣
dn−2

dn−1

∣∣∣∣

]
+
dn−2

dn−1

)

betragsm̈aßig kleiner alsdn−1. (Man beachte, daßdn−1 unddn−2 ver-
schiedene Vorzeichen haben!) Falls daher für einen Indexn der Abstand
vonPn−1 zur Geradeny = αx kleiner ist als der vonPn−2, gilt dasselbe
auch f̈ur alle folgenden Indizes, und ab dem Indexn sind alleci ≥ 1.

Die ersten beiden Abstände sindd−2 = −α undd−1 = 1; es ḧangt vonα
ab, welche der beiden Zahlen den größeren Betrag hat.

Der n̈achste Punkt istP0 = (1, c0) mit c0 = [α], also istd0 = [α] − α,
und der Betrag davon ist kleiner alsd−1 = 1. Somit ist f̈ur allen ≥ 1
der Koeffizientcn von Null verschieden und|dn| <

∣∣dn−1

∣∣.
Aus den Beziehungenpn = pn−2 + cnpn−1 und qn = qn−2 + cnqn−1
sehen wir daher, daß die Folge derqn wie auch derpn für n ≥ 1 strikt
monoton ansteigt, ẅahrend die Folge der Differenzen∣∣∣∣α−

pn

qn

∣∣∣∣ =
|dn|
qn

strikt monoton f̈allt. Die Brüche pn/qn geben also immer bessere
Annäherungen anα.

Wir können die obigen Rekursionsformeln zusammenfassen zur Matrix-
gleichung

(
pn qn
pn−1 qn−1

)
=

(
cn 1
1 0

)(
pn−1 qn−1
pn−2 qn−2

)
;



 Zahlentheorie

wenden wir darauf den Multiplikationssatz für Determinanten an, erhal-
ten wir die Formel

pnqn−1− qnpn−1 = −(pn−1qn−2 − qn−1pn−2) .

Fürn = 0 istp−1q−2−q−1p−2 = 0·0−1·1 =−1; daraus folgt induktiv
die Formelpnqn−1− qnpn−1 = (−1)n−1. Insbesondere sind die Zahlen
pn undqn stets teilerfremd,pn/qn ist also ein gek̈urzter Bruch.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß die Folge dieser Brüche
gegenα konvergiert. DaPn und Pn+1 auf verschiedenen Seiten der
Geradeny = αx liegen, ist f̈ur n ≥ 0

∣∣∣∣α−
pn

qn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
pn+1

qn+1
− pn

qn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
pn+1qn − qn+1pn

qnqn+1

∣∣∣∣

=
1

qnqn+1
=

1
qn(qn−1 + cn+1qn)

≤ 1
q2
n

.

Da die Folge derqn strikt monoton ansteigt, konvergiert die Folge der
pn/qn somit gegenα, und dies sogar extrem gut: Istp/q eine rationale
Approximation einer irrationalen Zahlα, so kann der Fehler im allge-
meinen bis zu 1/2q betragen; hier ist er ḧochstens 1/q2 und tats̈achlich
wohl, da wir recht grob abgeschätzt haben, meist noch kleiner. Wie
wir gleich sehen werden, muß umgekehrtp/q eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung vonα sein, wenn|α− p/q| < 1/2q2 ist.

Zuvor müssen wir uns aber nocḧuberlegen, daß die hier betrachteten
Brüchepn/qn tats̈achlich die Konvergenten der in§1 definierten Ket-
tenbruchentwicklung sind und daß die hier betrachteten Zahlen ci mit
denenübereinstimmen, die der Kettenbruchalgorithmus liefert.

Dazu setzen wir

αn =

∣∣∣∣
dn−1

dn−2

∣∣∣∣ = −dn−1

dn−2
;

zumindest f̈ur n ≥ 1 ist dannαn < 1. Wegencn =
[∣∣dn−2/dn−1

∣∣]

ist danncn = [1/αn]. Division der Beziehungdn = dn−2 + cndd−1
durchdn−1 führt auf

dn

dn−1
=
dn−2

dn−1
+ cn oder − αn+1 = − 1

αn

+ cn ,
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was wir wiederum umformen k̈onnen zu

1
αn

= cn + αn+1 .

Da cn = [1/αn] ist α = c0 + α1, führt dies genau auf die in§1 konstru-
ierten Folgen dercn undαn.

Insbesondere liefern unsere Rekursionsformeln für die Koordinatenpn

undqn Zähler und Nenner der Konvergenten der Kettenbruchentwick-
lung vonα, was wir als Satz festhalten wollen:

Satz: Ist α = [c0, c1, c2, . . . ] die Kettenbruchentwicklung einer reellen
Zahl, so lassen sich die Konvergentenpn/qn folgendermaßen rekursiv
berechnen:

p0 = c0, q0 = 1, p1 = c0c1 + 1, q1 = c1,

pn = pn−2 + cnpn−1 und qn = qn−2 + cnqn−1 für n ≥ 2 .

Die so berechneten Zahlenpn undqn sind stets teilerfremd; genauer ist
pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n−1 für allen.

Zu beweisengibt es hier nichts, denn wir haben alle diese Formeln
bereits bewiesen für die Koordinatenqn und pn von Pn, und wie wir
gerade gesehen haben, sind das der Nenner und der Zähler dern-ten
Konvergenten.

Für sp̈atere Anwendungen wollen wir noch eine Formel herleiten, wie
sich α ausαn sowie den Konvergentenpn−1/qn−1 und pn−2/qn−2
berechnet l̈aßt: Nach Definition ist

αn = −dn−1

dn−2
= −pn−1 − αqn−1

pn−2− αqn−2
.

Damit istαn(αqn−2 − pn−2) = pn−1 − αqn−1, was durch Umordnung
der Terme aufα(αnqn−2 + αqn−1) = αnpn−2 + pn−1 führt. Also ist

α =
αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1
.
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§3: Optimale Approximation

Nach den Vorbereitungen im letzten Paragraphen können wir nun be-
weisen, daß Kettenbrüche in der Tat bestm̈ogliche Approximationen
sind im folgenden Sinne: Istr/s irgendein Bruch, dessen Nenners
zwischen den Nennernqn−1 und qn zweier Konvergenten der Ketten-
bruchentwicklung liegt, so istpn−1/qn−1 eine bessere Approximation
alsr/s:

Lemma: pn/qn seien die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
einer reellen Zahlα. Fallsα irrational ist oder rational mit einem Nenner
echt gr̈oßerqn, n ≥ 2, so ist f̈ur jede rationale Zahlr/s mit s ≤ qn und
r/s /∈ {pn−1/qn−1, pn/qn}

∣∣∣α− r

s

∣∣∣ >
∣∣∣∣α−

pn−1

qn−1

∣∣∣∣ .

Beweis:Wir betrachten die PunktePn−1 = (qn−1, pn−1), Pn = (qn, pn)
undR = (s, r). Es gen̈ugt zu zeigen, daß der vertikale Abstand vonPn−1
zur Geradeny = αx einen kleineren Betrag hat als der vonR.

Wir schreibenR als ganzzahlige LinearkombinationR = kPn−1 + ℓPn

der PunktePn−1 undPn. Das ist m̈oglich, denn die Determinante des
linearen Gleichungssystems

(
pn−1 pn

qn−1 qn

)(
k
ℓ

)
=

(
r
s

)

ist nach dem Satz am Ende des vorigen Paragraphen gleich

pn−1qn − pnqn−1 = (−1)n−1 .

Die somit eindeutig bestimmte Lösung (k, ℓ) des Gleichungssystems ist
ganzzahlig, denn wenn wir sie nach der CRAMERschen Regel ausdrück-
en, sindk und ℓ Brüche mit dieser Determinante im Nenner und einer
ganzzahligen Determinante im Zähler.

Für das Folgende wollen wir uns auf den Fallpn−1/qn−1 < α < pn/qn
beschr̈anken; der Fallpn−1/qn−1 > α > pn/qn geht v̈ollig analog.
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Wir betrachten die Geradeg durchkPn−1 mit Steigungsvektor
−−→
OPn;

nach unserer Annahme ist ihre Steigung größer alsα.

O

Pn−1

Pn

R

−kPn−1

−Pn−1

g

S

y=αx

Im Fallk < 0 liegt der PunktkPn−1
und damit die ganze Geradeg zu-
mindest ab dem PunktkPn−1 ober-
halb der Geradeny = αx, und we-
gen der gr̈oßeren Steigung vong
steigt der Abstand zwischen den
beiden Geraden mit wachsendemx.
Wir können den Abstand vonR zur
Geradeny = αx daher nach unten
abscḧatzen durch den Abstand des
SchnittpunktsS von g mit der y-
Achse. Dessen Abstand wiederum
können wir nach unten abschätzen,

indem wirk = −1 setzen, denn in diesem Fall ist der Abstand vong zur
Geradeny = αx am kleinsten. Der Punkt−Pn−1 hat (betragsm̈aßig)
denselben Abstand vony = αx wie Pn−1, und da die Abszissex = 0
vonS größer ist als die von−Pn, hat somitS einen gr̈oßeren Abstand
vony = αx alsPn−1. Im Fallk < 0 ist damit die Behauptung bewiesen.

Als nächstes betrachten wir den Fallk > 0. Dann mußℓ ≤ 0 sein, denn
sonst ẅare diex-Koordinates = kqn−1 + ℓqn vonR größer alsqn. Der
PunktkPn−1 liegt unterhalb der Geradeny = αxund die Geradeg nähert
sich dieser mit steigender Abszisse immer mehr an. Da der Punkt R
entweder dieselbe Abszisse wiekPn−1 hat oder eine kleinere, ist sein
Abstand somit ḧochstens gleich dem vonkPn−1, der wiederum dask-
fache des Abstands vonPn−1 ist. Für k ≥ 2 erhalten wir damit die
gewünschte strikte Ungleichung. Für k = 1 erhalten wir auch eine, denn
wegen der VoraussetzungR 6= Pn−1 muß dannℓ ≥ 1 sein.

Bleibt noch der Fallk = 0. Dann istR = ℓPn, wobeiℓ 6= 1, daR 6= Pn.
Anderseits kannℓ auch nicht gr̈oßer als eins sein, denns ≤ qn. Somit
kommt dieser Fall gar nicht vor.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, wann gute Approximationen
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sein müssen. Wir wissen
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bereits, daß f̈ur die Konvergenten gilt
∣∣∣∣α−

pn

qn

∣∣∣∣ <
1
q2
n

.

Dies charakterisiert die Konvergenten allerdings noch nicht: Betrachten
wir etwa die Kettenbruchentwicklung vonα =

√
3. Der Algorithmus

liefert zun̈achstc0 =
[√

3
]

= 1 undα1 =
√

3− 1. Der Kehrwert davon
ist

1√
3− 1

=

√
3 + 1
2

=⇒ c1 = 1 und α2 =

√
3− 1
2

.

Der Kehrwert davon ist
2√

3− 1
=
√

3 + 1 =⇒ c2 = 2 und α3 =
√

3− 1 = α1 .

Ab hier wiederholt sich also alles periodisch, d.h.
√

3 = 1 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 + · · ·

= [1,1,2] .

Die ersten Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sind

1, 2, 1
2
3
, 1

3
4
, 1

8
11

und 1
11
15

;

da die Folge der Nenner monoton steigt, gibt es also keine Konvergente
mit Nenner sieben. Trotzdem ist

∣∣∣∣
√

3− 1
5
7

∣∣∣∣ ≈ 0,017765< 0,2 =
1
50

<
1
49

=
1
72

.

Dafür gilt aber der folgende Satz, dessen zweite Hälfte bereits 1808 von
ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752–1833) bewiesen wurde:

Satz: a) Eine irrationale Zahlα erfüllt f ür jedesn ≥ 2 mindestens eine
der beiden Ungleichungen

∣∣∣∣α−
pn−1

qn−1

∣∣∣∣ <
1

2q2
n−1

oder

∣∣∣∣α−
pn

qn

∣∣∣∣ <
1

2q2
n

.
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b) Erfüllen zwei ganze Zahlenp, q die Ungleichung

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1

2q2
, so

ist
p

q
eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung vonα.

Beweis: a)Angenommen, beide Ungleichungen sind falsch. Nach Mul-
tiplikation mit qn−1 bzw.qn haben wir dann die beiden Relationen

∣∣qn−1α− pn−1

∣∣ ≥ 1
2qn−1

und |qnα− pn| ≥
1

2qn
.

Wir nehmen f̈ur den Beweis wieder an, daßpn−1/qn−1 < α < pn/qn
ist; der umgekehrte Fall geht völlig analog.

Nach unserer Annahme liegt der PunktPn−1 = (qn−1, pn−1) unterhalb
der Geradeny = αx, undPn = (qn, pn) liegt dar̈uber.

Das Kreuzprodukt (siehe Anhang) der Vektoren
−−−−→
OPn−1 und

−−→
OPn

hat als Betrag die Fläche des davon aufgespannten Parallelogramms;
das Dreieck mit EckenO,Pn−1 und Pn ist halb so groß. Wegen der
Beziehungpnqn−1− qnpn−1 = (−1)n−1 ist die Fl̈ache dieses Dreiecks
daher gleich 1/2.

Als nächstes betrachten wir zu den PunktenPi = (qi, pi) ihre Projek-
tionenQi = (qi, αqi) in y-Richtung auf die Geradey = αx und die
Dreiecke△OPiQi. Nach Voraussetzung ist die Länge der SeitePiQi

für i = n−1 undi = nmindestens 1/2qi. Die darauf senkrecht stehende
Höhe istqi, also ist die Fl̈ache jedes der beiden Dreiecks mindestens 1/4.

O

Pn−1

Qn−1

Pn

Qn

S

y=αx

Ist S der Schnittpunkt der Gera-
den y = αx mit der Verbindungs-
strecke vonPn−1 undPn, so ist das
Dreieck △OPn−1Pn die Vereini-
gung der Dreiecke△OPn−1Qn−1,
△OPnQn und△Pn−1Qn−1S, mi-
nus dem Dreieck△SPnQn. Die
Dreiecke beiden△Pn−1Qn−1S und
△SPnQn sind ähnlich, und da je-
de Konvergente eine bessere Appro-
ximation liefert als ihre Vorg̈anger,
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ist das zweite dieser Dreiecke das kleinere. Daher ist die Fläche des
Dreiecks△OPn−1Pn größer als die Summe der Flächen der Dreiecke
△OPn−1Qn−1 und△OPnQn, also gr̈oßer als 1/4 + 1/4 = 1/2. Dies
ist ein Widerspruch zur obigen direkten Berechnung dieser Fläche.

b) Wir können naẗurlich voraussetzen, daß der Bruchp/q gek̈urzt ist,
denn f̈ur jede nichtgek̈urzte Darstellung ist die Bedingung echt schärfer.

Da die Folge der Nennerqn strikt monoton ansteigt, gibt es genau einn,
so daßqn ≤ q < qn+1 ist; wir müssen zeigen, daßp/q = pn/qn ist.
Andernfalls istpqn − qpn 6= 0, also – da dies eine ganze Zahl ist –
|pqn − qpn| ≥ 1. Setzen wirP = (q, p), so ist also die Fläche des
Dreiecks△OPPn mindestens gleich 1/2.

Seien wiederQ = (q, αq) undQn = (qn, αqn) die Projektionen der
betrachteten Punkte auf die Geradey = αx. Die Länge der Strecke
PQ ist |αq − p|, was nach Voraussetzung kleiner als 1/2q ist. Nach
dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen ist die StreckePnQn kürzer
als PQ, also ebenfalls kleiner als 1/2q und damit erst recht kleiner
als 1/2qn. Somit haben beide Dreiecke△OPQ und△OPnQn Flächen,
die kleiner sind als 1/4.

Wir wollen uns überlegen, daß dann auch die Fläche des Dreiecks
△OPPn kleiner als 1/2 sein muß, im Widerspruch zur obigen Rech-
nung. Die Geometrie ḧangt dabei stark davon ab, wie die PunkteP
undPn sowohl zueinander wie auch in Bezug auf die Geradey = αx
liegen.

O

P

Q

Pn

Qn

y=αx

Betrachten wir als erstes den Fall,
daß pn/qn zwischenα und p/q
liegt. Dann liegt der PunktPn im
Innern des Dreiecks△OPQ, also
ist das gesamte Dreieck△OPPn

im Dreieck△OPQ enthalten. Da
ersteres mindestens die Fläche 1/2
hat, letzteres aber weniger als 1/4,
kann dieser Fall offensichtlich nicht
vorkommen.
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O

P

Q

Pn

Qn

S

y=αx

Als nächstes nehmen wir an,p/q
liege zwischenα undpn/qn. Dann
schneiden sich die StreckenPnQn

undOP in einem PunktS, und das
Dreieck △OPPn ist die Vereini-
gung der beiden Dreiecke△OSPn

und △SPPn. Zur Flächenberech-
nung gehen wir aus von der gemein-
samen KanteSPn; die darauf senk-
recht stehenden Ḧohen haben die
Längenqn und q − qn. Somit ist

die verdoppelte Fläche des gesamten Dreiecks△OPPn gleich
∣∣SPn

∣∣ · qn +
∣∣SPn

∣∣ · (q − qn) =
∣∣SPn

∣∣ · q ≤
∣∣PnQn

∣∣ · q ≤
∣∣PQ

∣∣ · q ,

denn daq zwischenqn und qn+1 liegt, kannPn nach obigem Lemma
keinen gr̈oßeren Abstand von der Geradeny = αx haben alsP . Rechts
steht aber die verdoppelte Fläche des Dreiecks△OPQ, von der wir
wissen, daß sie ḧochstens gleich 1/2 ist, so daß auch dieser Fall nicht
auftreten kann.

Bleibt noch der Fall, daßα zwischenp/q und pn/qn liegt, P undPn

also auf verschiedenen Seiten der Geradeny = αx liegen. Dann
schneidet ihre VerbinungsstreckePPn diese Gerade in einem PunktS.
Damit sind wir in einer̈ahnlichen Situation wie beim Beweis vona):
Das Dreieck△OPPn ist gleich dem Dreieck△OPnQn plus dem
Dreieck△OPQ plus△SPnQn minus△SPQ. Die beiden letzteren

O

Pn

Qn

P

Q

S

y=αx

Dreiecke sind̈ahnlich, und daPQ
nicht kürzer sein kann alsPnQn ist
das subtrahierte Dreieck mindestens
genauso groß wie△SPnQn. Somit
ist die Fl̈ache von△OPPn höch-
stens gleich der Summe der Flächen
von △OPQ und △OPnQn, also
kleiner als 1/4 + 1/4 = 1/2. Damit
haben wir auch hier einen Wider-
spruch, d.h.p/q = pn/qn.



 Zahlentheorie

Anhang: Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

Im R3 (und nur dort) gibt es eine bilineare Verknüpfung, die zwei Vek-
toren einen dritten zuordnet, das (vielleicht aus der Schule bekannte)
Vektorprodukt oder Kreuzprodukt. Wie schon der Name sagt, ordnet es
je zwei Vektorenv undw ausR3 einenVektorzu, und dieser wird mit
v ×w ∈ R3 bezeichnet. Er ist festgelegt durch folgende Eigenschaften:

• v × w hat die L̈ange|v × w| = |v| |w| |sin∡(v, w)| .
Insbesondere ist alsov × w = ~0, wennv undw auf einer Geraden
liegen, denn dann bilden sie einen Winkel von null oder 180 Grad,
so daß der Sinus verschwindet.
• v × w steht senkrecht sowohl aufv als auch aufw.

Falls v × w 6= ~0 ist, spannenv undw eine Ebene auf, auf der (da
wir im R3 sind) genau ein eindimensionaler Unterraum senkrecht
steht. Darin gibt es allerdings für jede vorgegebene positive Länge
zwei Vektoren, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Um
v × w eindeutig festzulegen, brauchen wir daher noch eine weitere
Bedingung:
• Die drei Vektorenv, w und v × w bilden ein Rechtssystem, d.h.

wenn sich die Finger derrechtenHand so ausrichten lassen, daß der
Daumen in Richtung vonv zeigt, der Zeigefinger in Richtung vonw
und der Mittelfinger in Richtung vonv × w.

Alternativ kann man ein Rechtssystem auch so definieren, daßsich, ein
von v nachw gedrehter Korkenzieher in Richtungv × w in den Kork
bohrt.Ähnlich geht es auch mit Schrauben; da es allerdings neben den
(üblichen) Rechtsschrauben auch die (seltenen) Linksschrauben gibt,
ist diese Definition eventuell zirkulär: Alles ḧangt davon ab, wie man
Rechtsschrauben definiert.

Aus jeder dieser Regeln folgt sofort dieAntikommutativiẗat des Vektor-
produkts:

v × w = −w × v .

Weitere Rechenregeln lassen sich leicht geometrisch ableiten: Da der Si-
nus eines Winkels gleich Gegenkathete durch Hypothenuse ist, ist in der
von v undw aufgespannten Ebenen|w| |sin∡(v, w)| gleich der L̈ange
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des auf die senkrecht aufv stehenden Geraden projizierten Vektorsw,
das heißt also gleich der Höhe des in der Abbildung eingezeichneten
Rechtecks. Die L̈ange des Vektorsv × w ist daher gleich dem Flächen-
inhalt dieses Rechtecks und damit – wie eine Scherung zeigt –gleich
der Fl̈ache des vonv undw aufgespannten Parallelogramms.

v

v

w

w

Daraus folgt nun sofort das Distributivgesetz

v × (w + u) = v × w + v × u
für den zweiten Faktor, und wegen der Antikommutativität folgt daraus
wiederum das f̈ur den ersten:

(u + v)× w = u× w + v × w .

Um das Vektorprodukt in Koordinaten ausrechnen zu können, m̈ussen
wir zunächst die Produkte der Koordinateneinheitsvektorenei kennen.
Da sie allesamt die L̈ange eins haben und paarweise aufeinander senk-
recht stehen, ist klar, daß das Produkt zweier verschiedener dieser Vek-
toren bis aufs Vorzeichen gleich dem dritten ist; das Vorzeichen ḧangt
ab von der Orientierung des Koordinatensystems. Das Produkt eines
Vektorsei mit sich selbst ist natürlich, wie jedes Produkt eines Vektors
mit sich selbst, gleich dem Nullvektor, denn der eingeschlossene Winkel
ist null Grad.

Für die folgende Rechnung wollen wir annehmen, daße1, e2 unde3 in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden; das ist beispielsweise dann
der Fall, wenne1 nach rechts,e2 nach vorne unde3 nach oben zeigt.



 Zahlentheorie

Dann folgt sofort, daß
e1× e2 = e3

ist, und nach einigen Fingerübungen auch findet man auch die Formeln

e2× e3 = e1 und e1× e3 = −e2 .

Die Produkte mit vertauschten Faktoren sind natürlich gerade das nega-
tive davon, undei × ei = 0. Für

v =

(
v1
v2
v3

)
und w =

(
w1
w2
w3

)

ist also

v × w = (v1e1 + v2e2 + v3e3)× (w1e1 +w2e2 +w3e3) ,

nach den obigen Rechenregeln gleich
3∑

i=1

3∑

j=1

viwj ei × ej

= (v2w3− v3w2)e1 + (v3w1− v1w3)e2 + (v1w2− v2w1)e3 ,

d.h. (
v1
v2
v3

)
×
(
w1
w2
w3

)
=

(
v2w3− v3w2
v3w1− v1w3
v1w2− v2w1

)
.

Dies l̈aßt sich dadurch merken, daß man im Schema
e1 e2 e3 e1 e2
ց ցւ ցւ ւ

v1 v2 v3 v1 v2
ւ ցւ ցւ ց

w1 w2 w3 w1 w2

vonei ausgeht und als dessen Koeffizient das Zweierprodukt entlang der
schr̈agen Linie nach rechts untenpositivund das entlang der schrägen
Linie nach links untennegativnimmt; man wendet also die SARRUSsche
Regel an auf die

”
Determinante“

∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣ .



Kap. 5: Kettenbrüche 

§4: Kettenbrüche und Kalender

Schon in den̈altesten bekannten Kulturen richtete sich die Zeitrechnung
nach astronomischen Gesetzmäßigkeiten: dem Umlauf der Erde um die
Sonne, dem Umlauf des Mondes um die Erde sowie der Drehung der
Erde um sich selbst.

Der Tag als Zeiteinheit ist ein so selbstverständlicher Teil unseres Le-
bensrhythmus, daß er als Zeiteinheit nie zur Debatte stand.Ebenso
selbstversẗandlich war, daß als Tag nicht die Dauer einer vollen Drehung
der Erde um ihre Achse genommen wurde, sondern der etwa vier
Minuten l̈angere Zeitraum, bis sie der Sonne wieder dieselbe Stelle
zuwendet.

Als nächstgr̈oßere Einheit f̈uhrten wahrscheinlich die Babylonier die
Woche ein; ob sie sich dabei vom ungefähren Abstand zwischen zwei
Mondphasen leiten ließen, ist unbekannt; vielleicht wurdedie Dauer von
sieben Tagen auch einfach deshalb gewählt, weil die Sieben als heilige
Zahl galt.

Definitiv vom Mond abgeleitet ist der Monat. Der Mond dreht sich
bekanntlich um die Erde; die Zeit für einen vollsẗandigen Umlauf be-
trägt ungef̈ahr 27,3 Tage. Dieser sogenanntesiderischeMonat spielt
allerdings f̈ur die Kalenderrechnung keine Rolle; für die Zeitbestim-
mung wurden seit Alters her die gut und einfach zu beobachtenden
Mondphasen verwendet. Da der Mond nicht selbst leuchtet, sondern das
Sonnenlicht reflektiert, ḧangen diese ab vom Winkelabstand zwischen
Sonne und Mond; f̈ur den Kalender relevant ist daher der sogenannte
synodischeMonat von 29,53 Tagen, nach dem sich dieser Winkelab-
stand wiederholt. (Der tatsächliche Abstand zwischen zwei Neumonden
ist wegen der komplizierten Mondbewegung keine Konstante;erst im
Mittel kommt man auf den synodischen Monat.)

Da 29,53 keine ganze Zahl ist, lassen sich Monate nicht einfach als eine
feste Anzahl von Tagen definieren sondern müssen in einem lunaren
Kalender mal 29, mal 30 Tage haben.

Einer der einfachsten und zugleich einer der jüngsten dieser Kalender ist
der islamische: Sobald mindestens zwei vertrauenswürdige Männer den
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neuen Mond gesehen haben, beginnt ein neuer Monat, bei bewölktem
Himmel unabḧangig davon dreißig Tage nach dem letzten Monatsan-
fang. Alle zẅolf Monate beginnt ein neues Jahr.

Es ist klar, daß bei einer solchen Festlegung die Länge der Monate
sowohl innerhalb eines Jahres als auch von Jahr zu Jahr schwankt, außer-
dem sind die Jahre nicht synchron zum Umlauf der Erde um die Sonne.
Da der Kalender auf der arabischen Halbinsel entstand, wo Jahreszeiten
keine Rolle spielen und auch die Landwirtschaft das ganze Jahr über
konstante Bedingungen vorfindet, ist letzteres dort kein Nachteil.

Für Regionen mit ausgeprägten Jahreszeiten oder jährlich wiederkehren-
den Ereignissen ist die Synchronisation des Kalenders mit der Sonne
wichtiger als die mit dem Mond. Das wohlälteste Beispiel eines
reinen Sonnenjahrs bietet derägyptische Kalender. Da die für die Land-
wirtschaft fundamentalen jährlichen Nil̈uberschwemmungen ungefähr
mit der ersten Sichtung des Sterns Siriusübereinstimmten, wurde dieses
Ereignis als Beginn des neuen Jahrs genommen. Dies ist das sogenannte
siderischeJahr mit einer L̈ange von 365,256 Tagen. Obwohl dieÄgypter
wußten, daß diese Länge ungef̈ahr 3651

4 Tage betr̈agt, legten Sie doch
fest, daß jedes Jahr genau 365 Tage haben sollte, verteilt auf zwölf
Monate zu jeweils dreißig Tagen sowie fünf Zusatztage.

Ein Jahr, das wirklich synchron zu den Jahreszeiten ist, sollte allerdings
nicht anhand des Fixsternhimmels definiert werden, sondernanhand
jahreszeitlicher Pḧanomene wie beispielsweise der Tag- und Nachtglei-
che oder dem Durchgang der Sonne durch den Frühlingspunkt. Das ist
(im Mittel) das sogenanntetropischeJahr mit einer L̈ange von 356,2422
Tagen. Der Unterschied zum siderischen Jahr ist zwar gering, aber – wie
wir gleich sehen werden – trotzdem relevant.

Viel bedeutender als dieser Unterschied war aber zunächst einmal die
Tatsache, daß ein Jahr mit exakt 365 Tagen natürlich im Laufe der Jahr-
hunderte zu einem Verlust der Synchronisation des Kalenders mit den
Jahreszeiten führt. Aus diesem Grund beauftragte GAIUS JULIUS CAESAR

(100–44) den alexandrinischen Astronomen SOSIGENESmit einer Kalen-
derreform, die die damit verbundene Verschiebung des Jahresanfang (die
sich in nur 120 Jahren auf einen Monat summiert) kompensieren sollte.
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Das Ergebnis, derJulianischer Kalender,wurde offiziell eingef̈uhrt zum
1. Januar des Jahres 709ab urbe condita,d.h. nach Gr̈undung der Stadt
Rom. In unserer heutigen Zeitrechnung handelt es sich dabeium das
Jahr 45 v.Chr. Die Monatsnamen und -längen des Julianischen Kalen-
ders sind die heute noch gebräuchlichen. Er unterscheidet sich vom
klassischen̈agyptischen Kalender durch die zusätzliche Regel, daß in
jedem vierten Jahr ein Schalttag eingeführt wird, der 29. Februar.

Dabei blieb es bis ins sechzehnte Jahrhundert. Bis dahin hatte das
astronomisch etwas zu lange Julianische Jahr zu einer Verschiebung
beispielsweise der Frühjahrssonnenwende um rund elf Tage geführt.
Um dies zu korrigieren, setzte Papst GREGOR XIII (U GO BONCOM-
PAGNI, 1502–1585, Papst ab 1572) eine Kommission ein, auf Grund
von deren Empfehlungen in den Jahren, die durch hundert abernicht
durch vierhundert teilbar sind, auf den Schalttag verzichtet wird. Dieser
Gregorianische Kalendertrat in den katholischen L̈andern am Freitag,
dem 15. Oktober 1582 in Kraft; um die bis dahin akkumuliertenFehler
des Julianischen Kalenders zu kompensieren, folgte dieserTag auf den
noch Julianischen Donnerstag, den 4. Oktober 1582. In nichtkatholi-
schen L̈andern galt der Julianische Kalender noch länger, wurde aber
schließlich (mit den verschiedenstenÜbergangsregeln)̈uberall durch
den Gregorianischen ersetzt – zuletzt 1927 in der Türkei.

Um die Neuerung des Gregorianischen Kalenders zu verstehen, betrach-
ten wir die Kettenbruchentwicklung von 365,2422; sie ist

[365,4,7,1,3,4,1,1,1,2]

und hat die Konvergenten

365, 365
1
4
, 365

7
29
, 365

8
33
, 365

31
128

, 365
132
545

, . . . .

Der Julianische Kalender verwendet die einfach zu realisierende Kon-
vergente 36514. Unter den folgenden Konvergenten finden wir keine
mit einem Nenner, der sich gut für eine einfache Kalenderregel eignen
würde. Am ehesten kommt vielleicht noch der Nenner 33 in Frage, da
er ungef̈ahr ein Drittel von hundert ist. Arbeitet man mit der Appro-
ximation 3658

33, so sollten unter 33 Jahren acht Schaltjahre sein, also
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24 pro 99 Jahre. Nimmt man stattdessen 24 Schaltjahre pro Jahrhun-
dert, was der Regel entspricht, daß durch hundert teilbarenJahrekeine
Schaltjahre sind, so sorgt der Unterschied zwischen 99 und 100 daf̈ur,
daß nach jeweils 400 Jahren eine Vierjahresperiode fehlt. Auch diese hat
Anspruch auf ein Schaltjahr, daher die Gregorianische Regel, daß durch
hundert teilbare JahrekeineSchaltjahre sind, es sei denn, die Jahreszahl
sei sogar durch vierhundert teilbar. Innerhalb einer jedenPeriode von
400 Jahren gibt es also 100− 3 = 97 Schaltjahre; das Gregorianische
Jahr hat somit eine L̈ange von 36597

400 Tagen, eine praktikable Zahl in
der N̈ahe der Konvergente 365833.

Zum Einstieg in die Kalenderrechnung beginnen wir mit dem einfach-
sten Problem, den Wochentagen, undüberlegen wir uns, auf welchen
Wochentag derT -te Tag desM -ten Monats im JahrJ fällt.

Alle Wochen haben exakt sieben Tage und die Jahre haben nach einer
recht klaren Regel 365 oder 366 Tage; es ist daher relativ einfach, den
Wochentag f̈ur deni-ten Tag des Jahres zu berechnen, sofern man ihn für
irgendeinen anderen Tag dieses Jahres kennt: Er hängt innerhalb eines
Jahres schließlich nur ab voni mod 7.

Um auch die Abḧangigkeit vom Jahr noch zu berücksichtigen, ist es am
einfachsten, die Tage nicht vom 1. Januar des jeweils betrachteten Jahres
aus zu z̈ahlen, sondern ab irgendeinem festen Datum. Historisch sinnvoll
wäre hier beispielsweise das Datum der Einführung des Gregorianischen
Kalenders; da hier aber Jahr, Monat und Tag

”
krumme“ Zahlen sind,

würde dies zu unn̈otig komplizierten mathematischen Formeln mit zu
vielen willkürlich erscheinenden Konstanten führen.

Für die Mathematik ist es unerheblich, ob zum fiktiven Anfangspunkt
bereits der Gregorianische Kalender in Gebrauch war oder nicht; wir
können daher beispielsweise ausgehen von einem 1. Januar eines fiktiven
Jahres Null. (Die Z̈ahlung der Jahre ab Christi Geburt wurde im sechsten
Jahrhundert initiiert von DIONYSIUSEXIGUUS, der allerdings ein falsches
Geburtsjahr 1 berechnete, auf das wir uns heute noch beziehen. Jahre
davor interessierten ihn nicht; der erste der auch Jahre zuvor in Bezug
auf Christi Geburt datierte, war wohl der angelsächsische Theologe
und Historiker BEDA VENERABILIS ( 673–735), der – da er keine Null
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kannte – das Jahr vor dem Jahr einsnachChristus als einsvor Christus
bezeichnete.)

Wenn wir dem fiktiven 1. Januar 0 die Nummer eins geben und der
Einfachheit halber davon ausgehen, daß das Jahr Nullkein Schaltjahr
war, können wir die Nummer des 31. Dezembers des JahresJ − 1 fol-
gendermaßen berechnen: Bis dahin sindJ − 1 Jahre verflossen, von
denen jedes mindestens 365 Tage hatte; damit kommen schon einmal
365(J − 1) Tage zusammen. Was noch fehlt sind die Schalttage: Im
Julianischen Kalender hätte es davon [(J − 1)/4] gegeben, im Gre-
gorianischen sind aber die durch 100, nicht aber durch 400 teilbaren
Jahre keine Schaltjahre, also müssen wir [(J −1)/100]− [(J−1)/400]
subtrahieren. Deri-te Tag des JahresJ hat somit die Nummer

365(J − 1) + [(J − 1)/4]− [(J − 1)/100] + [(J − 1)/400] +i .

Um den zugeḧorigen Wochentag zu finden, müssen wir nun nur noch
den Wochentag des Tags Nummer eins bestimmen. Dazu können wir
von irgendeinem bekannten Datum ausgehen: Donnerstag, der10. April
2014 ist der (31 + 28 + 31 + 10) = 100-te Tag des Jahres 2014, hat also
die Nummer

365· 2013 + 503− 20 + 5 + 100 = 735 333 .

Diese Zahl ist kongruent vier modulo sieben; somit war Tag eins ein
Montag. Geben wir den Wochentagen, wie es die DIN- und ISO-Normen
vorsehen, von Montag ausgehend die Nummern eins bis sieben,so f̈allt
der Tag mit Nummeri also auf den Wochentag mit Nummeri mod 7,
wobei die Null dem normgem̈aß mit 7 bezeichneten Sonntag entspricht.

Tats̈achlich ḧatten wir die obige Rechnung etwas vereinfachen können:
Da 365≡ 1 mod 7 ist, reicht es, wenn wir

(J − 1) + [(J − 1)/4]− [(J − 1)/100] + [(J − 1)/400] +i mod 7

berechnen, im Beispiel also

2013 + 503− 20 + 5 + 100 = 2601≡ 4 mod 7 .

Um den Wochentag zu einem vorgegebene Datum bestimmen zu
können, m̈ussen wir immer noch berechnen, der wievielte Tag des Jahres
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derT -te Tag desM -ten Monats ist. Eine sehr einfache Methode besteht
darin, daß wir z̈ahlen, wie viele Tage vor dem Ersten des jeweiligen
Monats bereits vergangen sind. Dabei müssen wir naẗurlich zwischen
Schaltjahren und geẅohnlichen Jahren unterscheiden: Für letztere seien
diestM Tage, f̈ur erstesM . Dann haben wir folgende Tabelle:

M = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tM = 0 31 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334
sM = 0 31 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

Dann f̈allt derT -te Tag desM -ten Monats des JahrsJ auf den Wochen-
tag mit der Nummer

(J − 1) + [(J − 1)/4]− [(J − 1)/100] + [(J − 1)/400] +tM + T

modulo sieben, fallsJ kein Schaltjahr ist; andernfalls mußtM durchsM

ersetzt werden. Es genügt naẗurlich, die ZahlentM odersM modulo 7
einzusetzen, also

M = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tM mod 7 = 0 3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 5
sM mod 7 = 1 4 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6

Da wohl niemand eine dieser beiden Tabellen auswendig lernen möchte,
stellt sich die Frage, ob es vielleicht auch eine geschlossene Formel
gibt. Dazu ignorieren wir zun̈achst einmal die historiscḧuberkommenen
Monatsl̈angen und tun so, als könnte ein Mathematiker am grünen Tisch
festlegen, wie er 365 Tage auf zwölf Monate verteilt.

Für ihn wäre die am wenigsten irreguläre Verteilung der Monatslängen
wohl die, bei der Tagi eines Jahres mitN Tagen genau dann imk-ten
Monat liegt, wenn gilt

(k − 1)N
12

< i ≤ kN

12
oder k − 1<

12i
N
≤ k ,

d.h.k ist die kleinste ganze Zahl größer oder gleich 12i/N . Für ein Jahr
mit N = 365 Tagen ẅurde dies auf die Monatslängen

30,30,31,30,31,30,30,31,30,31,30,31
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führen, in einem Schaltjahr mitN = 366 ḧatten alle ungeraden Monate
dreißig und alle geraden Monate 31 Tage. Ein Februar mit 28 oder
29 Tagen kann bei einer derartigen Strategie natürlich nie vorkommen.

Trotzdem l̈aßt sich auch unser chaotisches Monatssystem fast auf eine
solche Formel bringen: Nehmen wir an, wir hätten ein Jahr mit 367
Tagen und zẅolf Monaten. Dann liefert uns die obige Vorgehensweise
Monate der L̈angen

30,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31,31 ,

wir haben also wie im wirklichen Kalender an zwei Stellen aufeinan-
derfolgende Monate mit 31 Tagen. Im Kalender sind dies Juli/August
und Dezember/Januar, hier sind es die Monate 6 und 7 sowie 11 und 12.
Wenn wir zyklisch um eine Position verschieben, so daß die hintere 31
an der ersten Stelle steht, stimmen die beiden Positionenüberein, und
abgesehen vom Februar, der hier dreißig Tage hat, haben wir genau die
Folge der Monatslängen.

(Kurioserweise gab es 1712 in Schweden sogar ein Jahr mit 367Tagen
und einem 30. Februar: 1699 wurde beschlossen, langsam zum Gre-
gorianischen Kalender̈uberzugehen und dazu als erstes den Schalttag
1700 zu streichen. Danach wurde der Beschluß aufgegeben, und um
wieder synchron zum Julianischen Kalender zu werden, gab es1712
einen 30. Februar als zweiten Schalttag. 1753 wurde der Gregorianische
Kalender dann endgültig und abrupt eingeführt.)

Die Anzahl der Tage vor dem Ersten desM -ten Monats ẅare in unserem
hypothetischen Kalender einfach gleich [367M/12]; durch die zyklische
Verschiebung wird diese Formel freilich zerstört. Sie kann aber gerettet
werden durch eine Verschiebung im Zähler: Wie explizites Nachrechnen
zeigt, sind in einem Jahr mit 367 Tagen, in dem der Februar dreißig Tage
hat, vor dem Ersten desM -ten Monats gleich [(367M − 362)/12] Tage
vergangen. Somit ist für unseren realen Kalender

tM =

{[ 367M−362
12

]
fürM ≤ 2[

367M−362
12

]
− 2 fürM ≥ 3

und

sM =

{[ 367M−362
12

]
fürM ≤ 2[

367M−362
12

]
− 1 fürM ≥ 3

.
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Der Wochentag desT -ten Tags imM -ten Monat des JahrsJ ist somit

(J − 1) +

[
J − 1

4

]
−
[
J − 1
100

]
+

[
J − 1
400

]
+

[
367M − 362

12

]
+ δM +T

modulo sieben mit

δM =

{ 0 fallsM ≤ 2
−1 fallsM ≥ 3 undJ Schaltjahr
−2 fallsM ≥ 3 undJ kein Schaltjahr

.

Diese Formel gilt selbstverständlich nur f̈ur Daten nach dem Gregori-
anischen Kalender; beïalteren Daten muß man zunächst wissen, auf
welchem Kalender und welchem Jahresanfang sie beruhen.

Als beispielsweise der amerikanische Naturwissenschaftler, Philosoph
und Politiker BENJAMIN FRANKLIN geboren wurde, zeigten die Kalender
in seiner Heimatstadt Boston den 6. Januar 1705. Massachusetts war zu
der Zeit noch britische Kolonie, und da Großbritannien den Gregoria-
nischen Kalender erst 1752 einführte, ist das ein Julianisches Datum.
Gregorianisch ist sein Geburtstag elf Tage später, d.h. am 17. Januar.
Allerdings handelt es sich dabei nicht um den 17. Januar 1705, son-
dern um den des Jahres 1706: In Großbritannien begann das neue Jahr
damals n̈amlich nicht am ersten Januar, sondern am 25. März. Auf den
31. Dezember 1705 folgte also der 1. Januar 1705 und auf den 24. März
1705 der 25. M̈arz 1706. Solche Besonderheiten bei der Interpretation
alter Datumsangaben gibt es viele; hier ist also Vorsicht geboten.

Mindestens genauso wichtig wie eine verbesserte Schaltjahrregel war
für Papst Gregor das Datum des Osterfests; auch darum sollte sich seine
Kommission k̈ummern. Damit kam nun plötzlich auch der Mond in den
Kalender, denn 325 beschloß das Konzil von Nicäa (bei Konstantinopel),
daß Ostern stets am ersten Sonntag nach dem ersten Vollmond am oder
nach der Fr̈uhlings-Tag-und-Nacht-Gleiche zu feiern sei. (Man beachte,
daß das erstenach im Sinne eines >, das zweite im Sinne eines≥
definiert ist. Der Grund f̈ur das > lag darin, daß so Ostern nur sehr selten
gleichzeitig mit dem j̈udischen Pascha-Fest begangen wird.)

Der erste Vollmond am oder nach der Frühlings-Tag-und-Nacht-Gleiche
kann nicht einfach nach einerähnlichen Regel wie der Monatsanfang
im islamischen Kalender bestimmt werden, also etwa dann, wenn ihn
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mindestens zwei vertrauenswürdige Kardin̈ale gesehen haben, denn der
österliche Festkreis beginnt bereits siebzig Tage vor Ostern. Das Datum
mußte daher im Voraus berechnet werden. Der Mathematiker und Infor-
matiker DONALD E. KNUTH sagt in Abschnitt 1.3.2, Aufgabe 14 seiner
Art of Computer Programming: There are many indications that the sole
important application of arithmetic in Europe during the Middle Ages
was the calculation of the Easter date, and so such algorithms are his-
torically significant.So ordnete etwa KARL DER GROSSE(747/8–814)
bei seiner Neuordnung des Bildungssystems mehrfach an, daßin jeder
Diözese mindestens ein Geistlicher in der Lage sein müsse, das Oster-
datum zuverl̈assig zu berechnen. Schauen wir uns also an, wie Papst
Gregor das Osterdatum berechnen ließ.

Wir brauchen Informationen̈uber die Wochentage,über die Mondphasen
und über die Tag-Nacht-Gleiche im Frühling. Letztere ist, da der Gre-
gorianische Kalender das tropische Jahr recht genau approximiert, noch
recht lange konstant am 21. März jedes Jahres; bei der bei der Berech-
nung des Osterdatums geht man daher stets von diesem Tag aus.Wie
man Wochentage bestimmt, haben wir uns geradeüberlegt; bleibt also
noch das Problem mit den Mondphasen.

Die mittlere Zeitspanne zwischen zwei Neumonden, die synodische
Umlaufzeit des Mondes, beträgt etwa 29,5306 Tage; ein tropisches Jahr
mit seinen 365,2422 Tagen besteht also aus

365,2422 : 29,5306≈ 12,3679

solchen Zykeln. Die Kettenbruchentwicklung dieses Quotienten ist

[12,2,1,2,1,1,4,1,81]

mit Konvergenten

12, 12
1
3
, 12

3
8
, 12

4
11
, 12

7
19
, 12

32
87
, 12

39
106

, . . . .

Für einen Kalender, der sowohl mit der Sonne als auch mit dem Mond
synchronisiert ist, k̈onnte man also Jahre mit 12 und 13 Monaten kom-
binieren, wobei in erster N̈aherung jedes dritte Jahr 13 Monate hätte.
Tats̈achlich war man im f̈unften vorchristlichen Jahrhundert bereits er-
heblich weiter: Der um 440 v.Chr. lebende Athener Mathematiker und
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Astronomen METON verwendete die Konvergente mit Nenner 19. Ein
Metonischer Zyklus besteht besteht demnach aus 19 Jahren, darunter
zwölf Gemeinjahrenaus zẅolf Monaten und siebenSchaltjahrenaus
13 Monaten. Die Monate hatten teils 29, teils 30 Tage. Der darauf
basierende Kalender wurde in Griechenland bis 46 v.Chr. verwendet.
Die Synchronisation zwischen Sonnen- und Mondzykeln ist fast per-
fekt:

19 · 365,2422 = 6939,6018 und 235· 29,5306 = 6939,691 ,

der Fehler pro Zyklus liegt also bei nur etwa zwei Stunden. Seit
Einführung des Gregorianischen Kalenders sind etwasüber 22 Metoni-
sche Zykeln vergangen; der akkumulierte Fehler liegt also noch unter
zwei Tagen.

Der Gregorianische Kalender geht deshalb bei der Bestimmung des
Osterdatums nicht von astronomischen Beobachtungen aus, sondern
von Metonischen Zykeln, allerdings mit einer Korrektur für den akku-
mulierten Fehler. Ebenfalls unberücksichtigt bleiben die Irregularitäten
der realen Mondbewegung; gerechnet wird mit einer Approximation
dermittlerenMondbewegung. Auf den ersten Blick seltsam erscheinen
mag auch die Tatsache, daß bei der Fehlerkorrektur mit derJuliani-
schenJahresl̈ange von 36514 Tagen gerechnet wird; der Grund lag wohl
vor allem darin, daß Papst Gregor bisherige Praktiken nichtmehr als
unbedingt notwendig̈andern wollte.

Die wesentliche Gr̈oße, mit der die Mondphasen in unseren an der Sonne
orientierten Kalender gebracht werden, ist der sogenannteEpakt.Mit
diesem Wort bezeichneten die Griechen die Anzahl der Tage, die an
Neujahr seit dem letzten Neumond des alten Jahres vergangenwaren.
Gem̈aß dem Metonischen Zyklus sollte diese Zahl sich alle 19 Jahre
wiederholen; in der Kalenderrechnung wird daher die um einsver-
mehrte Restklasse modulo 19 der Jahreszahl als die

”
Goldene Zahl“

bezeichnet. (Die Addition der Eins kommt natürlich daher, daß zur Zeit
ihrer Einführung die Null in der europ̈aischen Mathematik noch nicht
vorkam.)

Wenn jedes Jahr genau 365 Tage hätte, k̈onnten wir einfach mit den
12× 29,5 = 354 Tagen eines Mondjahrs vergleichen und wüßten dann,
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daß sich die Mondphase an einem festen Datum jedes Jahr um elfTage
verschiebt. AlsMondphasebezeichnen wir dabei die Anzahl von Tagen,
die seit dem letzten Neumond vergangen sind.

Eine der vielen Vereinfachungen in der Berechnung des Osterdatums
liegt darin, daß man innerhalb des aktuellen Metonischen Zyklus im
wesentlichen von dieser Formel ausgeht, die Schalttage also ignoriert.

Da die Schalttage Ende Februar eingeführt werden, wir uns aber für den
Vollmond am oder nach dem 21. M̈arz interessieren, sollten wir nicht
mit dem klassischen Epakt, der Mondphase des 1. Januar, rechnen: Sonst
gäbe es schließlich algorithmisch unangenehme Fallunterscheidungen
für die Schaltjahre. Aus Effizienzgründen bietet sich an, stattdessen mit
einemverschobenenEpakt zu rechnen, d.h. mit der Mondphase eines
geeigneten Datums, das näher bei Ostern liegt.

Die Länge eines lunaren Zyklus liegt bei ungefähr 29,5 Tagen; zum
einfacheren Rechnen sollten wir das zumindest für den einen Zyklus,
in den Ostern f̈allt, auf den ganzzahligen Wert 30 runden. Der erste
Vollmond nach dem 21. M̈arz ist dann der letzte Vollmond vor dem
19. April, und sein Abstand zum 19. April ist, wenn wir den Vollmond
als Tag mit Mondphase 14 betrachten, gleich dem Abstand des letzten
Neumonds vor dem 5. April zum 5. April, also die Mondphase des
5. Aprils. Somit bietet sich an, als verschobenen Epakt die Mondphase
des 5. Aprils zu nehmen. Gemäß unserer vereinfachenden Annahmen
sollte auch sie sich alle 19 Jahre wiederholen und sollte sich zumindest
innerhalb eines Metonischen Zyklus von Jahr zu Jahr modulo 30 um elf
verschieben.

Damit brauchen wir nur noch für ein Jahr des Metonischen Zyklus
den tats̈achlichen Wert der Mondphase des fünften Aprils kennen, um
den verschobenen Epakt allgemein berechnen zu können. Die vor der
Gregorianischen Reform gebräuchliche Formel berechnet ihn für das
JahrJ als

E =
(
14 + 11· (J mod 19)

)
mod 30 .

Der erste Vollmond am oder nach dem 21. März lag somitE Tage vor
dem 19. April, und Ostern war der (echt) darauf folgende Sonntag. So
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wird Ostern noch heute in fast allen orthodoxen Kirchen berechnet; die
einzige Ausnahme ist die finnische.

Der Gregorianische Kalender modifiziert diese Formel durchdrei
zus̈atzliche Terme: Zun̈achst ber̈ucksichtigt er, daß der Metonische Zyk-
lus nicht wirklich exakt ist, insbesondere dann nicht, wennman mit dem
Julianischen Jahr arbeitet:

19 · 365,25 = 6939,750 und 235· 29,5306 = 6939,691 ;

hier betr̈agt die Differenz also 0,059 Tage pro Zyklus und

0,059× 100
19
≈ 0,31

Tage pro Jahrhundert. Die Gregorianische Osterformel approximiert
dies durch 8/25 = 0,32, addiert allerdings imh-ten Jahrhundert nicht
[8h/25], sondern

[
(5 + 8h)/25

]
. Diese Modifikation soll in erster Linie

dafür sorgen, daß Ostern möglichst selten mit dem jüdischen Paschafest
zusammenf̈allt. Für das Jahrhundert wird dabei die gleiche Konvention
benutzt wie f̈ur die Feier des Jahrtausendanfangs am 1. Januar 2000: Das
h-te Jahrhundert beginnt mit dem Jahr 100(h−1), d.h.h = [J/100] + 1.

Da der Gregorianische Kalender bei der Korrektur der Metonischen
Zyklen mit Julianischen Jahren arbeitet, am Ende aber ein Gregoriani-
sches Datum braucht, m̈ussen als n̈achstes die unterschiedlichen An-
zahlen von Schalttagen berücksichtigt werden, d.h. die

”
ausfallenden“

Schalttage des Gregorianischen Kalenders müssen subtrahiert werden.
Das sind drei Sẗuck pro 400 Jahre, also wird [3h/4] subtrahiert. Dies
erg̈abe die neue Formel

E =

(
14 + 11· (J mod 19) +

[
5 + 8h

25

]
−
[

3h
4

])
mod 30 .

Tats̈achlich gibt es noch eine weitere Modifikation, die dafür sorgen
soll, daß die 19 Epakte eines Metonischen Zyklus alle verschieden sind
und E = 0 nicht auftritt: FallsE = 0 ist oder fallsE = 1 ist und
J mod 19> 10, wirdE um eins erḧoht. Der (berechnete) Vollmond ist
dannE Tage vor dem 19. April, und Ostern wird weiterhin am darauf
folgenden Sonntag gefeiert.
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Das JahrJ = 2014 liegt imh = 21. Jahrhundert und 2014≡ 0 mod 19.
Somit ist

E =

(
14 + 11· 0 +

[
173
25

]
−
[

63
4

])
mod 30 = 5

Der rechnerische Vollmond ist daher am 14. April. (Der tatsächliche ist
erst am 15. April um 9 Uhr 42.) Der darauf folgende Sonntag istder
20. April 2014, also wird dann Ostern gefeiert.

§5: Eine kryptographische Anwendung

Beim RSA-Verfahren ẅahlt man denöffentlichen Exponentene oft
ziemlich klein, z.B.e = 3 odere = 216 + 1. Dies hat den Vorteil,
daß zumindest die Verschlüsselung ziemlich schnell geht und man nur
zur Entschl̈usselung mit einem Exponenten in der Größenordnung des
Moduls arbeiten muß.

Für jemanden, der RSA hauptsächlich f̈ur elektronische Unterschriften
verwendet, ẅurde sich anbieten, stattdessen den privaten Exponentend
relativ klein zu ẅahlen. Dann k̈onnte er schnell viele Dokumente un-
terschreiben, und falls jeder Empfänger nur eines davon bekommt, fällt
dessen ḧoherer Aufwand bei der̈Uberpr̈ufung nicht so sehr ins Gewicht.

Natürlich kann man nichtd = 3 oderd = 216 + 1 wählen: Der private
Exponent muß schließlich geheim sein und es darf nicht möglich sein,
ihn durch Probieren zu erraten.

Andererseits geht man heute bei symmetrischen Kryptoverfahren davon
aus, daß ein Verfahren sicher ist, falls ein Gegner mindestens 2128 Mög-
lichkeiten durchprobieren muß, so daß gängige Verfahren wie AES mit
einer Schl̈ussell̈ange von 128 Bit auskommen. Verglichen damit er-
scheinen 2048 Bit f̈ur einen privaten Entschlüsselungsexponenten recht
hoch.

Trotzdem l̈aßt sich hier nicht wesentlich sparen, denn ein Gegner kann
kurze private Exponenten nicht nur durch Ausprobieren bestimmen,
sondern auch wesentlich schneller nach dem Kettenbruchalgorithmus.
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Wir gehen aus von einem̈offentlichen RSA-Schl̈ussel (N, e) sowie
dem zugeḧorigen privaten Exponentend. Dann gibt es bekanntlich eine
naẗurliche Zahlk, so daßed − kϕ(N ) = 1 ist. Dies k̈onnen wir um-
schreiben als

e

ϕ(N )
− k

d
=

1
dϕ(N )

.

Falls d sehr viel kleiner ist alsϕ(N ) haben wir hier einen Bruch mit
dem großen Nennerϕ(N ) sehr gut angen̈ahert durch einen Bruch mit
dem sehr viel kleineren Nennerd. Für hinreichend kleinesd ist das nur
möglich, wennk/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
e/ϕ(N ) ist.

Das mag zun̈achst harmlos erscheinen, denn die Sicherheit von RSA
beruht ja gerade darauf, daß niemand außer dem Inhaber des privaten
Schl̈usselsd die FaktorisierungN = pq und damit den Wert von

ϕ(N ) = (p− 1)(q − 1) =N − (p + q) + 1

kennt. Daf̈ur kennt aber jeder den Wert vonN , und wie die obige
Gleichung zeigt, liegt der recht nahe beiϕ(N ): Die Primzahlenp undq
sind schließlich nur von der Größenordnung

√
N . Damit solltek/d auch

eine gute Approximation für e/N liefern.

In der Tat zeigte Kryptologe MICHAEL JAMES WIENER1990 ein Resultat,
wonach insbesondere der folgende Satz gilt:

Satz: IstN = pq Produkt zweier Primzahlenp undq mit p < q < 2q,
und istd < 1

3
4
√
N der private Exponent zum̈offentlichen Exponen-

tene < ϕ(N ), so istd Nenner einer Konvergenten der Kettenbruchent-
wicklung vone/N .

Beweis: Wegen ed ≡ 1 modϕ(N ) gibt es ein k ∈ N; so daß
ed − kϕ(N ) = 1 ist; wegene < ϕ(N ) ist dabeik < d. Nach dem
Satz von LEGENDREaus§3 reicht es, wenn wir zeigen können, daß

∣∣∣∣
e

N
− k

d

∣∣∣∣ <
1

2d2
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ist, denn dann istk/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung
vone/N .

∣∣∣∣
e

N
− k

d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ed− kN
dN

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

(
ed− kϕ(N )

)
+ kϕ(N )− kN

dN

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1 +k

(
ϕ(N )−N

)

dN

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1 +k(1− p− q)

dN

∣∣∣∣ =
k(p + q)− (k + 1)

dN

<
k(p + q)
dN

.

Natürlich ist p <
√
N , und wegen der Voraussetzungq < 2p folgt

p + q < 3
√
N . Außerdem istk < d < 1

3
4
√
N , also

∣∣∣∣
e

N
− k

d

∣∣∣∣ <
3k
√
N

dN
=

3k

d
√
N

<
4
√
N

d
√
N

=
1

d 4
√
N

.

Dies ist genau dann kleiner als 1/2d2, wennd < 1
2

4
√
N ist. Nach Vo-

raussetzung ist aberd sogar kleiner als13
4
√
N , womit der Satz bewiesen

wäre.

Umd zu berechnen, m̈ussen wir daher nur so lange Konvergentenpn/qn
bestimmen, bis f̈ur einen der Nennerqn die Exponentiation mitqn
moduloN invers ist zu der mite. Falsche Kandidaten sollten dabei
praktisch immer bereits beim ersten Versuch erkannt werden.

Tats̈achlich gibt es Algorithmen, mit denen man sogar private Expo-
nentend < N0,289 rekonstruieren kann, und manche Fachleute meinen,
daß man vielleicht sogar in vielen Fällen mitd <

√
N mit geeigneten

Algorithmen eine realistische Erfolgschance haben könnte; bei diesen
Attacken arbeitet man allerdings nicht mit Kettenbrüchen, sondern mit
anderen Verfahren zur diophantischen Approximation.
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Private Exponenten m̈ussen somit immer groß sein. Falls man von ei-
nem vorgegebenen̈offentlichen Exponenten ausgeht, ist das für reali-
stischeN mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit erfüllt; Vor-
sicht ist nur geboten, wenn man mit dem privaten Exponenten startet.
Daher verlangen auch die Vorschriften der Bundesnetzagentur, daß man
immer vomöffentlichen Exponentene ausgehen muß, und erst daraus
einen privaten Exponenten berechnet.

§6: Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl

Aufgabe 1b) des neunten̈Ubungsblatts l̈aßt eine erstaunliche Regelmä-
ßigkeit in der Kettenbruchentwicklung vone vermuten:

e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1 · · · ] .

Diese Entwicklung ist bereits im 18. Kapitel der 1748 erschienenen
Introductio in analysin infinitoriumvon EULER enthalten; HERMITE be-
wies sie 1873 im Rahmen seiner Arbeitüber die Transzendenz vonemit
anderen Methoden die zusammenhängen mit der Approximation der Ex-
ponentialfunktion durch rationale Funktionen. Sein Schüler PADÉ ent-
wickelte sp̈ater eine systematische Theorie solcher Approximationen,
die PADÉ-Approximanten, die in der Numerik eine große Rolle spie-
len für die n̈aherungsweise Berechnung von Standardfunktionen. Durch
Kombination solcher Ideen kamen verschiedene Mathematiker zu im-
mer einfacheren Beweisen; der hier wiedergegebene Beweis von HENRY

COHN erschien 2006 imAmerican Mathematical Monthly;direkt dahin-
ter folgt eine Arbeit von THOMAS J. OSLER, der den Beweis so verallge-
meinert, daß er auch die Kettenbruchentwicklungen der Wurzeln ause
liefert.

Wir können die obige Kettenbruchentwicklung noch etwas regelmäßiger
schreiben, indem wir beachten, daß für allex ∈ R gilt

1 +
1

0 +
1

1 +x

= 1 + (1 +x) = 2 +x ;

der obige Kettenbruch kann also auch geschrieben werden als

[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1, . . . ] .
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Hier läßt sich dern-te Koeffizientci völlig regelm̈aßig durchn aus-
drücken: F̈ur n = 3k + 1 mit k ∈ N0 ist er 2k, ansonsten eins.

Für die Kettenbruchentwicklung derM -ten Wurzel ause müssen wir
daran nur wenig̈andern: Hier wollen wir sehen, daß

c3k = c3k+2 = 1 und c3k+1 = (2k + 1)M − 1

ist für allek ∈ N0, d.h.
M
√
e = [1,M − 1,1,1,3M − 1,1,1,5M − 1,1,1,7M − 1,1, . . . ] .

Wir gehen aus von diesem Kettenbruch und wollen zeigen, daß er
gegen M

√
e konvergiert. Nach dem Satz am Ende von§2 lassen sich

der Z̈ahlerpn und der Nennerqn dern-ten Konvergente eines Ketten-
bruchs [c0, c1, c2, . . .] rekursiv berechnen nach den Formeln

p0 = c0, q0 = 1, p1 = c0c1 + 1, q1 = c1,

pn = pn−2 + cnpn−1 und qn = qn−2 + cnqn−1 für n ≥ 2 .

Speziell f̈ur die hier betrachtete Kettenbruchentwicklung haben wir also
die Anfangstermep0 = q0 = p1 = 1 undq1 = M − 1, was insbesondere
bedeutet, daß die erste Konvergente im FalleM = 1, bei der Ketten-
bruchentwicklung vone also, nicht definiert ist. Weiter geht es nach
obiger Rekursionsformel; da diecn vonn mod 3 abḧangen, bekommen
wir je nach Restklasse vonn drei verschiedene Formeln:

p3k = p3k−2 + p3k−1 q3k = q3k−2 + q3k−1

p3k+1 = p3k−1 +
(
(2k + 1)− 1

)
Mp3k q3k+1 = q3k−1 +

(
(2k + 1)M − 1

)
q3k

p3k+2 = p3k + p3k+1 q3k+2 = q3k + q3k+1

Wir müssen zeigen, daß die Folge der Quotientenpn/qn gegen N
√
e

konvergiert.

Der Trick dazu ḧangt mit PADÉ-Approximanten zusammen; ich möchte
darauf nicht eingehen, sondern ohne Begründung einfach die drei Inte-
grale

Ak =

1∫

0

xk(x− 1)k

k!Mk+1
ex/M dx, Bk =

1∫

0

xk+1(x− 1)k

k!Mk+1
ex/M dx
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und Ck =

1∫

0

xk(x− 1)k+1

k!Mk+1
ex/M dx

betrachten.

Satz: Für allek ∈ N0 gilt:

p3k − q3k
M
√
e = −Ak

p3k+1− q3k+1
M
√
e = Bk

p3k+2− q3k+2
M
√
e = Ck

Da in allen drei Integranden der Zähler kleiner als eins und die Expo-
nentialfunktion ḧochstensM

√
e ist, während der Nenner für k → ∞

gegen∞ geht, ist

lim
k→∞

Ak = lim
k→∞

Bk = lim
k→∞

Ck = 0 ;

daher folgt aus diesem Satz sofort

Korollar: lim
n→∞

pn

qn
= M
√
e, d.h.

M
√
e = [1,M − 1,1,1,3M − 1,1,1,5M − 1,1,1,7M − 1,1, . . . ] .

Insbesondere iste = [1,0,1,1,2,1,1,4,1, . . . ] = [2,1,2,1,1,4,1, . . . ].

Der obige Satz wird durch Induktion bewiesen. Für k = 0 ist

A0 =

1∫

0

1
M
ex/M dx = ex/M

∣∣∣∣
1

0

= M
√
e− 1

B0 =

1∫

0

x

M
ex/M dx = (x−M )ex/M

∣∣∣∣
1

0

= (1−M ) M
√
e +M

C0 =

1∫

0

x− 1
M

ex/M dx = (x− 1−M )ex/M

∣∣∣∣
1

0

= −M M
√
e +M + 1
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Nach den eingangs angegebenen Rekursionsformeln für diepn undqn
ist

p0 = q0 = 1, p1 = M, q1 = M − 1, p2 = 1 +M und q2 = M .

Die drei Formeln aus dem Satz werden also fürk = 0 zu den Gleichungen

1− M
√
e = 1− M

√
e

M − (M − 1)M
√
e = (1−M )M

√
e +M

1 +M −MM
√
e = −MM

√
e +M + 1 ,

die offensichtlich alle drei richtig sind.

Für den Induktionsschritt brauchen wir Beziehungen zwischen den In-
tegralenAk, Bk undCk. Hier gilt fı̈r allek ∈ N

a) Ak = −Bk−1− Ck−1

b) Bk = −
(
(2k + 1)M − 1

)
Ak +Ck−1

c) Ck = Bk −Ak

Zum Beweisvona) wenden wir die LEIBNIZ-Regel zur Ableitung eines
Produkts an auf das Produkt der drei Faktorenxk, (x − 1)k undex/M .
Für ein solches Dreierprodukt ist (uvw)′ = u′vw +uv′w+uvw′, also ist

d

dx
xk(x− 1)kex/M

= kxk−1(x− 1)kex/M + kxk(x− 1)k−1ex/M +
xk(x− 1)k

M
ex/M .

Division durchk!Mk macht daraus

d

dx

xk(x− 1)k

k!Mk
ex/M

=
xk−1(x− 1)kex/M

(k − 1)!Mk
+
xk(x− 1)k−1

(k − 1)!Mk
ex/M +

xk(x− 1)k

k!Mk+1
ex/M .

Integrieren wir beide Seiten von 0 bis 1, so erhalten wir auf der linken
Seite den Wert null, da die Stammfunktion des Integranden anbeiden
Intervallenden verschwindet. Rechts erhalten wir die Summe der Inte-
graleCk−1, Bk−1 undAk; somit istAk + Bk−1 + Ck−1 = 0, wasa)
beweist.
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Der Beweis vonb) gehtähnlich: Wir berechnen zunächst die Ableitung
vonxk(x− 1)k+1ex/M und dividieren wieder durchk!Mk; wir erhalten

d

dx

xk(x− 1)k+1

k!Mk
ex/M

=
xk−1(x− 1)k+1

(k − 1)!Mk
ex/M +

(k + 1)xk(x− 1)k

k!Mk
ex/M +

xk(x− 1)k+1

k!Mk+1
ex/M

=
kMxk−1(x− 1)k+1 +M (k + 1)xk(x− 1)k + xk(x− 1)k+1

k!Mk+1
ex/M

=
xk−1(x− 1)k

(
kM (x− 1) + (k + 1)Mx + x(x− 1)

)

k!Mk+1
ex/M

=
xk−1(x− 1)k

((
(2k + 1)M − 1

)
x− kM + x2

)

k!Mk+1
ex/M

=
(
(2k + 1)M − 1

)xk(x− 1)k

k!Mk+1
ex/M − xk−1(x− 1)k

(k − 1)!Mk
ex/M

+
xk+1(x− 1)k

k!Mk+1
ex/M .

Wenn wir die linke Seite dieser Gleichung von 0 bis 1 integrieren,
erhalten wir wieder den Wert null, bei der rechten erhalten wir

(
(2k + 1)M − 1

)
Ak−1−Bk +Ck−1 .

Aufl ösen nachBk zeigt die Behauptungb)

Zum Beweis vonc) schließlich gehen wir aus von der Gleichung
(x− 1)2 = x(x− 1)− (x− 1) und multiplizieren diese mit

xk(x− 1)k−1

k!Mk+1
ex/M .

Integration von 0 bis 1 f̈uhrt auf die GleichungCk = Bk − Ak.

Damit sind alle drei Relationen bewiesen, und wir können mit dem
Induktionsschritt zum Beweis unseres zentralen Satzes beginnen. Sei
alsok ≥ 1; wir nehmen an, daß die drei Gleichungen für k − 1 gelten.

Als erstes wollen wir zeigen, daß

p3k − q3k
M
√
e = −Ak
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ist. Nach den Rekursionsformeln für Zähler und Nenner der Konvergen-
ten ist

p3k = p3k−2 + p3k−1 und q3k = q3k−2 + q3k−1 ;

also ist

p3k − q3k
M
√
e =
(
p3k−2− q3k−2

M
√
e
)

+
(
p3k−1− q3k−1

M
√
e
)

= Bk−1 +Ck−1 = −Ak

nach Induktionsannahme und der BeziehungAk = −Bk−1− Ck−1.

Genauso k̈onnen wir auch bei den anderen beiden Gleichungen vorge-
hen:

p3k+1− q3k+1
M
√
e =

(
p3k−1− q3k−1

M
√
e
)

+
(
(2k + 1)M − 1

)(
p3k − q3k

M
√
e
)

= Ck−1−
(
(2k + 1)M − 1

)
Ak = Bk

und

p3k+2− q3k+2
M
√
e =

(
p3k − q3k

M
√
e
)

+
(
p3k+1− q3k+1

M
√
e
)

= −Ak +Bk = Ck

Somit gelten alle drei Beziehungen auch fürk, also f̈ur allek ∈ N0. Dies
beweist den Satz sowie die Kettenbruchentwicklungen für e und seine
Wurzeln.

Wer sich genauer dafür interessiert, wie man auf die hier einfach
hingeschriebenen IntegraleAk, Bk undCk kommt, sollte die verwen-
deten Originalarbeiten (und eventuell auch die dort zitierte Literatur)
konsultieren:

HENRY COHN: A Short Proof of the Simple Continued Fraction Expan-
sion ofe, American Mathematical Monthly113(2006), 56–62

und

THOMAS J. OSLER: A Proof of the Continued Fraction Expansion
of e1/M , American Mathematical Monthly113(2006), 62–66

Das American Mathematical Monthly,eine Mitgliederzeitschrift der
Mathematical Association of America,ist im Internet frei verf̈ugbar.



Kapitel 6
Quadratische Zahlkörper

Ein Zahlk̈orper ist ein K̈orperK, der den K̈orperQ der rationalen Zahlen
entḧalt und alsQ-Vektorraum endlichdimensional ist. Im zweidimen-
sionalen Fall reden wir von quadratischen Zahlkörpern. Die algebraische
Zahlentheorie untersucht die (noch zu definierenden) ganzen Zahlen ei-
nes solchen Zahlk̈orpers. In dieser Vorlesung geht es zwar eher um
elementare als um algebraische Zahlentheorie, jedoch werden wir im
nächsten Kapitel sehen, daß ein Umwegüber quadratische Zahlkörper
auch bei rein ganzzahligen Problemen gelegentlich hilfreich sein kann.

§1: Grundbegriffe der Ringtheorie

Als erstes wollen wir uns̈uberlegen, in welchen Zahlbereichen außerZ

wir noch sinnvoll von Teilbarkeit und eventuell auch Division mit Rest
reden k̈onnen. Wir brauchen dazu selbstverständlich zumindest eine
Addition und eine Multiplikation, d.h. einen der bereits inKapitel 1,§6
definiertenRinge.Wenn wir eindeutige Quotienten wollen, müssen wir
aber noch zus̈atzlich voraussetzen, daß es keine sogenannteNullteiler
gibt, d.h. von null verschiedene Elementer, s, deren Produkt gleich
null ist. Ist n̈amlich y = qs, so ist dann auchy = (q + r)s, was un-
serer Vorstellung von Teilbarkeit mit eindeutig bestimmtem Quotienten
widerspricht.

Definition: a) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Istx · y = 0,
so muß mindestens einer der beiden Faktorenx, y verschwinden. Ein
nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich(englischdo-
main).
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b) Wir sagen, ein Elementu eines IntegriẗatsbereichsR seiTeiler von
x ∈ R, in Zeichenu|x, wenn es einq ∈ R gibt, so daßx = q · u.
c) u ∈ R heißtgrößter gemeinsamer Teilervonx undy, wennu Teiler
vonx und vony ist und wenn f̈ur jeden anderen gemeinsamen Teilerv
vonx undy gilt: v|u.
d)Ein Elemente ∈ R heißtEinheit,falls es eine′ ∈ R gibt mit e ·e′ = 1.
Die Menge aller Einheiten vonR bezeichnen wir mitR×.
e) Zwei Elementex, y ∈ R heißen assoziiert, wenn es eine Einheit
e ∈ R gibt, so daßy = e · x.

Der Prototyp eines kommutativen Rings ist der RingZ der ganzen
Zahlen; er ist ein Integritätsbereich mit±1 als einzigen Einheiten. Zwei
ganze Zahlen sind somit genau dann assoziiert, wenn sie denselben
Betrag haben. Man beachte, daß im Sinne der obigen Definitionsowohl
+2 als auch−2 ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler von 4 und 10 ist; der
ggT ist also nicht eindeutig bestimmt.

Der RingZ/m ist genau dann nullteilerfrei, wennm prim ist; in diesem
Fall ist er sogar ein K̈orper. Ist aberm = ab eine Zerlegung (inN) vonm
in ein Produkt mita, b > 1, so ist inZ/m zwarab = 0, abera, b 6= 0.

Die Menge allern× n-Matrizenüber einem K̈orper ist ein Beispiel f̈ur
einen der hier ausgeschlossenen nichtkommutativen Ringe.Er ist nicht
nullteilerfrei, entḧalt aber viele Einheiten, die invertierbaren Matrizen.

Auch die Polynomëuber einem K̈orperk bilden einen Ring, den Poly-
nomringk[X]. Auch er ist ein Integriẗatsbereich:

Lemma: IstR ein Integriẗatsbereich, so auch der Polynomring

R[X] =

{
n∑

i=0

aiX
i
∣∣ n ∈ N0, ai ∈ R

}

.

Seine Einheiten sind genau die Einheiten vonR.

Beweis: Wenn wir Addition und Multiplikation nach den̈ublichen
Regeln definieren, ist klar, daßR[X] alle Ringaxiome erf̈ullt. Um zu
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zeigen, daßR[X] nullteilerfrei ist, betrachten wir zwei Polynome

f =
n∑

i=0

aiX
i und g =

m∑

j=0

bjX
j ,

die beide von Null verschieden sind. Wir können etwa annehmen, daß
n undm so geẅahlt sind, daßan und bm beide nicht verschwinden.
Da R Integriẗatsbereich ist, kann dann auch das Produktanbm nicht
verschwinden, also ist der führende TermanbmX

n+m vonfg von Null
verschieden und damit auchfg selbst. Tats̈achlich beweist dies sogar
etwas mehr als die Nullteilerfreiheit, denn wir wissen nun,daß sich bei
der Multiplikation zweier Polynome die Grade addieren.

Ist f ∈ R[X] eine Einheit, so gibt es eing ∈ R[X] mit fg = 1; da das
konstante Polynom 1 den Grad null hat, muß dasselbe auch für f undg
gelten, d.h.f, g ∈ R und damit inR×.

Für jeden RingR gilt

Lemma: a) Die MengeR× aller Einheiten vonR ist eine abelsche
Gruppe bez̈uglich der Multiplikation.
b) Ein kommutativer RingR ist genau dann ein Integritätsbereich, wenn
die folgendeKürzungsregelerfüllt ist: Gilt f ürx, y, z ∈ R undz 6= 0 die
Gleichungxz = yz, so istx = y.
c) Zwei Elementex, y eines IntegriẗatsbereichR sind genau dann as-
soziiert, wennx|y undy|x.
d) Ein größter gemeinsamer Teiler, so er existiert, ist bis auf Assozi-
iertheit eindeutig bestimmt.

Beweis: a)Sind e, f ∈ R Einheiten, so gibt es Elementee′, f ′ mit
ee′ = ff ′ = 1. Damit ist (ef )(f ′e′) = e(ff ′)e′ = ee′ = 1, d.h. auchef ist
eine Einheit. Außerdem ist jede Einheit invertierbar, dennoffensichtlich
ist e′ ein multiplikatives Inverses zue.
b) IstR ein Integriẗatsbereich undxz = yz, so ist (x− y)z = 0; daz 6= 0
vorausgesetzt war, folgtx − y = 0, alsox = y. Folgt umgekehrt aus
xz = yz undz 6= 0 stetsx = y, so istR nullteilerfrei, denn istxy = 0
undy 6= 0, so istxy = 0y, alsox = 0.
c) Ist y = ex, so istx ein Teiler vony. Da Einheiten invertierbar sind,
ist auchx = e−1y, d.h.y|x.
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Gilt umgekehrtx|y undy|x, so gibt es Elementeq, q′ mit x = qy und
y = q′x. Damit ist 1x = x = (qq′)x, alsoqq′ = 1. Somit istq eine
Einheit.
d) Sindu, v zwei gr̈oßte gemeinsame Teiler vonx, y, so ist nach Defi-
nition u Teiler vonv undv Teiler vonu, also sindu undv assoziiert.

Manchmal haben wir sogar eine eindeutige Primzerlegung im folgenden
Sinn:

Definition: a) Ein Elementx eines IntegriẗatsbereichsR heißtirredu-
zibel, falls gilt: x ist keine Einheit, und istx = yz das Produkt zweier
Elemente ausR, so mußy oderz eine Einheit sein.
b)Ein IntegriẗatsbereichR heißtfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Elementx ∈ R läßt sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produktx = u

∏r
i=1 p

ei

i mit einer Einheitu ∈ R×,
irreduziblen Elementenpi ∈ R und naẗurlichen Zahlenei.
(ZPEsteht f̈ur Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei Elementenx, y
einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir wählen zun̈achst aus jeder Klasse assoziierter irreduzib-
ler Elemente einen Vertreter; für die Zerlegung eines Elements in ein
Produkt irreduzibler Elemente reicht es dann, wenn wir nur irreduzible
Elemente betrachten, die Vertreter ihrer Klasse sind.

Sind x = u
∏r

i=1 p
ei

i und y = v
∏s

j=1 q
fj

j mit u, v ∈ R× und pi, qj
irreduzibel die entsprechenden Zerlegungen vonx und y in Primfak-
toren, so k̈onnen wir, indem wir n̈otigenfalls Exponenten null einführen,
o.B.d.A. annehmen, daßr = s ist undpi = qi für allei. Dann ist offenbar∏r

i=1 p
min(ei,fi)
i ein ggT vonx undy, dennz =

∏r
i=1 p

gi

i ist genau dann
Teiler vonx, wenngi ≤ ei für allei, und Teiler vony, wenngi ≤ fi.

§2: Die Elemente quadratischer Zahlkörper

Ein quadratischer Zahlk̈orper ist ein Zahlk̈orper, der alsQ-Vektorraum
betrachtet die Dimension zwei hat. Es gibt daher ein von der Eins linear
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unabḧangiges Elementα. Die drei Elemente 1, α, α2 müssen aber linear
abḧangig sein; es gibt also rationale Zahlenp, q, r, so daßpα2+qα+r ver-
schwindet. Indem wir mit dem Hauptnenner vonp, q, r multiplizieren,
erhalten wir eine entsprechende Gleichung mit ganzzahligen Koeffizien-
ten, und wenn wir dann noch durch deren ggT dividieren, erhalten wir
teilerfremde ganze ZahlenA,B,C, so daßAα2 +Bα +C = 0 ist.

Nach der L̈osungsformel f̈ur quadratische Gleichungen folgt

α = − B

2A
±
√
B2− 4AC

2A
.

Den Ausdruck∆ = B2 − 4AC unter der Wurzel bezeichnen wir als
die Diskriminantevonα. Für α =

√
W mit W ∈ Z beispielsweise ist

A = 1, B = 0 undC = −W , also∆ = 4W . Fürα = 1
3 + 1

5

√
2 haben wir

die Gleichung

α2 − 2
3
α +

1
9
− 2

25
= α2 − 2

3
α +

7
225

= 0 =⇒ 225α2 − 150α + 7 = 0 ;

hier ist die Diskriminante somit∆ = 1502− 4 · 225· 7 = 16200.

Wegen der Irrationaliẗat vonα muß auch
√

∆ irrational sein, d.h.∆ ist
kein Quadrat. Wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung inZ können
wir ganze ZahlenQ,D ∈ Z finden, so daß∆ = Q2D und

√
∆ = Q

√
D

ist mit einer quadratfreien ZahlD, d.h. einer ZahlD, die durch keine
Quadratzahl ungleich eins teilbar ist. Somit läßt sichα in der Form
r + s
√
D schreiben mitr, s ∈ Q. DaK alsQ-Vektorraum zweidimen-

sional ist, l̈aßt sich jedes Element vonK so schreiben, als Vektorraum
ist alsoK = Q⊕Q

√
D.

Umgekehrt istQ ⊕ Q
√
D für jedes NichtquadratD ein Körper, denn

naẗurlich liegen Summe und Differenz zweier Elemente wieder in
diesem Vektorraum und wegen

(r + s
√
D)(u + v

√
D) = (ru + svD) + (rv + su)

√
D

auch das Produkt. F̈ur den Quotienten k̈onnen wir wie bei den komplexen
Zahlenüber die dritte binomische Formel argumentieren:

r + s
√
D

u + v
√
D

=
(r + s

√
D)(u− v

√
D)

(u + v
√
D)(u− v

√
D)

=
ru− svD
u2 − v2D

+
su− rv
u2 − v2D

.
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Wir bezeichnen diesen K̈orper kurz mitK = Q[
√
D].

FürD > 0 istQ[
√
D] ein Teilkörper vonR; wir reden in diesem Fall von

einemreellquadratischenZahlkörper. FallsD < 0, gibt es inQ[
√
D]

auch imagin̈are Elemente; hier reden wir von einemimaginärquadrati-
schenZahlkörper.

§3: Die Hauptordnung eines Zahlkörpers

Jede rationale Zahl ist L̈osung einer linearen GleichungaX + b = 0 mit
ganzzahligen Koeffizientena, b, von denen der erste nicht verschwinden
darf; sie ist genau dann eine ganze Zahl, wenn mana = 1 wählen kann.

Entsprechend ist jedes Elementx eines Zahlk̈orpersK Lösung einer
Polynomgleichung

anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 = 0 mit ai ∈ Z ,

denn daK nach Definition ein endlichdimensionalerQ-Vektorraum ist,
können die Potenzen vonx nicht allesamt linear unabhängig sein. Es
gibt also f̈ur irgendeinn eine lineare Abḧangigkeit

λnx
n + λn−1x

n−1 + · · · + λ1x + λ0 = 0 mit λi ∈ Q .

Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizientenλi macht daraus
eine Polynomgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.

Definition: Ein Elementx eines Zahlk̈orpersK heißtganz,wenn es
einer Polynomgleichung

xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = 0

mit ganzzahligen Koeffizientenai ∈ Z und ḧochstem Koeffizienten eins
gen̈ugt.

Man kann relativ einfach zeigen, daß die ganzen Zahlen in einem
ZahlkörperK einen Ring bilden; da wir uns hier aber auf quadrati-
sche Zahlk̈orper beschr̈anken, bei denen wir dies ganz explizit sehen
können, sei hier auf einen solche Beweis verzichtet.
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Wir betrachten also einen quadratischen ZahlkörperK = Q[
√
D]. Ein

Elementα = r + s
√
D mit r, s ∈ Q ist genau dann ganz, wenn es einer

Gleichung der Formx2 + ax + b = 0 gen̈ugt mita, b ∈ Z. Da

x2 = (r + s
√
D)2 = (r2 + s2D) + 2rs

√
D

ist, gen̈ugtx der Gleichung

x2 − 2rx + (r2− s2D) = 0 .

Somit m̈ussenc = 2r undd = r2 − s2D ganze Zahlen sein.

Für r ∈ Z ist die erste Bedingung trivialerweise erfüllt und die zweite
genau dann, wenn auchs eine ganze Zahl ist: DaD keinen Nenner hat,
ist der Nenner vonr2 − s2D in diesem Fall das Quadrat des Nenners
vons.

Fallsr keine ganze Zahl ist, muß es wegen der ersten Bedingung von der
Formr = c/2 sein mit einer ungeraden Zahlc. Notwendige Bedingung
für die Ganzheit vonr2 − s2D ist dann, daß auchs = e/2 von dieser
Form ist. Dann ist

r2− s2D =
c2− e2D

4
∈ Z =⇒ c2 − e2D ≡ 0 mod 4 .

c und e sind ungerade Zahlen; ihre Quadrate sind also kongruent eins
modulo vier. Somit istr2 − s2D genau dann ganz, wennD ≡ 1 mod 4
ist.

In Q[
√
D] ist ein Elementr +s

√
D daher f̈urD 6≡ 1 mod 4 genau dann

ganz, wennr unds beide ganz sind; die Menge der ganzen Zahlen ist
alsoZ ⊕ Z

√
D. Diese Menge ist offensichtlich eine abelsche Gruppe

bez̈uglich der Addition, und da das Quadrat von
√
D die ganze ZahlD

ist, ist sie auch abgeschlossen bezüglich der Multiplikation; die ganzen
Zahlen bilden also einen Ring.

Im FallD ≡ 1 mod 4 istr+s
√
D auch ganz, wennr unds beide jeweils

die Hälfte einer ungeraden Zahl sind. Insbesondere ist also auch

βD =
1 +
√
D

2
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eine ganze Zahl, und offensichtlich sind die ganzen Zahlen genau die
Zahlen, die sich alsu + vβD mit u, v ∈ Z schreiben lassen. Die Menge
der ganzen Zahlen ist alsoZ⊕ ZβD. Auch dies ist ein Ring, denn

β2
D =

1 + 2
√
D +D

4
=
D − 1

4
+

1 +
√
D

2
=
D − 1

4
+ βD

liegt wieder in dieser Menge, da (D − 1)/4 im FallD ≡ 1 mod 4 eine
ganze Zahl ist.

Die ganzen Zahlen inQ[
√
D] bilden also in jedem Fall einen Ring;

diesen Ring bezeichnen wir als dieHauptordnungO = OD vonQ[
√
D].

Wie wir gerade gesehen haben, ist somit

OD =

{
Z⊕ Z

√
D fallsD 6≡ 1 mod 4

Z⊕ ZβD mit βD = 1
2(1 +

√
D) fallsD ≡ 1 mod 4

.

Beim KörperK = Q[i] der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und
Imagin̈arteil istD = −1 ≡ 3 mod 4, also ist die Hauptordnung hier
einfachO−1 = Z ⊕ Zi, die sogenannten ganzen GAUSSschen Zahlen.
FürD = −3≡ 1 mod 4 dagegen ist auchβ−3 = 1

2(1 +
√
−3) eine ganze

Zahl undO−3 = Z⊕ Zβ−3.

Dieses Beispiel wirft die Frage auf, ob unsere Definition ganzer Zahlen
wirklich so geschickt war: Wir ḧatten schließlich auch einfach definieren
können, daßr + s

√
D genau dann ganz heißen soll, wennr unds ganze

Zahlen sind.

Einer der Gr̈unde ist sicherlich, daß wir in nichtquadratischen Zahl-
körpern keine ausgezeichneten Elemente wie

√
D haben, und selbst

im quadratischen Fall ist
√
D nicht immer das einzige ausgezeichnete

Element. Im FalleD = −3 beispielsweise istβ−3 = 1
2(1 +

√
−3) eine

primitive sechste Einheitswurzel, und es gibt keinen Grund, diese als

”
weniger ganz“ oder

”
weniger ausgezeichnet“ zu betrachten als

√
−3.

Viel wichtiger ist aber, daß wir nur bei dieser Definition derGanzheit
eine Chance auf eindeutige Primzerlegung in der Hauptordnung haben:

Definition: a) SindR ≤ S Integriẗatsbereiche, so heißt ein Element
x ∈ S ganzüberR, wenn es einer Gleichung

xn + rn−1x
n−1 + · · · + r1x + r0 = 0 mit ri ∈ R
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gen̈ugt.
b) R heißt ganzabgeschlossen oder normal, wenn jedesüberR ganze
Element des QuotientenkörpersK vonR in R liegt.

Satz: Ein faktorieller Ring ist ganzabgeschlossen.

Beweis:Jedes Elementx des Quotientenk̈orpers eines RingsR kann als
Quotientx = p/q mit p, q ∈ R dargestellt werden. FallsR faktoriell ist,
können wir dabei annehmen, daßp undq teilerfremd sind.x ist genau
dann ganz̈uberR, wenn es einn ∈ N und Elementer0, . . . , rn−1 ∈ R
gibt derart, daß

xn = −rn−1x
n−1− · · · − r1x− r0

ist. Multiplikation mit qn macht daraus die Gleichung

pn = −rn−1p
n−1q − · · · − r1pq

n−1 − roqn .

Hier ist die rechte Seite durchq teilbar, also auch die linke. Dap undq als
teilerfremd vorausgesetzt war, ist das nur möglich, wennq eine Einheit
ist, d.h.x = p/q liegt inR.

§4: Normen und Spuren in quadratischen Zahlkörpern

Beginnen wir mit einem Beispiel: Die Hauptordnung vonK = Q[
√
−5]

istO−5 = Z⊕Z[
√
−5], und dort haben wir die beiden Produktzerlegun-

gen
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5) · (1−

√
−5) .

Folgt daraus, daßO−5 nicht faktoriell ist?

Bevor wir diese Frage beantworten können, m̈ussen wir zun̈achst wissen,
ob möglicherweise die Faktoren auf der rechten Seite noch weiter zerlegt
werden k̈onnen. Solche Fragen lassen sich oft entscheiden, indem man
dieNormender beteiligten Elemente betrachtet.

Definition: a) Für ein Elementsα = r + s
√
D von K = Q ⊕ Q

√
D

heißtα = r − s
√
D das zuα konjugierte Element.

b) Die Norm vonα ist

N(α) = αα = (r + s
√
D)(r − s

√
D) = r2 − s2D ∈ Q .

c) Die Spur vonα ist Sp(α) = α + α = 2r ∈ Q .
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Lemma: a) Für α, β ∈ Q[
√
D] ist αβ = α · β.

b) Für α, β ∈ Q[
√
D] ist N(αβ) = N(α) · N(β).

c) α ∈ Q[
√
D] ist Wurzel der quadratischen Gleichung

X2 − Sp(α)X + N(α) = 0 .

d)α ∈ Q[
√
D] ist genau dann ganz, wenn N(α) und Sp(α) in Z liegen.

e)α ∈ OD ist genau dann eine Einheit, wenn N(α) = ±1 ist.

Beweis: a)Folgt sofort durch direktes Nachrechnen: Für α = r + s
√
D

undβ = u + v
√
D ist

αβ = (ru + svD) + (rv + su)
√
D = (ru + svD)− (rv + su)

√
D

= (r − s
√
D)(u− v

√
D) = αβ .

b) Nach Definition ist

N(αβ) = αβ · αβ = αβαβ = αα · ββ = N(α) ·N(β) .

c) Ist offensichtlich, dennα undα sind Nullstellen von

(X − α)(X − α) = X2 − (α + α)X + αα = X2 − Sp(α)X + N(α) .

d) folgt sofort ausc) und der Definition der Ganzheit.

e) Ist α ∈ O×
D eine Einheit, so gibt es ein dazu inverses ganzes Ele-

mentβ ∈ OD, und wegenαβ = 1 ist N(α) ·N(β) = N(αβ) = N(1) = 1.
Die Norm ist also eine Einheit vonZ, d.h. N(α) = ±1.

Ist umgekehrt N(α) = αα = ±1, so istα · (±α) = 1, wir haben also ein
ganzes Inverses.

Das k̈onnen wir beispielsweise anwenden auf die eingangs betrachteten
Zerlegungen 6 = 2· 3 = (1 +

√
−5) · (1−

√
−5). In Q[

√
−5] ist

N(2) = 2 · 2 = 4, N(3) = 3 · 3 = 9, N
(
1±
√
−5
)

= 1 + 5 = 6 .

Echte Primteiler einer dieser Zahlen müßten also Norm±2 oder±3
haben. Wegen

N(a + b
√
−5) = a2 + 5b2

müßte f̈ur solche Elementeb = 0 unda2 = 2 oder 3 sein, was für ein
a ∈ Q offensichtlich nicht m̈oglich ist. Somit sind die Elemente 2,3
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und 1±
√
−5 allesamt irreduzibel, und die Zahl sechs läßt sich auf

zwei verschiedene Weisen als Produkt irreduzibler Elemente schreiben.
(Es ist klar, daß 2 und 3 nicht zu 1±

√
−5 assoziiert sein k̈onnen,

denn die Normen assoziierter Elemente unterscheiden sich höchstens
im Vorzeichen.)

Damit haben wir gezeigt, daß die Hauptordnung vonQ[
√
−5] nicht

faktoriell ist.

§5: Euklidische Ringe

In Kapitel I bewiesen wir die eindeutige Primzerlegung inZ mit Hil-
fe des EUKLID ischen Algorithmus. Wenn wir Beispiele für faktorielle
RingeOD suchen, liegt es daher nahe, nach Ringen zu suchen, in de-
nen es einen EUKLID ischen Algorithmus gibt. Solche Ringe heißen EU-
KLID ische Ringe.

Wie wir gesehen haben, ist die Division mit Rest das wichtigste
Werkzeug beim EUKLID ischen Algorithmus, und wie sich in diesem
Abschnitt herausstellen wird, brauchen wir kein weiteres.Wir definie-
ren daher

Definition: Ein EUKLID ischer Ring ist ein IntegritätsbereichR zusam-
men mit einer Abbildungν:R \ {0} → N0, so daß gilt: Istx|y, so ist
ν(x) ≤ ν(y), und zu je zwei Elementenx, y ∈ R gibt es Elemente
q, r ∈ R mit

x = qy + r und r = 0 oder ν(r) < ν(y) .

Wir schreiben auchx : y = q Restr und bezeichnenr als Divisionsrest
bei der Division vonx durchy.

Das Standardbeispiel ist natürlich der RingZ der ganzen Zahlen mit
ν(x) = |x|. Ein anderes Beispiel ist der Polynomringk[X] über einem
Körperk: Hier können wirν(f ) für ein Polynomf 6= 0 als den Grad
von f definieren; dann erfüllt auch die Polynomdivision mit Rest die
Forderung an einen EUKLID ischen Ring.

Man beachte, daß weder der Quotient noch der Divisionsrest ein-
deutig bestimmt sein muß: Beispielsweise ist schon inZ einerseits
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15 : 4 = 3 Rest 3, andererseits aber auch 4 Rest− 1, wobei letzteres
im EUKLID ischen Algorithmus m̈oglicherweise sogar schneller ans Ziel
führt.

Lemma: In einem EUKLID ischen RingR gibt es zu je zwei Elementen
x, y ∈ R einen ggT. Dieser kann nach dem EUKLID ischen Algorithmus
berechnet werden und läßt sich als Linearkombination vonx undy mit
Koeffizienten ausR darstellen.

Beweis:In jedem Integriẗatsbereich folgt aus der Gleichungx = qy + r
mit x, y, q, r ∈ R, daß die gemeinsamen Teiler vonx und y gleich
denen vony undr sind. Speziell in einem EUKLID ischen Ring k̈onnen
wir dabei r als Divisionsrest ẅahlen und, wie beim klassischen EU-
KLID ischen Algorithmus, danachy durchr dividierenusw.,wobei wir
eine Folge von Divisionsrestenri erhalten mit der Eigenschaft, daß in
jedem Schritt die gemeinsamen Teiler vonx undy gleich denen vonri−1
undri sind. Außerdem ist stets entwederri = 0 oderν(ri) < ν(ri−1), so
daß die Folge nach endlich vielen Schritten mit einemrn = 0 abbrechen
muß. Auch hier sind die gemeinsamen Teiler vonrn−1 undrn = 0 genau
die gemeinsamen Teiler vonx undy. Da jede Zahl Teiler der Null ist,
sind die gemeinsamen Teiler vonrn−1 und Null aber genau die Teiler
vonrn−1, und unter diesen gibt es natürlich einen gr̈oßten, n̈amlichrn−1
selbst. Somit haben auchx und y einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler,
nämlich den nach dem EUKLID ischen Algorithmus berechneten letzten
von Null verschiedenen Divisionsrestrn−1.

Auch die lineare Kombinierbarkeit folgt wie im klassischenFall: Bei
jeder Division mit Rest ist der Divisionsrest als Linearkombination von
Dividend und Divisor darstellbar; beim EUKLID ischen Algorithmus be-
ginnen wir mit Dividendx und Divisory, die naẗurlich beide als Lin-
earkombinationen vonx undy darstellbar sind, und induktiv folgt, daß
auch alle folgenden Dividenden und Divisoren sind als Resteeiner vo-
rangegangenen Division Linearkombinationen vonx und y sind, also
ist es auch ihr Divisionsrest. Insbesondere ist auch der ggTals letzter
nichtverschwindender Divisionsrest Linearkombination von x und y,
und die Koeffizienten k̈onnen wie in Kapitel I mit dem erweiterten EU-
KLID ischen Algorithmus berechnet werden.
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Lemma: a) In einem EUKLID ischen RingR ist jedes Elementx 6= 0
mit ν(x) = 0 eine Einheit.
b) Ist x = yz 6= 0, wobeiy, z keine Einheiten sind, so istν(y) < ν(x)
undν(z) < ν(x).

Beweis: a)Wir dividieren eins durchx mit Rest: 1 :x = q Restr.
Dann ist entwederr = 0 oder aberν(r) < ν(x) = 0. Letzteres ist nicht
möglich, also istqx = 1 undx eine Einheit.

b) Day undz Teiler vonx sind, sindν(y), ν(z) ≤ ν(x). Um zu zeigen,
daßν(y) echt kleiner alsν(x) ist, dividieren wiry mit Rest durchx;
das Ergebnis seiq Restr, d.h.y = qx + r mit r = 0 oderν(r) < ν(x).
Wärer = 0, wärey ein Vielfaches vonx, es g̈abe also einu ∈ R mit
y = ux = u(yz) = (uz)y. Damit wäreuz = 1, alsoz eine Einheit, im
Widerspruch zur Annahme. Somit istν(r) < ν(x).

Als Teiler vonx ist y auch Teiler vonr = y− qx = y(1− qz), also muß
ν(y) ≤ ν(r) < ν(x) sein. Genauso folgt, daß auchν(z) < ν(x) ist.

Satz: Jeder EUKLID ische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß jedes Elementx 6= 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einer Einheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben werden kann.
Wir beginnen damit, daß sichx überhaupt in dieser Weise darstellen
läßt.

Dazu benutzen wir die Betragsfunktionν:R \ {0} → N0 des EU-
KLID ischen RingsR und beweisen induktiv, daß für n ∈ N0 alle x 6= 0
mit ν(x) ≤ n in der geẅunschten Weise darstellbar sind.

Ist ν(x) = 0, so istx nach obigem Lemma eine Einheit. Diese kann als
sich selbst mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemente
geschrieben werden.

Für n > 1 unterscheiden wir zwei F̈alle: Istx irreduzibel, so istx = x
eine Darstellung der geẅunschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls l̈aßt sichx = yz als Produkt zweier Elemente schreiben, die
beide keine Einheiten sind. Somit sind nach obigem Lemmaν(y) < ν(x)
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undν(z) < ν(x), beide lassen sich also nach Induktionsvoraussetzung
als Produkte von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schrei-
ben. Damit l̈aßt sich auchx = yz so darstellen.

Als nächstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentliche Hilfsmittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produktxy teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisbetrachten wir den ggT vonx undp. Dieser ist insbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwederp oder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonx und wir sind fertig; andernfalls k̈onnen wir

1 = αp + βx

als Linearkombination vonp und x schreiben. Multiplikation mity
macht darausy = αpx + βxy, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchp teilbar: Beiαpx ist das klar, und beiβxy folgt es
daraus, daß nach Voraussetzungp ein Teiler vonxy ist. Also istp Teiler
vony, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produkt
r∏

i=1
xi teilt, teilt es min-

destens einen der Faktorenxi.

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktiv, daßfür
jedesn ∈ N0 alle Elemente mitν(x) ≤ n eine bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung haben.

Für n = 0 istx eine Einheit; hier ist die Zerlegungx = x eindeutig.

Seien nun

x = u
r∏

i=1

pei

i = v
s∏

j=1

q
fj

j

zwei Zerlegungen eines Elementsx ∈ R, wobei wir annehmen k̈onnen,
daß alleei, fj ≥ 1 sind. Dann istp1 trivialerweise Teiler des ersten
Produkts, also auch des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptung teiltp1
also mindestens eines der Elementeqj , d.h.p1 = wqj ist bis auf eine
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Einheitw gleich qj . Da p1 keine Einheit ist, istν(x/p1) < ν(x); nach
Induktionsannahme hat alsox/p1 = x/(wqj) eine bis auf Reihenfolge
und Einheiten eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat
auchx diese Eigenschaft.

Bemerkung:Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht: Beispielsweise
sind nach einem Satz von GAUSS auchZ[X] sowie Polynomringe in
mehr als einer Ver̈anderlichen̈uberZ oder einem K̈orper faktoriell, aber
keiner dieser Ringe ist EUKLID isch, da sich weder der ggT eins von
2 undX in Z[X] noch der ggT eins vonX und Y in k[X,Y ] als
Linearkombination der Ausgangselemente schreiben läßt.

Wir interessieren uns in diesem Kapitel vor allem für quadratische
Zahlkörper; daher wollen wir uns fragen, wann die Hauptordnung eines
solchen K̈orpers EUKLID isch ist.

Dazu brauchen wir zun̈achst eine Abbildungν nachN0. Für Z konnten
wir einfach den Betrag nehmen; für die Hauptordnung eines quadrati-
schen Zahlk̈orpers k̈onnen wir unser Glück versuchen mit dem Betrag
der Norm.

Falls die HauptordnungOD von Q[
√
D] zusammen mit dieser Abbil-

dung ein EUKLID ischer Ring ist, muß es zu je zwei Elementenr, s ∈ OD

mit s 6= 0 ein Elementq ∈ OD geben, so daß|N(r − sq)| < |N(s)| ist.
Division durchs macht daraus die Ungleichung

∣∣∣N
(r
s
− q
)∣∣∣ < |N(1)| = 1 .

Da sich jedes Element vonQ[
√
D] als so ein Quotientr/s darstellen

läßt, muß es also zu jedemx ∈ Q[
√
D] ein q ∈ OD geben, so daß

|N(x− q)| < 1 ist. Dies zeigt auch, wie man im EUKLID ischen Fall
die Division mit Rest durchf̈uhrt: Man berechnet den Quotientenx/y
zun̈achst im K̈orperQ[

√
D] und nimmt dann das bezüglich der Norm

nächstgelegene Element vonOD.

Betrachten wir als Beispiel die Division von 23 + 9i durch 2− 3i im
RingZ[i] der GAUSSschen Zahlen. InQ[i] ist

23 + 9i
2− 3i

=
(23 + 9i)(2 + 3i)

13
=

19
13

+
87
13
i .
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Da 19 : 13 = 1 Rest 6 und 87 : 13 = 6 Rest 9 ist, liegt das Element 1+7i
ausZ[i] am n̈achsten bei dieser Zahl. Die Norm von

19
13

+
87
13
i− (1 + 7i) =

6
13
− 4

13
i

ist (62 + 42)/132 = 52/169 und damit deutlich kleiner als eins. Somit ist

(23 + 9i) : (2− 3i) = (1 + 7i) Rest − 2i

ein mögliches Ergebnis der Division mit Rest. Ein anderes wäre

(23 + 9i) : (2− 3i) = (1 + 6i) Rest 3 ,

denn auch die Norm von 3 ist kleiner als die von 2 +3i. (Der Rest wurde
jeweils als Dividend minus Divisor mal Quotient berechnet.)

Um zu sehen, in welchen der RingeOD eine solche Division mit
Rest stets m̈oglich ist, betrachten wir die Situation geometrisch. Wir
beschr̈anken uns dabei zunächst auf den imagin̈arquadratischen Fall.

Um besser zu sehen, welche Terme in den folgenden Rechnungenpositiv
und welche negativ sind, schreiben wir den Körper alsQ[

√
−D] mit

D > 0; seine Elemente lassen sich dann in der Formx+iy
√
D darstellen,

wobeii =
√
−1 die imagin̈are Einheit bezeichnet.

Wir betrachtenQ[
√
−D] als Teilmenge der komplexen ZahlenebeneC;

dann ist

N(r + is
√
D) = (r + is

√
D)(r − is

√
D) = r2 + s2D =

∣∣∣r + is
√
D
∣∣∣
2

einfach das Quadrat des̈ublichen komplexen Betrags.O−D ist also
genau dann ein EUKLID ischer Ring mit der Norm als Betragsfunktion,
wenn es zu jedem Elementx ∈ Q[

√
−D] ein q ∈ O−D gibt, so daß

|x− q| < 1 ist. DaQ[
√
−D] dicht in C liegt, müssen dazu die Kreis-

scheiben mit Radius eins um die Punkte ausO−D die ganze komplexe
Zahlenebenëuberdecken. Bei den Punkten, die nur auf Rändern sol-
cher Kreisscheiben liegen, muß zudemüberpr̈uft werden, daß sie nicht
in Q[

√
−D] liegen: Andernfalls sind das K̈orperelemente, für die obige

Ungleichung nicht erf̈ullt ist.

Die Punkte ausOD bilden ein Gitter inC; für jeden der Gitterpunkte
q ∈ OD definieren wir dessenWirkungsbereichoder VORONOI-Bereich
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als den Abschluß der Menge allerz ∈ C, die n̈aher beiq liegen als bei
jedem der anderen Gitterpunkte:

W (q) =
{
z ∈ C

∣∣ ∀q′ ∈ O−D : |z − q| ≤ |z − q′|
}

Offensichtlich liegt jedesz ∈ C in mindestens einem dieser Wirkungs-
bereiche, und fallsW (q) ⊆

{
z ∈ C

∣∣ |z − q| < 1
}

, folgt insbeson-
dere, daß jedes Element vonQ[

√
−D] im Innern einer Kreisscheibe

mit Radius eins um einen Gitterpunkt liegt: Dann ist der RingO−D

EUKLID isch.

Der Wirkungsbereich eines Gitterpunktsz unterscheidet sich von dem
des Nullpunkts nur durch eine Verschiebung umz; entsprechendes gilt
auch f̈ur die Kreise mit Radius eins um die beiden Punkte. Daher reicht
es, zu untersuchen, wann der Wirkungsbereich des Nullpunkts ganz im
Innern des Einheitskreises liegt.

Die Struktur des Wirkungsbereichs hängt ab vonD mod 4: Falls
D 6≡ −1 mod 4, d.h.D 6≡ 3 mod 4, istO−D = Z ⊕ Z[

√
−D]. In

der komplexen Zahlenebene bilden diese Punkte ein Rechteckgitter mit
den Gitterpunktenq = r + is

√
D zu r, s ∈ Z. Der Wirkungsbereich des

Nullpunkts ist daher das Rechteck mit Ecken± 1
2 ± i

2

√
D, und die am

weitesten von der Null entfernte Punkte sind die Ecken mit Abstand
√√√√
(

1
2

)2

+

(√
D

2

)2

=

√
1 +D
2

.

Dies ist genau dann echt kleiner als eins, wennD ≤ 2 ist, d.h.D = 1
oderD = 2.

Für D = 3 überdecken zwar die abgeschlossenen Kreisscheiben mit
Radius eins um die Gitterpunkte ganzC, aber die gerade betrachteten
Eckpunkte sind Elemente des KörpersQ[

√
−3], die in keiner offenen

Kreisscheibe um einen Gitterpunkt liegen. Das ist allerdings hier kein
Problem, denn inQ[

√
−3] sind diese Eckpunkte ja selbst Gitterpunkte:

FürD ≡ 3 mod 4 gibt es schließlich mehr ganze Zahlen inQ[
√
−D].
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Hier wird das GitterO−D erzeugt von der Eins und von12(1 + i
√
D).

Der Nullpunkt hat somit sechs nächste Nachbarn, nämlich ±1 und
± 1

2± i
2

√
D. Die Wirkungsbereiche der Null und von±1 werden getrennt

durch die Geradenx = ± 1
2 , und auch f̈ur die vier anderen Punkte m̈ussen

wir die Mittelsenkrechte zur Verbindungsstrecke betrachten. Diese geht
durch den Streckenmittelpunkt, also durch± 1

4 ± i
4

√
D, und sie steht

senkrecht auf dieser Strecke.

Eine Drehung um 90◦ kann in der komplexen Zahlenebene realisiert
werden durch Multiplikation miti; wir haben also die vier Geraden

{(
±1

2
± i

2

√
D

)
+

(
∓
√
D

2
± i

2

)
t
∣∣∣ t ∈ R

}
.

Zwei der Ecken des Wirkungsbereichs liegen (aus Symmetriegründen)
auf der imagin̈aren Achse; Einsetzen in die Geradengleichungen ergibt,
daß deren Imagin̈arteile gleich± 1

4(
√
D + 1/

√
D) sind. Die restlichen

vier Ecken liegen auf den Geradenx = ± 1
2 , haben also Realteil± 1

2; hier
führt die Rechnung auf die Imaginärteile± 1

4(
√
D − 1/

√
D).

Der Abstand dieser Punkte vom Nullpunkt ist
√(

1
2

)2

+
(
√
D − 1/

√
D)2

16
=

1
4

√
4 +D − 2 +

1
D

=
1
4

√
2 +D +

1
D

;

dies ist genau dann kleiner als eins, wenn gilt

2 +D +
1
D
< 42 = 16 oder D +

1
D
< 14 .
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Die einzigenD ≡ 3 mod 4, die dies erfüllen, sindD = 3,D = 7 und
D = 11. F̈ur diese ist auch14(

√
D + 1/

√
D) < 1, so daß dann und nur

dann der gesamte Wirkungsbereich der Null im Einheitskreisliegt.

Die einzigen imagin̈arquadratischen ZahlkörperQ[
√
D], deren Haupt-

ordnung bez̈uglich der Norm EUKLID isch ist, sind somit die mit

D ∈ {−1,−2,−3,−7,−11} ;

von diesen wissen wir damit auch, daß ihre Hauptordnung faktoriell ist.

Es ist nicht bekannt, ob es andereD < 0 gibt, für die die Hauptordnung
bez̈uglich einer anderen Funktionν:OD \ {0} → N0 EUKLID isch ist.
Bekannt ist aber, daß die einzigen weiteren faktoriellen Hauptordnun-
genOD die sind mitD ∈ {−19,−43,−67,−163}: sieheH. STARK:
A complete determination of the complex fields of class-number one,
Michigan J. of Math.14 (1967), 1–27. Die Methoden seines Beweises
liegen deutlicḧuber dem Niveau dieser Vorlesung.

Im reellquadratischen Fall wird die Ungleichung|N(z − q)| − 1 für
z = x + y

√
D undq = r + s

√
D zu

∣∣(x− r)2 − (y − v)2D
∣∣ < 1 .

Betrachten wir f̈ur festesq = r + s
√
D ∈ OD die MengeZq aller

(x, y) ∈ R2, für die z = x + y
√
D diese Ungleichung erfüllt, erhalten

wir also einen Bereich, der durch Hyperbeln begrenzt wird, und wir
müssen zeigen, daß die Vereinigung allerZq für q ∈ OD ganz R2

ist. Durch m̈uhsames Abhaken vieler Einzelfälle folgt aus einer ganzen
Reihe von Arbeiten, daß dies genau dann der Fall ist, wenn

D ∈ {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73} .

Die letzten offenen F̈alle wurden 1950 untersucht in H. CHATLAND ,
H. DAVENPORT: Euclid’s algorithm in real quadratic fields,Canadian J.
Math. 2 (1950), 289–296; dort sind auch die weiteren Arbeiten zitiert,
aus denen zusammen schließlich das obige Ergebnis folgt.

Genau f̈ur dieseD ist alsoOD EUKLID isch bez̈uglich der Norm. Es gibt
zahlreiche weitere positiveD, für dieOD faktoriell ist; vermutungsweise
sind es sogar unendlich viele. Ob einige dieser Ringe möglicherweise
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bez̈uglich einer anderen Abbildungν:R \ {0} → N0 EUKLID isch sind,
ist nicht bekannt, und die Nichtexistenz einer solchen Abbildung ist
naẗurlich nur schwer zu beweisen.

§6: Einheiten in quadratischen Zahlkörpern

Istx+y
√
D eine Einheit inOD (man spricht auch kurz, aber schlampig,

von einer Einheit des ZahlkörpersQ[
√
D]), so muß die Normx2−Dy2

eine Einheit inZ sein, also gleich±1.

Im imagin̈arquadratischen Fall istx2−Dy2 die Summe zweier positiver
Terme; hier kommt also nur der Wert +1 in Frage. Die einzigen ganz-
zahligen L̈osungen sind offensichtlich (x, y) = (±1,0), sowie im Fall
D = −1 der GAUSSschen Zahlen (x, y) = (0,±1). Für D ≡ 1 mod 4
sind auch echt halbzahlige Werte für sowohlx als auchy zugelassen;
dies f̈uhrt offensichtlich nur f̈urD = −3 zu weiteren L̈osungen, n̈amlich
x = ± 1

2 undy = ± 1
2. Damit haben wir gezeigt:

Lemma: In einem imagin̈arquadratischen ZahlkörperQ[
√
D] gibt es

fürD 6= −1 undD 6= −3 nur die Einheiten±1. InQ[i] gibt es zus̈atzlich
noch die Einheiten±i, und in Q[

√
−3] sind die Einheiten genau die

sechsten Einheitswurzeln±1 und± 1
2 ± 1

2

√
−3.

In reellquadratischen K̈orpern f̈uhrt die Bedingung N(x) = ±1 auf die
Gleichungx2−Dy2 = ±1 mit einem positivenD; hier können wir nicht
ausschließen, daß es unendlich viele Lösungen gibt.

Betrachten wir zun̈achst den Fall, daßx2−Dy2 = 1 ist. Diese Gleichung
bezeichnet man als die PELLsche Gleichung.

JOHN PELL (1611–1685) wurde im englischen Sussex geboren und ging auch dort zur
Schule. Bereits 1624 begann er sein Studium an der Universität Cambridge; 1628 erhielt
er seinen Bachelor und 1630 seinen Master. Danach arbeiteteer meist als Lehrer. Von
1654–1658 war er als Diplomat im Auftrag CROMWELLs in Zürich. In einem dort von
JOHANN HEINRICHRAHN (1622–1676) verfaßten Buch, an dem PELL wesentlich mitwirkte,
ist ein Beispiel der obigen Gleichung zu finden, weshalb sie EULER (1707–1783) nach
PELL benannte. Tatsächlich wurde sie wohl erstmalig von dem indischen Mathematiker
und Astronom BRAHMAGUPTA (598–670) untersucht; die vollständige Theorie dazu geht
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zurück auf LAGRANGE (1736–1813), der die Gleichung als ein Problem bezeichnet,das
FERMAT den englischen Mathematikern stellte. Nach seiner Rückkehr aus Z̈urich wurde
PELL Priester. 1663 ẅahlte ihn die Royal Society zum Mitglied, 1675 wurde er deren
Vizepr̈asident.

Mit der PELLschen Gleichung werden wir uns im nächsten Kapitel
genauer beschäftigen, und wir werden sehen, daß sie stets unendlich
viele Lösungen hat. Als Vorbereitung dazu wollen wir uns hier etwas
genauer mit der Struktur der Einheitengruppe beschäftigen. Dazu be-
trachten wir die Abbildung

λ:

{
O×

D → R2

α 7→ (log |α| , log |α|)
Da eine Einheit Norm±1 hat, ist|α| · |α| = 1, das Bild vonλ liegt also
auf der zweiten Winkelhalbierendeny = −x vonR2. Außerdem sindα
undα reell, so daßα genau dann im Kern vonλ liegt, wennα = ±1 ist.

Das Bild vonλ ist diskret, denn hatλ(α) höchstens den AbstandM vom
Nullpunkt, so ist log|α| ≤ M und log|α| ≤ M . Ist logR = M , so ist
also|α| ≤ R und |α| ≤ R. Damit ist |Sp(α)| ≤ 2R und |N(α)| ≤ R2.
Da Norm und Spur ganzzahlig sind, gibt es also für beide nur endlich
viele Möglichkeiten, und da f̈ur ein ganzes Element Norm und Spur
zusammen mit dem führenden Koeffizienten eins die Koeffizienten der
quadratischen Gleichung sind, gibt es auch nur endlich viele quadrati-
sche Gleichungen und damit nur endlich viele Möglichkeiten f̈urα.

Somit gibt es im Bild vonλ ein Elementλ(α) = (r,−r) mit minimalem
r > 0. Wir wollen uns̈uberlegen, daß das jeder andere Punkt im Bild ein
ganzzahliges Vielfaches davon ist. Da mit (s,−s) auch (−s, s) im Bild
liegt, können wir uns dabei auf Punkte (s,−s) mit s ≥ 0 beschr̈anken.

Für einen solchen Punktλ(β) = (s,−s) gibt es jedenfalls ein größtes
n ∈ N0, so daßnr ≤ s ist. Dann ist

λ(βα−n) = λ(β)− nλ(α) = (s,−s)− n(r,−r) = (s− nr, nr − s) ,

so daß auch dieser Punkt im Bild liegt. Nach Wahl vonn ist aber
0 ≤ s− nr < r; wegen der Minimaliẗat vonr ist alsos− nr = 0, d.h.
s = nr undβ = αn.

Damit haben wir bewiesen
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Satz: Falls es im reellquadratischen ZahlkörperK = Q[
√
D] ein Ele-

ment ausO×
D gibt, dessen Norm größer als eins ist, gibt es auch ein

entsprechendes Elementα mit kleinster Norm, und die Einheiten von
OD sind genau die Elemente±αn mit n ∈ Z. Insbesondere ist dann die
Einheitengruppe unendlich.

Im nächsten Kapitel werden wir sehen, daß jeder reellquadratische
Zahlkörper eine solche

”
Grundeinheit“α hat; die Einheitengruppe eines

reellquadratischen Zahlkörpers besteht also stets genau aus den Elemen-
te der Form±αn mit n ∈ Z undα ∈ O×

D.

Bevor wir das im einzelnen untersuchen, wollen wir zum Abschluß
dieses Kapitels und zur Vorbereitung auf das nächste noch ein Beispiel
einer nichtkommutativen Variante eines Zahlkörpers betrachten.

§7: Quaternionen

Nachdem durch die komplexen ZahlenR2 mit der Struktur eines K̈orpers
versehen war, versuchten viele Mathematikerähnliches auch für R3 zu
erreichen. Naẗurlich kann wederR3 noch sonst einRn mit n > 2
zu einem K̈orper gemacht werden, denn ein solcher Körper ẅare eine
algebraische Erweiterung vonR; da aber der algebraische Abschluß
vonR gleichC ist, muß dannn = 1 odern = 2 sein.

Die damaligen Mathematiker waren jedoch bescheidener: Ihnen gen̈ugte
es, einfach irgendeine Art von Multiplikation zu finden, dienicht un-
bedingt allen K̈orperaxiomen gen̈ugte – von K̈orpern sprach damals
ohnehin noch niemand.

Erst 1940 konnte HEINZ HOPF (1894–1971) (auf dem Umweg̈uber
Vektorfelder auf Spḧaren) zeigen, daß das nicht möglich ist: Selbst eine
bilineare AbbildungRn × Rn → Rn kann nur dann existieren, wennn
eine Zweierpotenz ist, und 1958 zeigten dann unabhängig voneinander
und mit verschiedenen Methoden JOHNMILNOR und MICHEL KERVAIRE,
daß auch nochn ≤ 8 sein muß, so daß nur die vier Möglichkeiten
n = 1,2,4 und 8 in Frage kommen. Genau in diesen Fällen waren auch
bereits entsprechende Produkte bekannt: Für n = 1 und 2 haben wir
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naẗurlich die reellebzw.komplexe Multiplikation. Den Falln = 4 löste
HAMILTON 1843: Er fand eine Multiplikation aufR4, die zwar nicht
kommutativ ist, ansonsten aber alle Körperaxiome erf̈ullt. Man spricht
in so einem Fall von einemSchiefk̈orper oder, in der neueren Literatur,
einerDivisionsalgebra.HAMILTON bezeichnete seine vierdimensionalen
Zahlen alsQuaternionen.Kurz danach konstruierte ARTHUR CAYLEY

(1821–1895) ein nicht-assoziatives Produkt aufR8; die so erhaltenen

”
Zahlen“ nannte erOktaven.

WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805–1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mit fünf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Hebräisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
an der Astronomie und beschäftigte sich stattdessen mit
mathematischen und physikalischen Problemen. Am be-
kanntesten ist er für seine Entdeckung der Quaternio-
nen, vorher publizierte er aber auch bedeutende Arbeiten
über Optik, Dynamik und Algebra.

HAMILTON wählte eine Basis vonH = R4, die aus der Eins sowie drei

”
imagin̈aren Einheiten“i, j , k besteht, d.h.i2 = j2 = k2 = −1. Außerdem

postulierte er, daßij = −ji = k sein sollte; daraus lassen sich dannüber
das Assoziativgesetz auch die anderen Produkte imaginärer Einheiten
berechnen.

Damit ist, wenn man die G̈ultigkeit des Distributivgesetzes postuliert,
eine Multiplikation aufR4 definiert; der Beweis, daß hierbei alle Körper-
axiome außer der Kommutativität der Multiplikation erf̈ullt sind, entḧalt
wie üblich nur einen etwas schwierigeren Punkt, die Existenz von In-
versen; der Rest ist m̈uhsame Abhakerei.

Zum Glück fand CAYLEY 1858 einen einfacheren Weg: Die vier kom-
plexen 2× 2-Matrizen

E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
0 1
−1 0

)
, J =

(
0 i
i 0

)
undK =

(
i 0
0 −i

)

erfüllen dieselben Relationen

I2 = J2 = K2 = −E und IJ = −JI = K ;
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wir können also die Quaterniona + bi + cj + dk identifizieren mit der
Matrix

aE + bI + cJ + dK =

(
a + di b + ci
−b + ci a− di

)
∈ C2×2 .

Da für Matrizen das Assoziativgesetz wie auch das Distributivgesetz gel-
ten, ist klar, daß das Produkt zweier solcher Matrizen wieder von dersel-
ben Form ist und daß auch die Quaternionenmultiplikation Assoziativ-
und Distributivgesetz erfüllt.

Die Quaternionen entsprechen somit genau den komplexen 2× 2-
Matrizen der Form

(
α β
−β α

)
mit α = a + di, β = b + ci .

Die Determinante dieser Matrix istαα + ββ = a2 + b2 + c2 + d2 .

Definieren wir in Analogie zum Fall der quadratischen Zahlkörper wie-
der das konjugierte Element zuγ = a + bi + cj + dk als die Quaternion
γ = a− bi− cj − dk, so entsprichtγ der Matrix

(
α −β
β α

)
und

(
α β
−β α

)(
α −β
β α

)
= (αα + ββ)E .

Damit folgt insbesondere, daßγγ eine reelle Zahl ist, die genau dann
verschwindet, wennγ = 0 ist. Wir bezeichnen diese Zahl wieder als die
NormN(γ) der Quaternionγ, und wieder istγ/N(γ) das multiplikative
Inverse zuγ – sowohl f̈ur die Links- als auch die Rechtsmultiplikation.

N(γ) ist gleichzeitig die Determinante derγ zugeordneten Matrix; aus
dem Multiplikationssatz f̈ur Determinanten folgt daher sofort die Formel

N(γδ) = N(γ)N(δ) .



Kapitel 7
Quadratische Formen

Eine quadratische Form ist ein Ausdruck der Form

F (x, y) = Ax2 +Bxy +Cy2 mit A,B,C ∈ Z ;

die Zahlentheorie interessiert sich vor allem dafür, welche WerteF (x, y)
für x, y ∈ Z annehmen kann.

§1: Summen zweier Quadrate

Der einfachste Fall ist die FormF (x, y) = x2 +y2. Sie ḧangt eng zusam-
men mit der HauptordnungZ[i] von Q[i], denn

x2 + y2 = (x + iy)(x− iy)

ist die Norm vonx+iy. Eine ganze Zahln ist also genau dann als Summe
zweier Quadrate darstellbar, wenn sie die Norm einer GAUSSschen gan-
zen Zahl ist.

Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch vier teilbar, das einer ungera-
den Zahl 2k + 1 ist 4k2 + 4k+ ≡ 1 mod 4; somit ist jede Summe zweier
Quadrate kongruent null, eins oder zwei modulo vier. Eine Zahl kongru-
ent drei modulo vier kann also nicht als Summe zweier Quadratzahlen
auftreten.

Auf der Suche nach positiven Ergebnissen können wir uns auf Primzah-
len beschr̈anken, denn wie FIBONACCI bereits im dreizehnten Jahrhun-
dert zeigte, gilt:

Lemma: Sind zwei Zahlenn,m ∈ N darstellbar als Summen zweier
Quadrate, so gilt dasselbe für ihr Produktnm.
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Beweis:Wennn undm als Summen zweier Quadrate darstellbar sind,
gibt esα, β ∈ Z[i], so daßn = N(α) undm = N(β) ist. Wegen der
Multiplikativit ät der Norm ist dannnm = N(αβ) ebenfalls eine Norm
und damit als Summe zweier Quadrate darstellbar.

FIBONACCI bewies dieses Lemma natürlich nicht über den Umweg mit
Normen GAUSSscher Zahlen; er fand eine explizite Formel für die
Darstellung des Produkts als Summe zweier Quadrate. Es handelt sich
dabei um dieselbe Formel, zu der wir auch durch Ausmultiplizieren der
Gleichung N(α) · N(β) = N(αβ) fürα = a + ib undβ = c + id kämen:

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2 .

Da 2 = 12 + 12 als Summe zweier Quadrate darstellbar ist, müssen
wir daher nur die ungeraden Primzahlen untersuchen. Hier wissen wir
bereits, daß Zahlen kongruent drei modulo vier keine Summenzweier
Quadrate sein k̈onnen.

Satz: Eine ungerade Primzahlp ist genau dann darstellbar als Summe
zweier Quadrate, wennp ≡ 1 mod 4. Diese Darstellung ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Summanden.

Beweis:Aus Kapitel I,§8 wissen wir, daß die multiplikative Gruppe des
KörperFp von einem einzigen Elementg erzeugt wird. F̈ur p = 4k + 1
ist danng4k = 1, alsog2k = −1. Somit ist−1 = p−1 in Fp ein Quadrat.

In Z gibt es daher Zahlenx, für die x2 ≡ −1 modp ist oder, anders
ausgedr̈uckt,x2+1 = ℓp für einℓ ∈ N. Da jede Restklasse modulopeinen
Vertreter mit Betrag kleinerp/2 entḧalt, können wir dabei annehmen,
daß|x| < p/2 ist; dann ist mit einer geeigneten natürlichen Zahlℓ

x2 + 1 = ℓp <
p2

4
+ 1<

p2

2
=⇒ ℓ < p .

Es gibt also einℓ < p, so daßℓp Summe zweier Quadrate ist. Das
kleinste solcheℓ seim; wir müssen zeigen, daßm = 1 ist.

Zunächst ist klar, daßm eine ungerade Zahl sein muß, denn aus der
Formelx2 + y2 = mp mit gerademm folgt, daßx undy entweder beide
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gerade oder beide ungerade sind;x± y sind also gerade und
(
x + y

2

)2

+

(
x− y

2

)2

=
x2 + y2

2
=
m

2
p ,

im Widerspruch zur Minimaliẗat vonm.

Falls die Behauptung falsch wäre, m̈ußte somitm ≥ 3 sein. Wir defi-
nieren dann zwei neue Zahlenu, v ∈ Z durch die Bedingungen

|u| < m

2
, |v| < m

2
, u ≡ x modm und v ≡ y modm .

Offensichtlich k̈onnen nicht beide dieser Zahlen verschwinden, denn
sonst ẅarenx und y beide durchm teilbar, also ẅarex2 + y2 = mp
durchm2 teilbar. Das kann aber nicht sein, dennp ist prim undm < p.
Weiter ist

u2 + v2 ≡ x2 + y2 = mp ≡ 0 modm ,

also gibt es eine natürliche Zahlr, so daßu2 + v2 = rm ist. Dau2 + v2

kleiner ist als1
2m

2, ist r < m
2 .

Nach der zu Beginn des Paragraphen zitierten Formel von FIBONACCI,
d.h. also durch explizite Berechnung von (u+iv)(x+iy) und Berechnung
der Norm davon, erhalten wir die Formel.

(rm)(mp) = (u2 + v2)(x2 + y2) = (xu + yv)2 + (xv − yu)2 .

Dabei ist nach Definition vonu undv

xu + yv ≡ x2 + y2 ≡ 0 modm undxv − yu ≡ xy − yx ≡ 0 modm ,

beide Zahlen sind also durchm teilbar. Somit gibt es natürliche Zahlen
X,Y mit

(rm)(mp) = m2rp = (mX)2 + (mY )2 oder rp = X2 + Y 2 .

Da r < m
2 , widerspricht dies der Minimalität vonm.

Damit haben wir gezeigt, daßm = 1 sein muß, d.h.p läßt sich als Summe
zweier Quadrate darstellen. Wir müssen uns nocḧuberlegen, daß diese
Darstellung bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutigist.

Angenommen, es gibt zwei Darstellungenp = x2 +y2 = u2 +v2. In Z[i]
ist dann

p = (x + iy)(x− iy) = (u + iv)(u− iv) .
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Alle Faktoren haben Normp und sind somit irreduzibel, und aus§5 des
vorigen Kapitels wissen wir, daßZ[i] ein EUKLID ischer, insbesondere
also faktorieller Ring ist. Daher unterscheiden sich die beiden Zerlegun-
gen nur durch Einheiten vonZ[i]. Auch diese kennen wir aus Kapitel 6:
Nach dem Lemma aus§6 sind es genau die Elemente±1 und±i. Somit
ist entwederx2 = u2 undy2 = v2 oder umgekehrt, womit die Eindeutig-
keit bewiesen ẅare.

Als erste Anwendung davon können wir die Primzahlen im RingZ[i]
der GAUSSschen Zahlen bestimmen:

Korollar: Eine Primzahlp ∈ N ist genau dann irreduzibel inZ[i], wenn
p ≡ 3 mod 4. Andernfalls zerfällt sie in das Produkt zweier konjugiert
komplexer irreduzibler Elementer ± is mit r2 + s2 = p.

Beweis:p = 2 = (1 +i)(1− i) zerf̈allt offensichtlich, und dies ist bereits
die Primzerlegung, dennN (1± i) = 2 hat keine echten Teiler.

Falls eine ungerade Primzahlp einen echten Teilerr+is hat, ist sie auch
durchr − is teilbar. Da die Norm vonp gleichp2 ist undr ± is keine
Einheiten, mußN (r±is) = p sein. Damit folgt zun̈achst, daßr±is prim
sind, denn ein echter Teiler m̈ußte als Norm einen echten Teiler vonp
haben. Außerdem folgt, daß sich (r + is)(r − is) = r2 + s2 höchstens
durch eine Einheit vonp unterscheidet. Da beides positive Zahlen sind,
muß diese gleich eins sein, d.h. die Primzerlegung vonp in Z[i] ist

p = (r + is)(r − is) = r2 + s2 .

Nach dem Satz ist daherp ≡ 1 mod 4.

Ist umgekehrtp ≡ 1 mod 4, so gibt es nach dem Satz zwei ganze Zahlen
r, s, so daßp = r2+s2 ist, d.h.p = (r+is)(r−is) zerf̈allt in Z[i], und das
Argument aus dem vorigen Abschnitt zeigt, daß dies die Primzerlegung
ist.

Somit zerfallen genau die Primzahlenp ≡ 1 mod 4 und die Zwei, d.h.
genau diep ≡ 3 mod 4 bleiben prim.

In der Abbildung sind die GAUSSschen Primzahlena + ib der Norm
höchstens 1000 durch Quadrate um den Punkt (a, b) ∈ R2 dargestellt.
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Mancher Leser wird hier ein gelegentlich von Designern verwendetes
Muster erkennen.

Kehren wir zur̈uck zur Ausgangsfrage: Wann kann eine vorgegebene
naẗurliche Zahl als Summe zweier Quadrate dargestellt werden?

Satz: Eine naẗurliche Zahln läßt sich genau dann als Summe zweier
Quadrate schreiben, wenn jeder Primteilerp ≡ 3 mod 4 in der Primzer-
legung vonn mit einer geraden Potenz auftritt.

Beweis:Zunächst ist die Bedingung hinreichend, denn da mitn auch
jedes Produktc2n als Summe zweier Quadrate darstellbar ist, können
wir die Primteilerp ≡ 3 mod 4 ignorieren. Nach dem gerade bewiese-
nen Satz wissen wir, daß jede Primzahlp ≡ 1 mod 4 Summe zweier
Quadrate ist, und natürlich gilt dies auch f̈ur 2 = 12 + 12. Damit ist nach
dem obigen Lemma auch jedes Produkt solcher Primzahlen als Summe
zweier Quadrate darstellbar.

Umgekehrt sein = x2 + y2 und d = ggT(x, y). Mit x = du, y = dv
undn = d2m ist dannm = u2 + v2, undm entḧalt genau dann einen
Primteilerp ≡ 3 mod 4 in ungerader Potenz, wenn dies fürn der Fall ist.
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Ein solcher Primteilerp teilt auchu2 +v2 = (u+iv)(u− iv) im RingZ[i]
der GAUSSschen Zahlen. Fallsp auch dort eine Primzahl ist, mußp
mindestens einen der beiden Faktoren teilen; komplexe Konjugation
zeigt, daß es dann auch den anderen teilt. Damit teilt es auchderen
Summe 2u und Differenz 2iv; dap ungerade ist undi eine Einheit, teilt
p also die zueinander teilerfremden Zahlenu undv, ein Widerspruch.

Somit istp in Z[i] keine Primzahl; nach obigem Korollar muß daher
p = 2 oderp ≡ 1 mod 4 sein. Damit ist jeder Primteilerp ≡ 3 mod 4
von n zugleich ein Teiler vond und tritt in n daher mit einer geraden
Potenz auf.

Für zusammengesetzte Zahlen ist die Darstellung als Summe zweier
Quadrate im allgemeinen nicht mehr eindeutig.Über die Primzerlegung
in Z[i] l äßt sich die Anzahl verschiedener Darstellungen leicht erkennen:
Natürlich entsprechen auch für eine beliebige natürliche Zahln die
Darstellungen als Summe zweier Quadrate den Darstellungenvon n
als Norm eines Elements vonZ[i], wobei assoziierte Elemente bis auf
Reihenfolge auf dieselbe Zerlegung führen.

Aus der Primzerlegung vonn in Z können wir leicht auf die Prim-
zerlegung inZ[i] schließen: Primzahlen kongruent drei modulo vier
bleiben nach obigem Korollar auch inZ[i] irreduzibel, die kongruent
eins modulo vier sind Produkte zweier konjugierter Elemente x ± iy.
Die beiden Faktoren sind nicht assoziiert, denn sonst wäre|x| = |y| und
p = x2 + y2 wäre gerade. Die Zwei schließlich ist Produkt der beiden
irreduziblen Elemente 1± i, und die sind assoziiert zueinander, denn
(1− i) · i = 1 + i.

Wir sortieren daher in der Primzerlegung vonn nach den Kongruenz-
klassen modulo vier der Primfaktoren:

n = 2e
r∏

j=1

p
fj

j

s∏

k=1

q2gk

k mit pj ≡ 1 mod 4, qk ≡ 3 mod 4 .

Für jedespj wählen wir einπj ∈ Z[i] derart, daßπj · πj = pj ist; dann
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ist n in Z[i] assoziiert zu

(1 + i)2e
r∏

j=1

π
fj

j

r∏

j=1

π
fj

j

s∏

k=1

q2gk

k .

Ein Elementα ∈ Z[i], f ür das N(α) = n sein soll, hat daher bis auf eine
Einheit die Form

α = (1 + i)e
r∏

j=1

π
hj

j

r∏

j=1

π
fj−hj

j

s∏

k=1

qgk

k ,

mit 0 ≤ hj ≤ fj . Die Anzahl verschiedener M̈oglichkeiten ist somit
gleich dem Produkt der (fj +1), wobei hier allerdings die Darstellungen
n = x2 + y2 undn = y2 + x2 für x 6= y als verschieden gezählt werden.

Die im Vergleich zur Gr̈oße vonnmeisten verschiedenen Darstellungen
gibt es offenbar dann, wennn ein Produkt verschiedener Primzahlen
ist, die allesamt kongruent eins modulo vier sind. In diesemFall ist die
Anzahl der Darstellungen gleich zwei hoch Anzahl der Faktoren.

§2: Anwendung auf die Berechnung vonπ

Aus der Analysis I ist bekannt, daß gilt

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+
x9

9
− x11

11
+
x13

13
− x15

15
+ · · · ;

falls es jemand nicht mehr weiß: Die Ableitung des Arkustangens ist
1/(1 +x2), und nach der Summenformel für die geometrische Reihe ist

1
1 +x2

= 1− x2 + x4− x6 + x8 − x10 + x12− x14 + · · · .

Durch gliedweise Integration folgt wegen arctan 0 = 0 die obige Formel.
Eine bekannte Anwendung davon ist der Spezialfallx = 1:

π

4
= arctan 1 = 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+

1
9
− 1

11
+

1
13
− 1

15
+ · · · .

Zur praktischen Berechnung vonπ ist diese Formel allerdings völlig un-
brauchbar und der Alptraum eines jeden Numerikers: Zunächst einmal
sind alternierende Summen grundsätzlich problematisch, allerdings ist



Kap. 7: Quadratische Formen 

das hier vergleichsweise harmlos: Wenn wir jeden negativenSumman-
den von seinem Vorg̈anger subtrahieren, bekommen wir eine Reihe

π

4
=

2
1 · 3 +

2
5 · 7 +

2
9 · 11

+
2

13 · 15
+ · · ·

mit lauter positiven Gliedern. Die Summanden sind jedoch immer noch
monoton fallend, so daß die Rundungsfehler der ersten Additionen bei
hinreichend langer Summation größer sind als die hinteren Summanden.
Man muß also, wenn man eine endliche Teilsumme berechnen will, von
hinten nach vorne summieren und damit bereits vor Beginn derRech-
nung die Anzahl der Terme festlegen. Bei jeder Erhöhung der Anzahl
der Summanden muß die gesamte Rechnung von vorne beginnen.

Dazu kommt, daß die Reihe extrem langsam konvergiert: Divierenden
wir obige Gleichung durch zwei und berechnen für

π

8
=

∞∑

n=0

1
(4n + 1)(4n + 3)

die Teilsummen

SN =
N∑

n=0

1
(4n + 1)(4n + 3)

,

so erhalten wir f̈ur die ersten ZehnerpotenzenN die folgenden Fehler:

N 10 100 1 000 10 000
π − 8SN 4,5 · 10−2 5,0 · 10−3 5,0 · 10−4 5,0 · 10−5

N 100 000 1 000 000 10 000 000 100 000 000
π − 8SN 5,0 · 10−6 5,0 · 10−7 5,0 · 10−8 5,0 · 10−9

Für eine zus̈atzliche Dezimalstelle muß also der Rechenaufwand ziem-
lich genau verzehnfacht werden. Angesichts der Tatsache, daß heute
mehrere Billionen Ziffern vonπ bekannt sind ist klar, daß es bessere
Wege zur Berechnung vonπ geben muß.

Einer davon benutzt Zahlen mit einer großen Anzahl verschiedener
Darstellungen als Summen zweier Quadrate. Die Reihe für den Arkus-
tangens konvergiert sicherlich umso besser, je kleiner derWert vonx ist.
Wenn wir also den Winkelπ4 aufteilen k̈onnen in mehrere kleine Winkel,
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deren Tangens wir kennen, sollten bessere Ergebnisse zu erwarten sein.
Genau das k̈onnen wir mit solchen Zahlen erreichen.

Angenommen, wir haben für eine Zahln die r verschiedenen Darstel-
lungen

n = x2
1 + y2

1 = · · · = x2
r + y2

r

als Summen von Quadraten, wobeiy1 < · · · < yr sei. Dann ist
xi = yr−i, denn wir k̈onnen ja in jeder Darstellung die Reihenfolge
der Faktoren vertauschen. Wir wollen außerdem voraussetzen, daßn
nicht das Doppelte eines Quadrats ist, so daß stetsxi 6= yi und somitr
eine gerade Zahl ist.

Die PunktePi = (xi, yi) undQi = (−xi, yi) für i = 1, . . . , r liegen
auf der Kreisliniex2 + y2 = n um den NullpunktO, genauso die
drei PunkteP0 =

(√
n,0
)
, Q0 =

(
−√n,0

)
und Pr+1 =

(
0,
√
n
)
.

P0

P1Q1

P2Q2

P3Q3

P4P5

O

Da diey-Koordinatenyi derPi der Gr̈oße nach geordnet sind, ist

π

2
=

r∑

i=0

∡OPiPi+1 = 2
r/2−1∑

i=0

∡OPiPi+1 + ∡OPr/2Pr/2+1 .

Leider ist keines der Dreiecke△OPiPi+1 rechtwinklig, so daß uns die
ganzzahligen Koordinaten der (meisten)Pi bei der Berechnung der
Winkel ∡OPiPi+1 nichts n̈utzen.
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Nun lehrt uns aber ein Satz der Elementargeometrie, der (im Anhang zu
diesem Paragraphen bewiesene) Satz vom Innenwinkel, daß der Winkel
∡OPiPi+1 doppelt so groß ist wie der Winkels∡QiPiPi+1. Letzterer
geḧort zu einem rechtwinkligen Dreieck, denn natürlich ändert sich
nichts am Winkel, wenn wir den PunktPi ersetzen durch die senkrechte
ProjektionP ′

i = (xi+1, yi) vonPi+1 auf die GeradeQiPi. Somit ist

π

2
= 2∡OP ′

0P1 + 4
r/2−1∑

i=1

∡QiP
′
iPi+1 + 2∡Qr/2P

′
r/2Pr/2+1 .

Division durch zwei macht daraus

π

4
= ∡OP ′

0P1 + 2
r/2−1∑

i=1

∡QiP
′
iPi+1 + ∡Qr/2P

′
r/2Pr/2+1 .

In dieser Darstellung sind die drei Punkte, die den Winkel bestimmen, in
allen F̈allen die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks, sie haben alle-
samt ganzzahlige Koordinaten, und zumindest die Katheten der Dreiecke
haben ganzzahlige Längen. Somit k̈onnen wir alle auftretenden Winkel
ausdr̈ucken durch Arkustangenswerte rationaler Zahlen.

Als Beispiel betrachten wir das kleinste Produkt dreier verschiedener
Primzahlen kongruent eins modulo vier, alson = 5·13·17 = 1105. Aus
den Darstellungen

5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32 und 17 = 12 + 42

verschafft man sich leicht die vier Darstellungen

1105 = 42 + 332 = 92 + 322 = 122 + 312 = 232 + 242 ,

zu denen natürlich auch noch vier mit vertauschten Faktoren kommen.
Wir haben also

P1 = (33,4) , P2 = (32,9) , P3 = (31,12) , P4 = (24,23) ,

P8 = (4,33) , P7 = (9,32) , P6 = (12,31) , P5 = (23,24) ;

dazu kommen noch die beiden RandpunkteP0 = (
√

1105,0) sowie
P9 = (0,

√
1105).
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Die Qi für 1 ≤ i ≤ 8 unterscheiden sich von denPi nur durch das
Vorzeichen der Abszisse. Damit können wir die Tangenten aller Winkel
beiO berechnen:

tan∡OP0P1 = tan∡OP8P9 =
y1

x1
=

4
33

tan∡OP1P2 = tan∡OP7P8 = tan 2∡Q1P1P2 =
y2− y1

x1 + x2
=

5
65

=
1
13

tan∡OP2P3 = tan∡OP6P7 = tan 2∡Q2P2P3 =
y3− y2

x2 + x3
=

3
63

=
1
21

tan∡OP3P4 = tan∡OP5P6 = tan 2∡Q3P3P4 =
y4− y3

x3 + x4
=

11
55

=
1
5

tan∡OP4P5 = tan 2∡Q4P4P5 =
y5− y4

x4 + x5
=

1
47

Die Summe aller dieser Winkel ist
π

4
= arctan

4
33

+ 2 arctan
1
13

+ 2 arctan
1
21

+ 2 arctan
1
5

+ arctan
1
47

.

Approximieren wir dies, indem wir jede der TAYLOR-Reihen durch das
TAYLOR-Polynom vom Gradn ersetzen, erhalten wir die folgenden be-
tragsm̈aßigen Abweichungen∆n zwischenπ und dem Vierfachen dieser
Summe:

n 1 3 5 7 9
∆n 2,5 · 10−2 5,2 · 10−4 1,4 · 10−5 4,4 · 10−7 1,4 · 10−8

n 11 13 15 17 19
∆n 5 · 10−10 4,9 · 10−10 6 · 10−13 2,1 · 10−14 7,7 · 10−16

Die Verbesserung gegenüber der Berechnung viaπ4 = arctan 1 ist drama-
tisch: Die dort betrachtete TeilsummeSN entspricht der Auswertung des
TAYLOR-Polynoms vom Gradn = 4N + 3, und selbst wenn wirN auf
hundert Millionen setzen, haben wir noch einen Fehler von 5·10−7. Mit
dem neuen Ansatz kommen wir bereits mit TAYLOR-Polynomen vom
Grad neun auf einen Fehler, der gerade mal ein Zehntel davon betr̈agt.
An Stelle von hundert Millionen Summanden mußten wir dazu nur fünf
TAYLOR-Polynome mit jeweils f̈unf Summanden auswerten.
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Anhang: Der Satz vom Innenwinkel

Satz: P,Q, S seien Punkte auf einer Kreislinie mit MittelpunktM .
Dann ist6 MPQ = 26 SPQ.

Q

P

S
β

M α

Q

P

S

β

β

M α

Beweis:Am einfachsten ist der Fall, daßM auf der Verbindungsstrecke
von S mit einem der beiden PunkteP
undQ liegt; wir nehmen an, er liege auf
SP . (Der andere Fall ist spiegelsym-
metrisch dazu und geht genauso.) Dann
ist das Dreieck△MSQ gleichschenk-
lig, d.h. wir haben beiS und beiQ
denselben Winkelβ. Der verbleibende
Dreieckswinkel beiM ist somitπ−2β.
Andererseits ist dies aber der Komple-
menẗarwinkel zuα = 6 MPQ, also ist
α = 2β, wie behauptet.

Q

P

S

T

M

Der allgemeine Fall kann auf diesen Spezialfall zurückgef̈uhrt wer-
den: LiegenP undQ auf verschiedenen
Seiten des Durchmessers durchS, des-
sen anderer EndpunktT sei, so erf̈ullen
auch die PunkteS, P, T,M sowie die
PunkteS,Q, T,M die Voraussetzung
des Satzes, und in beiden Fällen sind
wir in der Situation des bereits bewiese-
nen Spezialfalls. Addition der Ergeb-
nisse f̈ur diese beiden F̈alle liefert das
Ergebnis f̈ur die PunkteS, P,Q,M .
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Q

P

S

T

M

Bleibt noch der Fall, daßP undA auf derselben Seite des Durchmessers
ST liegen. Auch in diesem Fall erfüllen
wieder sowohl die PunkteS, P, T,M
als auch die PunkteS,Q, T,M die Vo-
raussetzungen des Satzes, und beides
Mal sind wir in der Situation des ein-
gangs bewiesenen Spezialfalls. Dieses
Mal führt die Subtraktion dieser bei-
den Ergebnisse zum gewünschten Re-
sultat f̈ur die Ausgangssituation mit den
PunktenS, P,Q,M .

Damit ist der Satz vollständig bewiesen.

§3: Der Satz von Lagrange

Es ist nicht m̈oglich, eine beliebige natürliche Zahl als Summe von
höchstens drei Quadratzahlen zu schreiben; das kleinste Gegenbeispiel
ist die Sieben. Wie EULER vermutete und LAGRANGE bewies, kommt
man aber immer mit ḧochstens vier Quadratzahlen aus.

Einer der vielen Beweise dieses Satzes ist rechtähnlich zu dem des
Zweiquadratesatzes aus§1; statt mit dem RingZ[i] der GAUSSschen
Zahlen arbeiten wir aber mit dem Ring

Z⊕ Zi ⊕ Zj ⊕ Zk

der ganzen Quaternionen. Auch hier haben wir eine Normabbildung,
und eine ganze Zahln ist offensichtlich genau dann als Summe von
vier Quadraten darstellbar, wenn sie Norm einer ganzen Quaternion ist.
Wegen der Multiplikativiẗat der Norm reicht es also wieder, wenn wir
Primzahlenp betrachten.

Zur Vorbereitung zeigen wir zunächst

Lemma: Zu jeder Primzahlp gibt es ganze Zahlenx, y, z ∈ Z und eine
naẗurliche Zahlm < p, so daß gilt:mp = x2 + y2 + z2
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Beweis:Für p = 2 ist 2 = 12 + 12 + 02; sei alsop ungerade.

Von den Zahlena2 mit 0 ≤ a ≤ 1
2(p − 1) sind keine zwei kongruent

modulop, denna2 − b2 = (a + b)(a− b), und falls 0≤ a, b < 1
2(p− 1)

sind beide Faktoren kleiner alsp. Damit gibt es auch in den Mengen

M1 =
{
−a2

∣∣ 0≤ a ≤ 1
2(p− 1)

}

und
M2 =

{
1 +a2

∣∣ 0≤ a ≤ 1
2(p− 1)

}

keine zwei Elemente, die modulop kongruent sind. Da die beiden Men-
gen disjunkt sind und jede davon12(p + 1) Elemente hat, enthält ihre
Vereinigungp+ 1 Elemente; hier muß es also mindestens zwei Elemen-
te geben, die modulop kongruent sind. Es gibt also Zahlenx, y ∈ Z

mit −x2 ≡ 1 +y2 modp, d.h.x2 + y2 + 12 = mp ist durchp teilbar. Da
x, y ≤ 1

2(p− 1), ist dabeim < p und das Lemma ist bewiesen.

Lemma: Jede Primzahlp läßt sich als Summe von höchstens vier
Quadraten schreiben.

Beweis:Für p = 2 wissen wir das; sei alsop wieder ungerade. Nach
dem vorigen Lemma gibt es eine natürliche Zahlm < p derart, daß
mp als Summe von sogar höchstens drei Quadraten darstellbar ist;ℓ sei
die kleinste naẗurliche Zahl, f̈ur die ℓp als Summe von ḧochstens vier
Quadraten darstellbar ist. Natürlich ist dann auchℓ < p.

Wäreℓ eine gerade Zahl, so ẅare auch die Summe der vier Quadrate
gerade, und dazu gibt es drei Möglichkeiten: Entweder alle Summanden
sind gerade, oder alle sind ungerade, oder zwei davon sind gerade, der
Rest ungerade. Im letzteren Fall wollen wir die vier Zahlenw, x, y, z so
anordnen, daßw undx gerade sind,y undz dagegen ungerade. Dann
sind in allen drei F̈allenw ± x undy ± z gerade, und
(
w + x

2

)2

+

(
w − x

2

)2

+

(
y + z

2

)2

+

(
y − z

2

)2

=
w2 + x2 + y2 + z2

2
=
ℓ

2
p ,

im Widerspruch zur Minimaliẗat vonℓ. Also ist ℓ ungerade, und falls
das Lemma falsch ẅare, m̈ußteℓ ≥ 3 sein.
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Wir betrachten die moduloℓ zuw, x, y, z kongruenten ganzen Zahlen
W,X, Y, Z vom Betrag kleinerℓ/2. Wie schon beim Zwei-Quadrate-
Satz k̈onnen diese nicht allesamt verschwinden, denn sonst wären
w, x, y, z durch ℓ teilbar, also ihre Quadratsummeℓp durch ℓ2, was
wegenℓ < p für eine Primzahlp nicht möglich ist.

Somit ist 0< W 2 +X2 +Y 2 +Z2 < 4 ·
(

ℓ
2

)2
= ℓ2. Andererseits ist aber

W 2 +X2 + Y 2 +Z2 ≡ w2 + x2 + y2 + z2 ≡ 0 modℓ ;

also ist
W 2 +X2 + Y 2 +Z2 = ℓm mit 1≤ m < ℓ .

Damit haben die Quaternionen

q = w + ix + jy + kz und Q = W + iX + jY + kZ

die Normen N(q) = ℓp und N(Q) = ℓm, ihr Produkt hat also die Norm
ℓ2mp. Zumindest von der Norm her spricht also nichts dagegen, daß
dieses Produkt durchℓ teilbar sein k̈onnte.

Tats̈achlich istqQ durch ℓ teilbar, und das sieht man am schnellsten
durch brutales Nachrechnen: In

qQ = (wW + xX + yY + zZ) + (−wX + xW − yZ + zY )i

+ (−wY + yW − zX + xZ)j + (−wZ + zW − xY + yX)k

sind alle vier Klammern durchℓ teilbar, denn moduloℓ sind alle
Großbuchstaben gleich den entsprechenden Kleinbuchstaben, so daß
die Koeffizienten voni, j , k trivialerweise moduloℓ verschwinden, und
für den Realteil haben wir

wW + xX + yY + zZ ≡ w2 + x2 + y2 + z2 = ℓp ≡ 0 modℓ .

Somit ist
qQ

ℓ
= A +Bi +C j +Dk

eine Quaternion mit ganzzahligen Koeffizienten, und

A2 +B2 +C2 +D2 = N

(
qQ

ℓ

)
=

N(qQ)
ℓ2

=
N(q)N(Q)

ℓ2
= mp .

Dies widerspricht aber der Minimalität vonℓ.

Somit mußℓ = 1 sein, und der Satz ist bewiesen.
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Satz (LAGRANGE): Jede naẗurliche Zahl l̈aßt sich als Summe von
höchstens vier Quadraten schreiben.

Beweis:Wie wir in Kapitel 6,§7 gesehen haben, läßt sich eine Zahln
genau dann als Summe von höchstens vier Quadraten schreiben, wenn
sie Norm einer ganzen Quaternion ist. Da wir gerade gesehen haben,
daß sich jede Primzahl als Summe von höchstens vier Quadraten schrei-
ben l̈aßt (und die Eins natürlich auch), folgt die Behauptung aus der
Multiplikativit ät der Norm.

§4: Quadratische Formen und Matrizen

Nachdem wir in den vorigen Paragraphen gesehen haben, daß die
spezielle quadratische Formx2+y2 vielfältige Beziehungen sowohl zum
ZahlkörperQ[i] als auch zu Anwendungen außerhalb der Zahlentheorie
haben, wollen wir uns nun etwas mit der allgemeinen Theorie solcher
Formen bescḧaftigen. In den n̈achsten Paragraphen werden wir sie dann
auf quadratische Zahlkörper und die PELLsche Gleichung anwenden.

Viele abstrakte Aussagen̈uber quadratische Formen werden einfacher,
wenn wir sie in lineare Algebräubersetzen. In Matrixschreibweise ist

Ax2 +Bxy +Cy2 = (x y )Q

(
x
y

)
mit Q =

(
A B

2
B
2 C

)
,

die quadratische Form kann also auch durch die symmetrischeMatrixQ
beschrieben werden.

Die Determinante vonQ istAC − 1
4B

2; bis auf einen Faktor−4 ist das
die ZahlB2−4AC, die wir in Kapitel 6,§2 als Diskriminante eines Ele-
ments eines quadratisches Zahlkörpers definiert haben. Wir können also
hoffen, daß uns die lineare Algebra via Determinantentheorie Aussagen
über die Werte einer quadratischen Form sowieüber Zusammenḧange
zwischen den Diskriminanten verschiedener Elemente einesquadrati-
schen Zahlk̈orpers gibt.

Die reellen Werte, die eine quadratische Form annehmen kann, hängen
nicht davon ab, in welcher Basis desR2 wir das Argument

(
x
y

)
darstellen;

wir können die Basis daher bei Bedarf beliebigändern.
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Das ist zum Beispiel n̈utzlich bei der Frage, wann eine quadratische
Form nur positive oder nur negative Werte annimmt:

Definition: Eine symmetrische MatrixQ ∈ R2×2 und die dadurch

definierte quadratische FormfQ(x, y) = (x y)Q
(
x
y

)
heißen

{
positiv
negativ

}

semidefinit, wennfQ(x, y)
{

≥
≤

}
0 für alle x, y ∈ R. Sie heißen

{
positiv
negativ

}
definit, wenn zus̈atzlich f (x, y) nur für x = y = 0 ver-

schwindet.

Ein typisches Beispiel einer positiv definiten quadratischen Form ist
x2+y2; hier istQeinfach die Einheitsmatrix. Die negative Einheitsmatrix
führt auf die negativ definite Form−x2 − y2, die Diagonalmatrix mit
Einträgen +1 und−1 aufx2− y2, was sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann.

Beispiele von positiv semidefiniten, aber nicht positiv definiten Formen
sind etwax2, (x + y)2 oder (3x− 4y)2 mit zugeḧorigen Matrizen

Q1 =

(
1 0
0 0

)
, Q2 =

(
1 1
1 1

)
und Q3 =

(
3 −6
−6 4

)
.

Für ein allgemeines Kriterium, wann eine Matrix positiv odernega-
tiv (semi-)definit ist, erinnern wir uns an einen Satz aus derlinearen
Algebra:

Satz: Alle Eigenwerte einer symmetrischen MatrixQ ∈ Rn×n sind
reell und ihre geometrische Vielfachheit stimmt mit der algebraischen
überein. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander; insbesondere hatRn eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren vonQ.

Für Leser, die diesen sogenanntenSpektralsatznicht kennen, sei kurz
ein Beweis f̈ur den Spezialfalln = 2 skizziert.
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Die MatrixQ =

(
a b
b c

)
hat das charakteristische Polynom

det(Q− λE) =

∣∣∣∣
a− λ b
b c− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(c− λ)− b2

= λ2− (a + c)λ + ac− b2 =
(
λ− a + c

2

)2
−
(a + c

2

)2
+ ac− b2

=

(
λ− a + c

2

)2

−
(
a− c

2

)2

− b2 ;

die Eigenwerte sind alsoλ1/2 =
a + c

2
±

√(
a− c

2

)2

+ b2 .

Da die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen nicht negativ sein kann,
ist die Wurzel reell, und damit haben wir auch reelle Eigenwerte.

Für n = 2 gibt es genau dann einen Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit ungleich eins, wenn die beiden Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms gleich sind, wenn also der Ausdruck unter der
Wurzel verschwindet, d.h.a = c undb = 0. In diesem Fall istQ =

(
a 0
0 a

)

eine Diagonalmatrix, der Eigenraum ist also der gesamteR2, so daß
auch die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts zwei ist.

Ist λ1 6= λ2 und sind~a1,~a2 Eigenvektoren dazu, so ist

(Q~a1) · ~a2 = (λ1~a1) · ~a2 = λ1(~a1 · ~a2) .

Andererseits ist (wie man nötigenfalls leicht nachrechnet) für je zwei
Vektoren~v, ~w und eine MatrixQ das Skalarprodukt (Q~v) · ~w gleich
dem Skalarprodukt~v · (QT ~w), wobeiQT die zuQ transponierte Matrix
bezeichnet. F̈ur eine symmetrische Matrix istQ = QT , also

(Q~a1) · ~a2 = ~a1 · (Q~a2) = ~a1 · (λ2~a2) = λ2(~a1 · ~a2) .

Da λ1 6= λ2, könnenλ1(~a1 · ~a2) undλ2(~a1 · ~a2) nur dann gleich sein,
wenn~a1 ·~a2 verschwindet, d.h.~a1 und~a2 stehen senkrecht aufeinander.

Auch ein weiteres allgemeines Resultat aus der Linearen Algebra l̈aßt
sich hier einfach und direkt beweisen: Das Produkt aller Eigenwerte
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einern × n-Matrix ist gleich der Determinante und die Summe gleich
der Spur, der Summe der Diagonalelemente also.

Für symmetrische 2× 2-Matrizen folgt dies sofort aus den obigen
Formeln f̈ur die beiden Eigenwerte: Bei der Addition fällt die Wurzel
weg, so daß wir Summea + c erhalten, und das Produkt ist nach der
dritten binomischen Formel gleich

(a + c
2

)2
−
[(

a− c
2

)2

+ b2

]
= ac− b2 = detQ .

Ist ~a1 ein Eigenvektor zuλ1 und~a2 einer zuλ2, so k̈onnen wir jeden
Vektor

(
x
y

)
ausR2 als Linearkombination

(
x
y

)
= u~a1 + v~a2 schreiben.

Der Zeilenvektor (x y) ist dann die entsprechende Linearkombination
u~aT

1 + v~aT
2 der zu den~ai geḧorigen Zeilenvektoren~aT

i , und

(x y)Q

(
x

y

)
= (u~aT

1 + v~aT
2 )Q(u~a1 + v~a2)

= (u~aT
1 + v~aT

2 )
(
uQ~a1 + vQ~a2

)
= (u~aT

1 + v~aT
2 )
(
uλ1~a1 + vλ2~a2

)

= λ1u
2
(
~aT

1 ~a1

)
+ λ2uv

(
~aT

1 ~a2

)
+ λ1uv

(
~aT

2 ~a1

)
+ λ2v

2
(
~aT

2 ~a2

)
.

Das Matrixprodukt~aT
i ~aj ist gleich demüblichen Skalarprodukt~ai ·~aj ;

da dieai aufeinander senkrecht stehen, verschwindet es für i 6= j, d.h.

(x y)Q

(
x

y

)
= λ1u

2~a1 · ~a1 + λ2v
2~a2 · ~a2 ,

wobei die Skalarprodukte der~ai mit sich selbst natürlich positiv sind.
Falls wir~a1 und~a2 als Einheitsvektoren ẅahlen, sind sie eins und können
ganz weggelassen werden.

Damit ist klar, daß die quadratische Form genau dann nur nichtnegative
Werte annimmt, wennλ1 undλ2 beide positiv sind; genau dann, wenn
beide negativ sind, nimmt sie nur nichtpositive Werte an. Die MatrixQ
und die zugeḧorige quadratische Form sind also genau dann positivbzw.
negativ semidefinit, wenn beide Eigenwerte≥ 0 bzw.≤ 0 sind. Sie sind
positivbzw.negativ definit, wenn beide echt positivbzw.negativ sind.
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Für eine positiv oder negativ semidefinite Matrix muß daher die Deter-
minante≥ 0 sein; bei einer definiten Matrix muß sie positiv sein. Ob
sie positiv oder negativ definit ist, sagt uns dann die Spur, denn da die
beiden Eigenwerte (falls6= 0) dasselbe Vorzeichen haben, ist dieses auch
das Vorzeichen ihrer Summe, der Spur. Wenn die Determinanteac− b2

positiv ist, m̈ussena und c dasselbe Vorzeichen haben; da aucha + c
gleich der Spur der Matrix ist, folgt

Lemma: a) Eine symmetrische 2× 2-Matrix ist genau dann positiv
oder negativ definit, wenn ihre Determinante positiv ist. Sie ist positiv
definit, wenn der Eintrag links oben positiv ist, andernfalls ist sie negativ
definit.
b) Die quadratische FormAx2 +Bxy+Cy2 ist genau dann definit, wenn
ihre DiskriminanteB2 − 4AC negativ ist. Im FalleA > 0 ist sie dann
positiv, sonst negativ definit.

So n̈utzlich der Wechsel zu einer Basis aus Eigenvektoren in diesem
Fall auch war, f̈ur die meisten zahlentheoretischen Fragen werden uns
nur solche Basiswechsel helfen, die ganzzahlige Punkte wieder in ganz-
zahlige Punktëuberf̈uhren. Hier gilt

Lemma: Die lineare Abbildung

ϕ:






R2→ R2

(
x

y

)
7→M

(
x

y

)

definiert genau dann eine BijektionZ2 → Z2, wenn alle Eintr̈age der
Matrix A ganzzahlig sind und detM = ±1 ist.

Beweis:Da die Spaltenvektoren vonM die Bilder der Basisvektoren(1
0

)
und

(0
1

)
sind, ist klar, daßϕ(Z2) genau dann inZ2 liegt, wenn alle

Einträge vonM ganzzahlig sind. Sollϕ(Z2) = Z2 sein, muß zus̈atzlich
ϕ−1(Z2) ⊆ Z2 sein, d.h. auchM−1 darf nur ganzzahlige Einträge haben.
In diesem Fall sind detM und detM−1 beide ganzzahlig mit Produkt
eins, also ist detM = ±1.



 Zahlentheorie

Hat umgekehrt eine MatrixM mit ganzzahligen Eintr̈agen Determi-
nante±1, so hat auchM−1 ganzzahlige Eintr̈age, denn die Spaltenvek-
toren vonM−1 sind die L̈osungen der linearen Gleichungssysteme
M
(
x
y

)
=
(1

0

)
undM

(
x
y

)
=
(0

1

)
, die wir nach der CRAMERschen Regel

ausdr̈ucken k̈onnen durch Br̈uche mit ganzzahligen Z̈ahlern und detM
im Nenner.

Setzen wir f̈ur so eine MatrixM das BildM
(
x
y

)
an Stelle von

(
x
y

)
in die

quadratische Form ein, erhalten wir das Ergebnis

(
M

(
x

y

))T ·Q ·M
(
x

y

)
= (x y)

(
MTQM

)(x
y

)
,

das wir auch erhalten hätten, wenn wir
(
x
y

)
in die quadratische Form zur

Matrix MTQM eingesetzt ḧatten. Da
(
x
y

)
7→M

(
x
y

)
eine Bijektion von

Z2 nachZ2 definiert, nehmen die quadratischen Formen zuQ und zu
MTQM also dieselben Werte an. Deshalb definieren wir

Definition: Die quadratischen Formen mit MatrizenQ1 undQ2 heißen
äquivalent,wenn es eine MatrixM mit ganzzahligen Eintr̈agen und
detM = ±1 gibt, so daßQ2 = MTQ1M .

Lemma: Zwei äquivalente quadratische Formen haben dieselbe Dis-
kriminante.

Beweis:Bis auf den Faktor−4 ist die Diskriminante gleich der Deter-
minante der Matrix und detQ2 = detMT · detQ1 · detM = detQ1, da
detM = detMT = ±1 ist.

§5: Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalit¨aten

Die rationalen Zahlen sind genau diejenigen reellen Zahlen, deren Ket-
tenbruchentwicklung nach endlich vielen Schritten abbricht. Wir wollen
sehen, daß wir auch quadratische Irrationalitäten, d.h. Elemente eines
quadratischen Zahlk̈orpers, die nicht inQ liegen, durch ihre Ketten-
bruchentwicklung charakterisieren können.
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In den Beispielen der Kettenbruchentwicklungen von
√

2 und
√

3 kamen
wir in Kapitel 5 auf periodische Folgen. Wie sich zeigen wird, ist dies
charakteristisch f̈ur quadratische Irrationalitäten.

Nach der Formel am Ende von§2 von Kapitel 5 gilt f̈ur die Zahlenαn

aus dem Algorithmus zur Kettenbruchentwicklung die Gleichung

α =
αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1
,

wobeipn undqn Zähler und Nenner dern-ten Konvergente sind. Mit

M =

(
pn−2 pn−1
qn−2 qn−1

)
ist M

(
αn

1

)
=

(
αnpn−2 + pn−1
αnqn−2 + qn−1

)
,

die Vektoren
(
α
1

)
undM

(
αn

1

)
sind also proportional zueinander.

Als quadratische Irrationalität gen̈ugtα einer quadratischen Gleichung
Aα2+Bα+C = 0; der Vektor

(
α
1

)
wird also von der quadratischen Form

Ax2 +Bxy + Cy2 annulliert. Da mit einem Vektor
(
x
y

)
auch alle seine

Vielfachen von dieser Form annulliert werden, gilt dasselbe für den zu(
α
1

)
proportionalen VektorM

(
αn

1

)
.

Die Matrix zur quadratischen FormAx2 + Bxy + Cy2 seiQ. Wie wir
aus dem vorigen Paragraphen wissen, erfüllen die Komponenten von
M
(
αn

1

)
dann die quadratische Gleichung zur Form mit MatrixMTQM .

Nach Kapitel 5,§2 ist detM = pn−2qn−1 − qn−2pn−1 = (−1)n−1; die
neue quadratische Form ist also zu der mitQ äquivalent und hat ins-
besondere dieselbe Diskriminante. Also haben alleαn dieselbe Diskri-
minante wieα, denn da die Multiplikation mitM einen Isomorphismus
Z2→ Z2 definiert, sind die Eintr̈age vonQ genau dann ganzzahlig und
teilerfremd, wenn es die vonMTQM sind.

Dies ist ein wesentlicher Schritt für den Beweis des folgenden Satzes:

Satz (LAGRANGE ∼1766): Die Kettenbruchentwicklung einer irra-
tionalen Zahlα wird genau dann periodisch, wennα eine quadratische
Irrationalzahl ist.

Beweis:Angenommen,α hat eine periodische Kettenbruchentwicklung.
Dann gibt es einn und eink > 0, so daßαn+k = αn ist. Nach der Formel
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am Ende von§2 von Kapitel 5 ist daher

α =
αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1
=
αn+kpn+k−2 + pn+k−1

αn+kqn+k−2 + qn+k−1
=
αnpn+k−2 + pn+k−1

αnqn+k−2 + qn+k−1
.

Daraus folgt die Gleichheit von (αnpn−2 + pn−1)(αnqn+k−2 + qn+k−1)
und (αnqn−2 + qn−1)(αnpn+k−2 + pn+k−1), und ausmultipliziert wird
dies zu einer quadratischen Gleichung für αn. Der Koeffizient vonα2

n

ist pn−2qn+k−2 + qn−2pn+k−2, was als Summe positiver Zahlen nicht
null sein kann; wir haben also eine echte quadratische Gleichung. Somit
läßt sichαn in der Formα = r + s

√
D schreiben, und damit auch

α =
αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1
.

Umgekehrt seiα = r + s
√
D mit quadratfreiemD eine quadratische

Irrationaliẗat, die der GleichungA0α
2+B0α+C0 = 0 gen̈uge. Dann zeigt

die Konstruktionsvorschrift f̈ur dieαn, daß auch diese Zahlen sowie ihre
Inversen in entsprechender Form geschrieben werden können und damit
Gleichungen der Form

Anα
2
n +Bnαn +Cn = 0

gen̈ugen. Um diese Gleichung zu bestimmen, betrachten wir die Funk-
tion f (x) = A0x

2 +B0x +C0, die für x = α verschwindet, setzen

α =
αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1

ein und multiplizieren mit dem Hauptnenner. Zumindest für die Koef-
fizientenAn undCn ergeben sich einigermaßen erträgliche Formeln:

An = A0p
2
n−1 +B0pn−1qn−1 +C0q

2
n−1 = q2

n−1f

(
pn−1

qn−1

)

und

Cn = A0p
2
n−2 +B0pn−2qn−2 +C0q

2
n−2 = q2

n−2f

(
pn−2

qn−2

)
.

Da f eine quadratische Funktion ist, führt die TAYLOR-Entwicklung
umα auf die Formel

f

(
pn−1

qn−1

)
= f (α) + f ′(α)

(
pn−1

qn−1
− α

)
+
f ′′(α)

2

(
pn−1

qn−1
− α

)2

.
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Hierbei istf (α) = 0, und
∣∣∣α− pn−1

qn−1

∣∣∣ < 1/q2
n−1 ≤ 1. Somit ist

|An| ≤ |f ′(α)| + |f ′′(α)| .

Genauso zeigt man die Ungleichung|Cn| ≤ |f ′(α)| + |f ′′(α)|. Somit
sind die Betr̈age der KoeffizientenAn undCn beschr̈ankt durch eine
vonn unabḧangige Konstante.

Wie wir oben gesehen haben, hatαn dieselbe Diskriminante wieα; die
Diskriminante∆ = B2

n − 4AnCn hängt also nicht ab vonn. Daher
folgen aus der obigen Schranken für An undCn auch Schranken für
B2

n = ∆ + 4AnCn, so daß auch der Betrag vonBn beschr̈ankt ist.

Somit gibt es nur endlich viele Tripel (An, Bn, Cn), also auch nur end-
lich viele verschiedene Werte fürαn. Es muß daher zwei Zahlenn, kmit
k ≥ 1 geben derart, daßαn = αn+k ist, und die Kettenbruchentwicklung
wird sp̈atestens ab dern-ten Stelle periodisch.

Der gerade bewiesene Satz charakterisiert Zahlen, deren Kettenbruch-
entwicklung periodischwird; er besagt nicht, daß die Kettenbruchent-
wicklung einer quadratischen Irrationalität von Anfang an periodisch ist,
und in der Tat kennen wir Beispiele wie

√
2 = [1,2] oder

√
3 = [1,1,2],

bei denen das nicht der Fall ist. Für eine rein periodische Kettenbruch-
entwicklung brauchen wir also noch zusätzliche Bedingungen:

Satz: Die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irrationalzahlα
ist genau dann rein periodisch, wennα > 1 ist und ihr konjugiertes
Elementα zwischen−1 und 0 liegt.

Beweis:Sei zun̈achstα > 1 und−1< α < 0. Der Trick zum Beweis der
reinen Periodiziẗat der Folge derci besteht darin, dieci = [1/αi] durch
die konjugierten Elementeαi+1 auszudr̈ucken und so von der Gleichheit
zweier Koeffizienten auch auf die ihrer Vorgänger zu schließen.

Die Gleichungα = c0 + α1 wird, da c0 eine rationale Zahl ist, durch
Konjugation zuα = c0 + α1. Da α nach Voraussetzung zwischen−1
und 0 liegt, ist somit 0< −α1 − c0 < 1 und c0 = [−α1]. Wegen

c0 = [α] ≥ 1 folgt außerdem−1<
1
α1

< 0.
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Wir wollen induktiv zeigen, daß auch für allei > 0 gilt

ci = [−αi+1] und − 1<
1
αi+1

< 0 .

Dazu nehmen wir an, dies gelte für i− 1. Aus

1
αi

= ci + αi+1 und − 1<
1
αi

< 0

folgt wie im Fall i = 0, daßci = [−αi+1] ist, und da die Koeffizienten
ci für i > 0 bei jeder Kettenbruchentwicklung mindestens gleich eins
sind, folgt auch die Ungleichung für 1/αi+1 genau wie dort.

Daraus folgt nun leicht die Periodizität der Kettenbruchentwicklung
vonα: Wir wissen bereits, daß sie periodischwird; es gibt also irgend-
einen Indexm ≥ 0 und eine Periodek, so daßαn+k = αn für alle
n ≥ m. Wir betrachten das minimalem mit dieser Eigenschaft. Die
Kettenbruchentwicklung vonα ist genau dann rein periodisch, wenn
m = 0 ist. F̈urm ≥ 1 können wir aber ausαm+k = αm undcm+k = cm
folgern, daß auchcm+k−1 = [−αm+k] = [−αm] = cm−1 ist. Aus den
Gleichungen

1
αm+k−1

= cm+k−1 + αm+k und
1

αm−1
= cm−1 + αm

folgt dann aber, daß auchαm−1+k = αm−1 ist, im Widerspruch zur
Minimalität vonm. Somit istm = 0, die Kettenbruchentwicklung vonα
also rein periodisch.

Umgekehrt habeα eine rein periodische Kettenbruchentwicklung der
Periodek mit Koeffizientenc0, c1, . . . . Wegenck = c0 ist dabei auch
c0 positiv, denn allecn mit n > 0 müssen ja positiv sein. Somit ist
insbesondereα > 1.

Um zu sehen, daßα zwischen−1 und 0 liegt, beachten wir, daßα
dieselbe quadratische Gleichung erfüllt wieα. Da diese Gleichung genau
zwei Nullstellen hat undα größer als eins ist, genügt es, wenn wir
zeigen, daß diese Gleichung im Intervall (−1, 0) eine Nullstelle hat. Das
wiederum folgt aus dem Zwischenwertsatz, wenn wir zeigen können,
daß die quadratische Funktion auf der linken Seite an den Stellen 0
und−1 Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen annimmt.
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Fürk = 1 istα = c0+α1 = c0+ 1
α =⇒ α2−c0α−1 = 0. Die quadratische

Funktionx2 − c0x− 1 nimmt an der Stelle 0 den Wert−1 an, und bei
x = 1 den Wertc0 > 0; somit gibt es eine Nullstelle zwischen diesen
beiden Punkten.

Für k ≥ 2 verwenden wir die bereits im vorigen Satz benutzte Formel
aus Kapitel 5,§2, und beachten, daßαk = 1/α ist. Dies f̈uhrt auf die
Gleichung

α =
αkpk−2 + pk−1

αkqk−2 + qk−1
=
pk−2 + pk−1α

qk−2 + qk−1α
.

Überkreuzmultiplikation macht daraus die quadratische Gleichung

qk−1α
2 + (qk−2− pk−2)α− pk−1 = 0 .

Hier nimmt die quadratische Funktion bei 0 den Wert−pk−1 < 0 an,
und an der Stelle -1 den Wert

qk−1 − (qk−2− pk−2)− pk−1 = (qk−1− qk−2) + (pk−2− pk−1) .

Dieser ist positiv, da sowohl die Folge der Zähler als auch die der Nenner
der Konvergenten vonα monoton steigt.

§6: Die Pellsche Gleichung

Im letzten Kapitel hatten wir gesehen, daß eine Einheitx+y
√
D vonOD

die Gleichungx2 − Dy2 = ±1 erfüllen muß. Hauptziel dieses Para-
graphen ist die L̈osung der PELLschen Gleichungx2 − Dy2 = 1 für
(x, y) ∈ Z2 oder – da es auf das Vorzeichen vonx undy nicht ankommt –
(x, y) ∈ N2.

Faktorisierung der linken Seite der PELLschen Gleichung führt auf

(x + y
√
D)(x− y

√
D) = 1 ,

und damit ist

x− y
√
D =

1

x + y
√
D

=⇒ x

y
−
√
D =

1

y2
(

x
y

+
√
D
) .
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Wegen der Positiviẗat der rechten Seite istx
y >
√
D, also folgt

∣∣∣x− y
√
D
∣∣∣ = x− y

√
D =

1

y2
(

x
y +
√
D
) <

1

2y2
√
D
<

1
2y2

.

Nach dem Satz aus Kapitel 5,§3 muß x
y somit eine Konvergente der

Kettenbruchentwicklung von
√
D sein.

Umgekehrt liefert aber nicht jede Konvergente der Kettenbruchentwick-
lung von

√
D eine L̈osung der PELLschen Gleichung: Beispielsweise

hat
√

13 = [3,1,1,1,1,6, . . . ] die Brüche

4
1
,

7
2
,

11
3
,

18
5
,

119
33

als seine ersten Konvergenten, aber

42 − 13 = 3, 72− 13 · 22 = −3, 112− 13 · 32 = 4

182− 13 · 52 = −1 und 1192− 13 · 332 = 4 .

Zumindesta priori ist nicht klar, ob es̈uberhaupt eine Konvergente gibt,
die auf eine L̈osung der PELLschen Gleichung führt.

Um hier mehr zu erfahren, m̈ussen wir uns die Kettenbruchentwick-
lung von

√
D genauer ansehen. Dabei seiD im folgenden stets eine

quadratfreie natürliche Zahl.

Das konjugierte Element zu
√
D ist −

√
D und somit kleiner als−1;

die Kettenbruchentwicklung von
√
D ist also nicht rein periodisch.

Betrachten wir aberα =
[√
D
]

+
√
D, so ist naẗurlich α > 1. und

α =
[√
D
]
−
√
D liegt zwischen−1 und 0. Somit hatα eine rein perio-

dische Kettenbruchentwicklung. Die Periode seik und die Koeffizienten
seienc0, c1, . . . .

Die Kettenbruchentwicklung von
√
D = α −

[√
D
]

unterscheidet sich
von der vonα nur im ganzzahligen Anteil. Dieser ist im Falle vonα
gleich 2

[√
D
]
, im Falle von

√
D nur

[√
D
]
. Danach folgen in beiden

Fällen dieci mit i ≥ 1. Wegenck = c0 = 2
[√
D
]

gilt daher
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Satz: IstD eine quadratfreie natürliche Zahl, so ist die Folgec0, c1, . . .

der Koeffizienten der Kettenbruchentwicklung von
√
D abc1 periodisch.

Bezeichnetk die Periode, so istck = 2c0 = 2
[√
D
]
.

Bezeichnetpn/qn wieder dien-te Konvergente dieser Kettenbruchent-
wicklung, so ist nach der schon oft benutzten Formel

√
D =

αnpn−2 + pn−1

αnqn−2 + qn−1
.

Ist spezielln = rk ein Vielfaches einer Periode, hat 1/αn eine Ket-
tenbruchentwicklung mit Koeffizientencrk, crk+1, crk+2, . . . ; nach dem
gerade bewiesenen Satz stimmt dasüberein mit der Folge 2c0, c1, c2, . . .,
d.h.

1
αrk

= c0 +
√
D =

[√
D
]

+
√
D .

Einsetzen in die obige Formel führt auf

√
D =

αrkprk−2 + prk−1

αrkqrk−2 + qrk−1
=
prk−2 + prk−1

(
c0 +
√
D
)

qrk−2 + qrk−1

(
c0 +
√
D
)

oder

(qrk−2 + qrk−1c0)
√
D + qrk−1D = (prk−2 + prk−1c0) + prk−1

√
D .

Durch Koeffizientenvergleich folgt:

prk−2 = qrk−1D − prk−1c0 und qrk−2 = prk−1− qrk−1c0 .

Setzen wir dies ein in die aus Kapitel 5,§2, bekannte Formel

pmqm−1− qmpm−1 = (−1)m−1

mit m = rk − 1, erhalten wir die Gleichung

p2
rk−1− prk−1qrk−1c0− q2

rk−1D + qrk−1prk−1c0

= p2
rk−1−Dq2

rk−1 = (−1)rk−2 .

Im Falle einer geraden Periodek ist somit (pkr−1, qkr−1) für jedes
r ∈ N eine L̈osung der PELLschen Gleichung ; für ungerade Perioden
liefern nur die geradzahligen Vielfachen vonk Lösungen, ẅahrend die
ungeradzahligen zu L̈osungen der Gleichungx2−Dy2 = −1 führen.
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Im EingangsbeispielD = 13 zeigt eine genauere Rechnung, daß sich
die Koeffizienten 1,1,1,1,6 periodisch wiederholen, wir haben al-
so die ungerade Periode fünf. Damit liefern die vierte, vierzehnte,
vierundzwanzigste Konvergente der Kettenbruchentwicklung Lösungen
der Gleichungx2−Dy2 = −1, was wir f̈ur die vierte bereits nachgerech-
net haben. L̈osungen der PELLschen Gleichung liefern die neunte, ne-
unzehnteusw.Konvergente. Die neunte Konvergente ist

[3,1,1,1,1,6,1,1,1] =
649
180

,

und in der Tat ist

6492− 13 · 1802 = 421 201− 13 · 32 400 = 421 201− 421 200 = 1 .

Allgemein haben wir gezeigt, daß die PELLsche Gleichung f̈ur jedes
quadratfreieD eine L̈osung hat; zusammen mit dem Satz aus Kapi-
tel 6, §6 folgt, daß die Einheitengruppe eines jeden reellquadratischen
Zahlkörpers unendlich ist und daß es speziell für die Gruppe der Einhei-
ten mit Norm eins (der sogenannten Einseinheiten) ein Elementα ∈ OD

gibt, so daß jede Einseinheit in der Form±αr mit einemr ∈ Z geschrie-
ben werden kann.α ist die kleinste Einseinheit größer eins.

Natürlich kann auchα in der Formpn + qn
√
D geschrieben werden,

wobei pn/qn eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
√
D

ist. Da Z̈ahler und Nenner der Konvergenten strikt monoton ansteigen
mit n, handelt es sich hier um dieersteKonvergentepn/qn, für die
p2

n −Dq2
n = 1 ist.

Mit Rechnungen, die sehrähnlich zu den obigen sind, kann man zeigen,
daß die oben gefundenen Indizesm mit p2

m − Dq2
m = ±1 tats̈achlich

die einzigen sind mit dieser Eigenschaft. Da wir schon viel mit Ketten-
brüchen gerechnet haben und es noch viele andere interessanteTeilge-
biete der Zahlentheorie zu entdecken gilt, möchte ich auf diese Rech-
nungen verzichten.

Wer sich f̈ur diese Rechnungen interessiert, findet sie zum Beispiel in

WINFRIED SCHARLAU, HANS OPOLKA: Von Fermat bis Minkowski – Eine Vorlesung̈uber
Zahlentheorie und ihre Entwicklung,Springer,1980



Kap. 7: Quadratische Formen 

im Kapitelüber LAGRANGE im (nur im Inhaltsverzeichnis benannten) ParagraphenLösung
der Fermatschen (Pellschen) Gleichungab Seite 64. Es gibt zwar Rückverweise, aber wer
den obigen Beweis verstanden hat, muß nur einem wirklich folgen. Zu beachten sind die
unterschiedlichen Bezeichnungen: Was hierα heißt, ist dortθ, aber das dortigeθn ist
hier 1/αn. Die hiesigencn werden dort mitan bezeichnet.

Wenn wir dieses Ergebnis akzeptieren, können wir die Einheitengruppe
eines jeden reellquadratischen ZahlkörpersQ[

√
D] explizit berechnen,

zumindest f̈ur D 6≡ 1 mod 4: Dann istOD = Z ⊕ Z
√
D, so daß die

Einheiten genau den ganzzahligen Lösungen der beiden Gleichungen
x2−Dy2 = ±1 entsprechen. Istk die Periode der Kettenbruchentwick-
lung von

√
D undp/q die (k − 1)-te Konvergente, so istα = p + q

√
D

die Grundeinheit, und jede andere Einheit läßt sich als±αr mit einem
r ∈ Z schreiben. F̈ur geradesk sind dies alles Einseinheiten, für unge-
radesk bekommen wir f̈ur gerader Einseinheiten und sonst Einheiten
der Norm−1.

Bleibt die Frage, f̈ur welcheD die Periodek geradebzw.ungerade ist.
Diese Frage muß nicht nur in dieser Vorlesung unbeantwortetbleiben:
Es handelt sich hier um eines der vielen zahlentheoretischen Probleme,
die trotz jahrhundertelanger Bemühungen auch heute noch offen sind.

Die zweite Frage ist: Was passiert für D ≡ 1 mod 4? Wie wir wis-
sen, sind dann auch die Zahlen1

2(x + y
√
D) für ungerade ganze Zahlen

x, y ganz, es kann also auch Einheiten dieser Form geben. In der Tat
haben wir beim EingangsbeispielD = 13 bereits solche F̈alle ken-
nengelernt: F̈ur die dritte Konvergente11

4 ist 112 − 13 · 32 = 4, d.h.
N
(

1
2(11 + 3

√
13
)

= 1. Wie eine genauere Untersuchung zeigt, ist dies
genau dann m̈oglich, wennD ≡ 5 mod 8, jedoch nicht f̈ur alle sol-
cheD. Wenn es eine Grundeinheit dieser Form gibt, liegt ihre dritte
Potenz inZ⊕Z

√
D, der Kettenbruchalgorithmus gibt dann also nur die

dritte Potenz der Grundeinheit. Einzelheiten findet man beispielsweise
in §16, 5D des Buchs

HELMUT HASSE: Vorlesungen̈uber Zahlentheorie,Springer,21964.



Kapitel 8
Quadratische Reste

§1: Das Legendre-Symbol

Definition: Für eine Primzahlp und eine nicht durchp teilbare
naẗurliche Zahla ist das LEGENDRE-Symbol

(
a

p

)
=

{
+1 falls es einx ∈ N gibt mit x2 ≡ a modp
−1 sonst

Im ersten Fall bezeichnen wira als quadratischen Restmodulop, an-
dernfalls als quadratischen Nichtrest. Für eine durchp teilbare Zahla
setzen wir

(
a
p

)
= 0.

Sinda, b zwei modulop kongruente natürliche Zahlen, so ist offensicht-
lich

(
a
p

)
=
(

b
p

)
. Wir haben daher auch für a ∈ F×

p ein wohldefiniertes

LEGENDRE-Symbol
(

a
p

)
, das durch die Vorschrift

(
0
p

)
= 0 auf ganzFp

fortgesetzt wird.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752–1833) wurde in Tou-
louse oder Paris geboren; jedenfalls ging er in Paris zur
Schule und studierte Mathematik und Physik am dorti-
gen Coll̀ege Mazarin. Ab 1775 lehrte er an der Ecole
Militaire und gewann einen Preis der Berliner Akademie
für eine Arbeitüber die Bahn von Kanonenkugeln. An-
dere Arbeiten befaßten sich mit der Anziehung von
Ellipsoiden und der Himmelsmechanik. Ab etwa 1785
publizierte er auch Arbeiten̈uber Zahlentheorie, in de-
nen er z.B. das quadratische Reziprozitätsgesetz bewies
sowie die Irrationaliẗat vonπ undπ2.
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Lemma: Das LEGENDRE-Symbol definiert einen Gruppenhomomor-
phismus

( ·
p

)
:






F×
p → {+1,−1}

a 7→
(
a

p

) .

Für p = 2 ist dies der triviale Homomorphismus, für ungeradep ist er
surjektiv. Insbesondere gibt es dann jeweilsp−1

2 quadratische Reste und
Nichtreste.

Beweis:Für p = 2 istF×
2 = {1}, und 1 = 12 ist ein quadratischer Rest.

Sei nunp ungerade. Der Homomorphismus
{

F×
p → F×

p

x 7→ x2

hat den Kern{+1,−1}, also besteht das Bild ausp−1
2 Elementen, den

quadratischen Resten.

Trivialerweise ist das Produkt zweier quadratischer Restewieder ein
quadratischer Rest. Ista = x2 ein quadratischer Rest undb ein Nichtrest,
so ist auchab ein quadratischer Nichtrest, denn wäre ab = y2, wäre
b = (yx−1)2 ein quadratischer Rest. Da Multiplikation mitb injektiv ist,
folgt, daß sich jeder quadratische Nichtrest in der Formbc darstellen l̈aßt,
wobeic ein quadratischer Rest ist. Damit folgt, daß das Produkt zweier
quadratischer Nichtreste ein quadratischer Rest ist, dennbc · bd = b2cd,
wobeic undd Quadrate inF×

p sind.

Lemma (EULER): Ist p eine ungerade Primzahl und kein Teiler vona,

so ist

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 modp.

Beweis:g sei ein erzeugendes Element vonF×
p . Dann ist offensichtlich

jede Potenzgr mit gerademr ein quadratischer Rest, und da es genau
p−1

2 verschiedene solcher Potenzen gibt, sind das auchalle quadrati-
schen Reste. Somit istgr genau dann ein quadratischer Rest, wennr
gerade ist.



 Zahlentheorie

Da g ein erzeugendes Element ist, kanng(p−1)/2 nicht gleich eins sein;
da nach dem kleinen Satz von FERMAT aber sein Quadratgp−1 = 1 ist,
folgt g(p−1)/2 = −1. Für a = gr ist somit

a
p−1

2 = (gr)
p−1

2 =
(
g

p−1
2

)r

= (−1)r

genau dann gleich eins, wenna ein quadratischer Rest ist, und−1 sonst.

Korollar: Für ungeradesp ist
(−1
p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
+1 fallsp ≡ 1 mod 4
−1 fallsp ≡ 3 mod 4

.

§2: Das quadratische Reziprozitätsgesetz

Quadratisches Reziprozitätsgesetz:Für zwei verschiedene ungerade
Primzahlenp, q ist

(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 und

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

ZumBeweisbetrachten wir ein zum Nullpunkt symmetrisches Vertreter-
system vonF×

p in Z, nämlich

R = {−h, . . . ,−1,1, . . . , h} mit h =
p− 1

2
.

Weiter seiS = {q,2q, . . . , hq}. Dap undq teilerfremd sind, haben zwei
verschiedene Elemente vonS verschiedene Restklassen modulop.

1. Schritt(GAUSS): q sei eine beliebige Primzahl undp 6= q eine ungerade

Primzahl. Dann ist

(
q

p

)
= (−1)m, wobeim die Anzahl jener Elemente

von S bezeichnet, die modulop kongruent sind zu einem negativen
Element vonR.

Beweis:a1, . . . , am seien die negativen Elemente vonR, die zu Elemen-
ten ausS kongruent sind,b1, . . . , bn die positiven. Dann ist

a1 · · · amb1 · · · bn ≡
h∏

i=1

(iq) = h!qh modp .
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Natürlich sindai undaj für i 6= j zwei verschiedene Zahlen, genauso
auchbi undbj . Außerdem kann auch nie|ai| =

∣∣bj
∣∣ sein, denn sonst ẅare

einerseitsai + bj = 0, andererseits gäbe es aber Zahlen 1≤ k, ℓ ≤ h,
so daßai ≡ kq undbj ≡ ℓq modp. Also wäre (k + ℓ)q durchp teilbar,
was nicht m̈oglich ist, dennk + ℓ ≤ 2h = p− 1. Damit sind die Betr̈age
derai und derbj genau die Zahlen von 1 bish, d.h.

a1 · · · amb1 · · · bn = (−1)mh! .

Vergleich mit der obigen Kongruenz zeigt, daß dannqh ≡ (−1)m modp
ist, also nach dem vorigen Lemma

(
q
p

)
= (−1)m.

2. Schritt(GAUSS): Für zwei ungerade Primzahlenp 6= q ist

(
q

p

)
= (−1)M mit M =

h∑

i=1

[
iq

p

]
und

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Im Beweissei zun̈achst auch noch der Fallq = 2 zugelassen. F̈ur i ≤ h
seiri = iq − p ·

[
iq
p

]
; dann ist 0≤ ri < p und iq = p ·

[
iq
p

]
+ ri. Falls

iq modulop kongruent ist zu einem negativen Elementaj ∈ R, ist also
ri = p + aj ; falls ri ≡ bj > 0 ist dagegenri = bj . Somit ist

h∑

i=1

iq = p
h∑

i=1

[
iq

p

]
+

m∑

i=1

(ai + p) +
n∑

i=1

bi = pM +mp +
m∑

i=1

ai +
n∑

i=1

bi .

Andererseits ist

h∑

i=1

iq =
h(h + 1)

2
· q =

1
2
· p− 1

2
· p + 1

2
· q =

p2 − 1
8
· q .

Außerdem wissen wir aus dem ersten Schritt, daß

{−a1, . . . ,−am, b1, . . . , bn} = {1, . . . , h}

ist, d.h.

−
m∑

i=1

ai +
n∑

i=1

bi =
h∑

i=1

i =
h(h + 1)

2
=
p2 − 1

8
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und damit ist
∑n

i=1 bi = p2−1
8 +

∑m
i=1 ai. Setzen wir das alles in die obige

Formel ein, erhalten wir die Beziehung

p2 − 1
8
· q = (M +m)p +

p2− 1
8

+ 2
m∑

i=1

ai

oder
p2 − 1

8
· (q − 1) = (M +m)p + 2

m∑

i=1

ai .

Im Falle einer ungeraden Primzahlq steht rechts eine gerade Zahl; damit
muß auchM +m gerade sein, d.h. (−1)M = (−1)m, und die Behauptung
folgt aus dem ersten Schritt.

Für q = 2 istM = 0, da
[

2i
p

]
für allei ≤ h verschwindet. Modulo zwei

wird die obige Beziehung daher zu

p2 − 1
8
≡ mp ≡ m mod 2 ,

so daß die Behauptung auch hier aus dem ersten Schritt folgt.

3. Schritt(EISENSTEIN): p undq seien ungerade Primzahlen,

h =
p− 1

2
, k =

q − 1
2

, M =
h∑

i=1

[
iq

p

]
und N =

k∑

i=1

[
ip

q

]
.

Dann istM +N = hk.

Beweis:Im Innern des Rechtecks mit Ecken (0,0), (p
2 ,0), (0, q

2 ) und
(p

2 ,
q
2 ) liegenhk Gitterpunkte, n̈amlich die Punkte (i, j) mit 1 ≤ i ≤ h

und 1≤ j ≤ k.

Die Diagonale des Rechtecks liegt auf der Geradeny = q
p
x und entḧalt

keine Gitterpunkte. Unterhalb der Diagonalen liegen
[

iq
p

]
Punkte mit

Abszissei, insgesamt alsoM Punkte. Dar̈uber liegen
[

ip
q

]
Punkte mit

Ordinatei, insgesamt alsoN Punkte. Somit isthk = M +N .
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Zum Beweisdes quadratischen Reziprozitätsgesetzes m̈ussen wir nun
nur noch alles kombinieren: Nach dem zweiten und dem drittenSchritt
ist
(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)M · (−1)N = (−1)M+N = (−1)hk = (−1)

p−1
2

q−1
2 .

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) leistete wesent-
liche Beitr̈age zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialge-
ometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophysikusw.Als Di-
rektor der G̈ottinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung des Königreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versiẗat Göttingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
benutzte er f̈ur erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Seine 1801 ver̈offentlichtenDisquisitiones arithmeticae
sind auch noch heute fundamental für die Zahlentheorie.

FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN(1823–1852),
genannt Gotthold, wurde in Berlin geboren. Als einziges
seiner sechs Geschwister starb er nicht bereits während
der Kindheit an Meningitis. Im Alter von 17 Jah-
ren, noch als Scḧuler, besuchte er Mathematikvorlesun-
gen der Universiẗat, unter anderem bei DIRICHLET. Ab
1842 las er dieDisquisitiones arithmeticaevon GAUSS,
den er 1844 in G̈ottingen besuchte. Trotz zahlreicher
wichtiger Arbeiten erhielt er nie eine gut bezahlte Po-
sition undüberlebte vor allem dank der Unterstützung
durch ALEXANDER VON HUMBOLDT. 1847 habilitierte
er sich in Berlin und hatte dort unter anderem RIEMANN

als Studenten. Er starb 29-jährig an Tuberkulose.

Bemerkung: Die rechten Seiten der Gleichungen im quadratischen
Reziproziẗatsgesetz lassen sich auch durch Kongruenzbedingungen aus-
drücken: (p− 1)/2 ist genau dann gerade, wennp ≡ 1 mod 4, entspre-
chend f̈ur q. Somit ist

(
p

q

)(
q

p

)
=

{
+1 fallsp ≡ 1 mod 4 oderq ≡ 1 mod 4
−1 fallsp ≡ q ≡ 3 mod 4

.
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Ist p = 8r + k, so ist p2 = 64r2 + 16r + k2 ≡ k2 mod 16, also ist
p2 − 1 ≡ k2 − 1 mod 16. F̈ur k = ±1 ist dies null, f̈ur k = ±3 acht.
Somit ist

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
+1 fallsp ≡ ±1 mod 8
−1 fallsp ≡ ±3 mod 8

.

Das quadratische Reziprozitätsgesetz läßt sich gelegentlich dazu ver-
wenden, um ein LEGENDRE-Symbol einfach zu berechnen. Wenn wir bei-
spielsweise entscheiden wollen, ob sieben ein quadratischer Rest modu-
lo 17 ist, sagt es uns (da 17≡ 1 mod 4), daß

(
7
17

)
=
(

17
7

)
ist. Letzteres ist

gleich
(

3
7

)
, da 17≡ 3 mod 7. Hier haben wir zwei Primzahlen, die beide

kongruent drei modulo vier sind, also ist
(

3
7

)
= −

(
7
3

)
= −

(
1
3

)
= −1,

denn die Eins ist natürlich modulo jeder Primzahl ein quadratischer Rest.
Also ist sieben modulo 17 ein quadratischer Nichtrest.

Genauso k̈onnen wir auch leicht feststellen, ob 13 quadratischer Rest
modulo 1 000 003 ist: Da 13≡ 1 mod 4, ist

(
13

1 000 003

)
=
(

1 000 003
13

)
. Da

1 000 003≡ 4 mod 13, ist dies gleich
(

4
13

)
, und das ist natürlich eins,

da 4 = 22 modulo jeder Primzahl ein Quadrat ist. Somit ist auch 13 ein
Quadrat modulo 1 000 003.

Das Problem bei dieser Vorgehensweise besteht darin, daß wir nor-
malerweise nicht soviel Glück haben wie hier und als Reduktionen stets
Primzahlen erhalten. Wir sollten daher ein quadratisches Reziproziẗats-
gesetz haben, das auch funktioniert, wenn die beteiligten Zahlen nicht
prim sind.

§3: Das Jacobi-Symbol

Wie wir in §1 gesehen haben, definiert das LEGENDRE-Symbol in Bezug
auf seinen

”
Zähler“ einen Homomorphismus; wir können versuchen, es

zu erweitern, indem wir dasselbe auch für den
”
Nenner“ postulieren:

Definition: Ist n =
r∏

i=1
pei

i eine ungerade Zahl undm eine zun teiler-
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fremde Zahl, so ist das JACOBI-Symbol definiert als

(m
n

)
=

r∏

i=1

(
m

pi

)ei

.

Fallsm undn nicht teilerfremd sind, setzen wir
(

m
n

)
= 0.

CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804–1851) wurde in
Potsdam als Sohn eines jüdischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwölf Jahren bestand er sein Abitur, mußte aber
noch vier Jahre in der Abschlußklasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universität nur Studenten mit
mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
Studien mit dem Staatsexamen für Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Außerdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so
daß er ab 1825 an der Universität Berlin und ab 1826 in

Königsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. ZehnJahre sp̈ater mußte er aus
gesundheitlichen Gründen das rauhe Klima K̈onigsbergs verlassen und lebte zunächst in
Italien, danach f̈ur den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allem berühmt durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie und̈uber elliptische Integrale.

Für eine Primzahln und ein nicht dadurch teilbaresm stimmt das
JACOBI-Symbol naẗurlich mit dem LEGENDRE-Symbolüberein, und man
kann sich fragen, ob man hier wirklich einen neuen Namen braucht.
Dieser ist gerechtfertigt, weil es einen ganz wesentlichenUnterschied
zwischen den beiden Symbolen gibt: Beispielsweise ist

(
2
15

)
=

(
2
3

)(
2
5

)
= (−1)

32−1
8 · (−1)

52−1
8 = (−1) · (−1) = 1 ,

aber zwei ist offensichtlich kein quadratischer Rest modulo 15: Sonst
müßte es schließlich erst recht quadratischer Rest modulo drei und mo-
dulo fünf sein, aber die entsprechenden LEGENDRE-Symbole sind−1.
In der Tat gibt es modulo 15 nur vier quadratische Reste: 1,4,6 und 10.

Das JACOBI-Symbol gibt daher keine Auskunft darüber, ob eine Zahl
quadratischer Rest ist oder nicht; lediglich wenn es gleich−1 ist, können
wir sicher sein, daß wir es mit einem quadratischen Nichtrest zu tun
haben, denn dann muß ja auch schon für mindestens einen Primteiler
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des
”
Nenners“ das LEGENDRE-Symbol gleich−1 sein, ẅahrend ein

quadratischer Rest modulo einer Zahln erst recht quadratischer Rest
modulo eines jeden Teilers vonn sein muß.

Die Nützlichkeit des JACOBI-Symbols kommt in erster Linie daher, daß
auch daf̈ur das quadratische Reziprozitätsgesetz gilt und es somit zur
Berechnung von LEGENDRE-Symbolen verwendet werden kann:

Satz: Für zwei ungerade Zahlenm,n mit ggT(m,n) = 1 ist
( n
m

)(m
n

)
= (−1)

n−1
2

m−1
2 und

(
2
m

)
= (−1)

m2−1
8 .

Beweis:Sein =
r∏

i=1
pei

i undm =
s∏

j=1
q

fj

j . Nach Definition des JACOBI-

Symbols und weil das LEGENDRE-Symbol bei festgehaltenem
”
Nenner“

einen Homomorphismus definiert, ist dann
( n
m

)
=

s∏

j=1

(
n

qj

)fj

=
s∏

j=1

r∏

i=1

(
pi

qj

)eifj

und
(m
n

)
=

s∏

j=1

r∏

i=1

(
qj
pi

)eifj

.

Nach dem quadratischen Reziprozitätsgesetz aus§2 ist daher

( n
m

)(m
n

)
=

r∏

i=1

s∏

j=1

(
(−1)

pi−1
2

qj−1

2

)eifj

= (−1)

r∑
i=1

s∑
j=1

pi−1
2

qj−1

2 eifj

= (−1)

(
r∑

i=1

pi−1
2 ei

)(
s∑

j=1

qj−1

2 fj

)

=

(
(−1)

r∑
i=1

pi−1
2 ei

)
s∑

j=1

qj−1

2 fj

.

Dies ist genau dann gleich +1, wenn mindestens einer der beiden Expo-
nenten gerade ist; andernfalls ist es gleich−1.

Im Produkt

(−1)
∑

r

i=1

pi−1
2 ei =

r∏

i=1

(−1)
pi−1

2 ei

können wir alle Faktoren weglassen, für die ei gerade ist oder aber
pi ≡ 1 mod 4. Das Produkt ist also gleich (−1)N mit

N = Anzahl der Indizesi mit pi ≡ 3 mod 4 undei ungerade .
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Die Faktorenpei

i sind genau dann kongruent eins modulo vier, wenn
pi ≡ 1 mod 4 oderei gerade ist, denn 32 ≡ 1 mod 4. Andernfalls ist
pei

i ≡ 3≡ −1 mod 4. Somit ist auchn ≡ (−1)N mod 4, also

(−1)
∑

r

i=1

pi−1
2 ei = (−1)N = (−1)

n−1
2 .

Ist dies gleich +1, so ist die rechte Seite der Gleichung für
(

n
m

) (
m
n

)

ebenfalls +1, andernfalls zeigt das gleiche Argument für m, daß sie
gleich (−1)(m−1)/2 ist. In jedem Fall erhalten wir daher die gewünschte
Formel (m

n

)( n
m

)
= (−1)

n−1
2

m−1
2 .

Genauso folgt auch, daß
(

2
m

)
= (−1)(m

2−1)/8 ist, denn dies ist +1 für
m ≡ ±1 mod 8 und−1 fürm ≡ ±3 mod 8. Das Produkt zweier Prim-
zahlen kongruent±1 modulo acht ist wieder kongruent±1, genauso
das zweier Primzahlen kongruent±3 modulo acht. Damit f̈uhrt dieselbe
Argumentation wie oben zum Ziel.

Als Anwendung k̈onnen wir uns̈uberlegen, modulo welcher Primzahlen
eine vorgegebene Zahlaquadratischer Rest ist. Modulo seiner Primteiler
verschwindeta und ist somit ein Quadrat. Sei alsop kein Teiler vona.

Für a = 2 haben wir gesehen, daß
(

2
p

)
nur von der Kongruenzklas-

sep mod 8 abḧangt; wegen der Multiplikativiẗat des JACOBI-Symbols
reicht es also, wenn wir ungeradea betrachten. Nach dem gerade be-
wiesenen Gesetz ist dann

(
a

p

)
= (−1)

a−1
2

p−1
2

(
p

a

)
.

Für festesa ist (a− 1)/2 ein konstanter Wert, (p− 1)/2 hängt nur ab von
p mod 4, und

(
p
a

)
hängt ab vonp moda. Insgesamt ḧangt es also nur ab

vonp mod 4a, oba ein quadratischer Rest oder Nichtrest modulop ist.

Betrachten wir als Beispiel den Falla = 3. Hier ist (a− 1)/2 = 1, also

(−1)
(a−1)

2
p−1

2 = (−1)
p−1

2 =

{
+1 fallsp ≡ 1 mod 4
−1 fallsp ≡ 3 mod 4

,
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und (
p

3

)
=

{
+1 fallsp ≡ 1 mod 3
−1 fallsp ≡ 2 mod 3

.

Somit ist f̈ur eine Primzahlp > 3
(

3
p

)
=

{
+1 fallsp mod 12∈ {1,11}
−1 fallsp mod 12∈ {5,7} .

Für a = 5 ist (a− 1)/2 = 2 gerade, also
(

5
p

)
=

(
p

5

)
=

{
+1 fallsp mod 5∈ {1,4}
−1 fallsp mod 5∈ {2,3} ,

§4: Berechnung der modularen Quadratwurzel

Das quadratische Reziprozitätsgesetz zeigt uns schnell, ob die Gleichung
x2 ≡ a modp für eine gegebene Primzahlpund eine ganze Zahla lösbar
ist; es gibt uns aber keinen Hinweis darauf, wie wir diese Lösung finden
können. Darum soll es in diesem Paragraphen gehen.

Am einfachsten lassen sich Quadratwurzeln modulo zwei ziehen, denn
modulo zwei ist jede Zahl ihre eigene Quadratwurzel. Im folgenden sei
daherp eine ungerade Primzahl; wir zerlegen

p− 1 = 2e · q
in eine Zweierpotenz 2e und eine ungerade Zahlq.

Da die multiplikative GruppeF×
p modulo p zyklisch ist, gibt es ein

Elementg ∈ F×
p , so daß

F×
p = {g, g2, . . . , gp−1 = 1}

genau aus den Potenzen vong besteht.

Die Ordnung eines Elementsgr läßt sich leicht berechnen: Dagrn

genau dann zu eins wird, wennp − 1 den Exponentenrn teilt, ist rn
für die Ordnungn das kleinste gemeinsame Vielfache vonr undp− 1.
Das kleinste gemeinsame Vielfache ist bekanntlich gleich dem Produkt,
dividiert durch den gr̈oßten gemeinsamen Teiler. Damit ist die Ordnung

n =
p− 1

ggT(r, p− 1)
.
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Speziell f̈ur die beiden Elemente

y = g2e

und z = gq

folgt, daßy die Ordnungq hat undz die Ordnung 2e.

Daq und 2e teilerfremd sind, gibt es nach dem erweiterten EUKLID ischen
Algorithmus ganze Zahlenu, v, so daß

2eu + qv = 1

ist. Hierbei mußv offensichtlich eine ungerade Zahl sein, denn sonst
wäre die Summe auf der linken Seite eine gerade Zahl.

Damit ist
g = g2eu+qv = g2eugqv = yuzv

und entsprechend für jedesr

gr = yurzvr .

Da es bei Potenzen vony nur auf den Exponenten moduloq ankommt
und bei solchen vonz nur auf den Exponenten modulo 2e, heißt dies,
daß sich jedes Element vonF×

p in der Form

a = yαzβ mit 0≤ α < q und 0≤ β < 2e

schreiben l̈aßt.

a = gr ist genau dann ein quadratischer Rest, wennr eine gerade Zahl ist;
die beiden Quadratwurzeln sind dann±gr/2. Falls wir nura kennen, ist
dies allerdings nicht sonderlich nützlich zur Berechnung dieser Wurzeln,
denn erstens kennen wir im allgemeinen das Elementg nicht explizit, und
zweitens kennen wir auch den Exponentenr nicht. Ersteres ẅare kein
großes Problem, denn es gibt effiziente probabilistische Algorithmen,
um sich m̈ogliche Werte f̈ur g zu verschaffen, letzteres aber ist ein
diskretes Logarithmenproblem modulop, also nur dann effizient lösbar,
wenn die Primzahlp ziemlich klein ist.

Auch der etwas komplizierteren (und bislang ebenfalls nicht explizit
bekannten) Forma = yαzβ können wir ansehen, wanna quadratischer
Rest ist: Dav eine ungerade Zahl ist, istr genau dann gerade, wenn auch
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vr gerade ist, und das wiederum istäquivalent dazu, daßβ ≡ vr mod 2e

eine gerade Zahl ist.

aq = yαqzβq = zβq ist eine Potenz vonz; es gibt also eine ganze Zahlk
zwischen null und 2e − 1, so daßaqzk = 1 ist, n̈amlich

k = −βq mod 2e ∈ {0,1,2, . . . ,2e − 1} ,

und auch diese Zahl ist genau dann gerade, wenna quadratischer Rest
ist. Mit dieser Zahlk sind dann

x = ±a(q+1)/2zk/2

die beiden Quadratwurzeln des quadratischen Restsa, denn

x2 = aq+1zk = a(aqzk) = a .

Sobald wir den Wertzk/2 kennen, k̈onnen wir also die Quadratwurzeln
vona bestimmen, und wir wir gleich sehen werden, läßt sich dieser Wert
erheblich schneller berechnen als ein diskreter Logarithmus.

Zumindest f̈ur die
”
Hälfte“ aller Primzahlen haben wir damitüberhaupt

kein Problem: Eine ungerade Zahl hat bei Division durch vieroffen-
sichtlich entweder Rest eins oder Rest drei; wir betrachtenzun̈achst den
Fall, daßp ≡ 3 mod 4. (Solche Primzahlen werden in der Kryptologie
gelegentlich als BLUMsche Primzahlen bezeichnet.)

Ist p ≡ 3 mod 4, so istp− 1≡ 2 mod 4, d.h.p− 1 ist zwar durch zwei,
nicht aber durch vier teilbar. Mithin istp− 1 = 2q mit einer ungeraden
Zahl q, d.h. der oben definierte Exponente ist eins. Damit kommen für
k nur die Wertek = 0 undk = 1 in Frage, und f̈ur einen quadratischen
Resta mußk = 0 sein. Dann sind sowohlzk als auchzk/2 gleich eins,
also sind die beiden Wurzeln ausa einfach

x1/2 = ±a(q+1)/2 = ±a( p−1
2 +1)/2 = ±a(p+1)/4 ,

was sich leicht berechnen läßt. Die Richtigkeit dieser Formel läßt sich
auch direkt nachprüfen, denn nach dem Lemma von EULER ist

x2
1/2 = a(p+1)/2 = a · a(p−1)/2 = a ·

(
a

p

)
.

Ist alsoa ein quadratischer Rest, so istx2
1/2 = a; wendet man die Formel

fälschlicherweise auf einen quadratischen Nichtrest an, ist x2
1/2 = −a.
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Für p ≡ 1 mod 4 ist entwederp ≡ 1 mod 8 oderp ≡ 5 mod 8. Zu-
mindest im letzteren Fall k̈onnen wir wieder eine explizite Formel für
die Quadratwurzeln aufstellen: In diesem Fall istp− 1≡ 4 mod 8, d.h.
p− 1 ist zwar durch vier, nicht aber durch acht teilbar. Somit ist

p− 1 = 4q = 22q mit einer ungeraden Zahlq ,

d.h. e = 2. Daher kannk nun die vier Werte 0,1,2,3 annehmen; f̈ur
quadratische Reste gibt es die beiden Möglichkeitenk = 0 undk = 2.

Im Fall k = 0 können wir wie oben argumentieren: Dann ist

x1/2 = ±a(q+1)/2 = ±a( p−1
4 +1)/2 = ±a(p+3)/8 .

Für k = 2 sind die Wurzeln±a(q+1)/2z, wobei z wie oben definiert
und nicht explizit bekannt ist.z ist nach Definitionq-te Potenz eines
primitiven Elements, und das gilt offenbar für jedes Element, dessen
Ordnung gleich 2e ist. (Hier ist naẗurlich e = 2, aber das folgende
Argument gilt f̈ur jedese.)

Wenn wir dieq-te PotenzirgendeinesElements ausF×
p berechnen, erhal-

ten wir ein Element, dessen Ordnung eine Zweierpotenz ist, die 2e teilt.
Falls sie nicht gleich 2e ist, muß das Element Quadrat eines anderen sein;
die Elemente von Zweipotenzordnung, die genaue Ordnung 2e haben,
sind daher genau die quadratischen Nichtreste. Einen solchen k̈onnen
wir uns verschaffen, wenn wir irgendeinen quadratischen Nichtrest mo-
dulo p kennen: Daq ungerade ist, ist dann auch dessenq-te Potenz
quadratischer Nichtrest, und wegenp − 1 = 2eq muß diese Potenz
Zweipotenzordnung haben. Umz zu finden, reicht es also,irgendeinen
quadratischen Nichtrest modulop zu finden.

Letzteres ist im Fallp ≡ 5 mod 8 einfach: Hier ist zwei nach dem quad-
ratischen Reziprozitätsgesetz quadratischer Nichtrest; daher können wir

z = 2q = 2(p−1)/4

setzen. F̈ur k = 2 ist somit

x1/2 = ±a(p+3)/8 · 2(p−1)/4 .

Um das Ganze wirklich explizit zu machen, müssen wir nun nur noch die
beiden F̈allek = 0 undk = 2 algorithmisch voneinander unterscheiden,
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aber das ist einfach: Wir berechnen zunächst

w = a(p+3)/8 ;

fallsu2 = a ist, sindx1/2 = ±w die beiden Quadratwurzeln. Andernfalls

multiplizieren wir w mit 2(p−1)/4; falls das Quadrat dieses Elements
von Fp gleich a ist, sind die Quadratwurzeln±2(p−1)/4w; andernfalls
ist a quadratischer Nichtrest.

Auch dies l̈aßt sich mit dem Lemma von EULER aus§1 direkt nachrech-
nen:

w4 = a(p+3)/4 = a2 · a(p−1)/2 = a2

(
a

p

)
= a2 ,

falls a ein quadratischer Rest modulop ist. Damit istw2 = ±a.

Fallsw2 = a, sind die beiden Wurzeln±w; andernfalls istw2 = −a. Da
zwei quadratischer Nichtrest ist, ist nach EULER 2(p−1)/2 = −1, also hat
w · 2(p−1)/4 das Quadrata.

Bleibt noch der Fall, daßp ≡ 1 mod 8. Dies ist der schwerste und
allgemeinste Fall, denn ẅahrendp ≡ 3 mod 4äquivalent ist zue = 1
undp ≡ 5 mod 8 zue = 2 kanne hier jeden Wert gr̈oßer oder gleich
drei annehmen. Damit wird auch die Anzahl 2e der m̈oglichen Werte
vonk deutlich gr̈oßer; die Suche nach dem richtigen Exponentenk wird
also aufwendiger.

Auch z selbst ist im allgemeinen Fall schwerer zu finden: Während wir
für p ≡ 5 mod 8 wissen, daß zwei ein quadratischer Nichtrest ist, gibt
es f̈ur p ≡ 1 mod 8 keine entsprechende Wahl; hier ist

(
2
p

)
= 1, und

man weiß nur, daß der kleinste quadratische NichtrestirgendeineZahl
zwischen eins und 1 +

√
p ist, was f̈ur große Werte vonp viel zu viele

Möglichkeiten offenl̈aßt.

Leider gibt es keinen effizienten deterministischen Algorithmus zur
Bestimmung eines quadratischen Nichtrests modulo einer beliebigen
Primzahl; da wir aber wissen, daß die Hälfte aller Restklassen modu-
lo p quadratische Nichtreste sind, kann man in der Praxis leichtwel-
che finden, indem man einfach Zufallszahlen erzeugt und nachder
EULERschen Formel oder dem quadratischen Reziprozitätsgesetz das
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LEGENDRE-Symbol berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, mehr als zehn
Versuche zu brauchen, liegt dann bei 1 : 1024, die für mehr als zwanzig
Versuche ist kleiner als eins zu einer Million,usw.

Der folgende Algorithmus von SHANKS funktioniert für beliebige un-
gerade Primzahlenp; für p ≡ 3 mod 4 undp ≡ 5 mod 8 ist es aber
naẗurlich effizienter, die obigen Verfahren zu benutzen.

p sei eine beliebige ungerade Primzahl, unda ∈ F×
p sei ein quadratischer

Rest; der Algorithmus bestimmt unter dieser Voraussetzungein Element
x ∈ F×

p mit der Eigenschaft, daßx und−x Quadrata haben.

Indem wir p − 1 so lange wie m̈oglich durch zwei dividieren (oder
die hinteren Bits betrachten) bestimmen wir zunächst die Zerlegung
p− 1 = 2eq mit einer ungeraden Zahlq.

Im ersten Schrittwird dann ein quadratischer Nichtrest modulop
bestimmt, indem wir so lange Zufallszahlenn modp erzeugen, bis(

n
p

)
= −1 ist. Dann berechnen wirz = nq modp und wissen, daß

diese Restklasse genau die Ordnung 2e hat.

Im zweiten Schrittwerden einige Variablen initialisiert; wir setzen

y ← z, r ← e, u← a(q−1)/2, b← au2, x← au ,

wobei alle Berechnungen modulop durchgef̈uhrt werden. Danach ist

ab = x2, y2r−1

= −1 und b2r−1

= 1 ,

dennab = a2u2 = x2, und die beiden hinteren Gleichungen bedeuten
nach EULER einfach, daßy = z quadratischer Nichtrest ist,a und damit
auchb = au2 aber (nach Voraussetzung) quadratischer Rest.

Diese drei Gleichungen werden als Schleifeninvarianten durch den
gesamten Algorithmus beibehalten; für b = 1 besagen sie, daßx eine
Quadratwurzel ausa ist.

Im dritten Schritt testen wir daher, obb = 1 ist; falls ja, endet der
Algorithmus mit den L̈osungen±x. Andernfalls suchen wir die kleinste
naẗurliche Zahlm, für die b2m

= 1 ist; die dritte Schleifeninvariante
zeigt, daß es ein solchesm gibt undm ≤ r − 1 ist.
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Im vierten Schrittsetzen wir

t← y2r−m−1

, y ← t2, r ← m, x← xt, b← by

und gehen zur̈uck zum dritten Schritt.

Die obigen Schleifeninvarianten gelten auch wieder nach den Zuweisun-
gen im vierten Schritt: F̈ur ab = x2 kommt das einfach daher, daß das
neuex gleich dem alten malt ist, wohingegen das neueb aus dem alten
durch Multiplikation mity = t2 entsteht. Die Gleichungy2r

= −1 gilt
weiterhin, weil das neuey die 2r−m-te Potenz des alten ist, so daß seine
m-te Potenz gleich dem alten Wert vony2r

ist; da das neuer gleichm
ist, folgt die Behauptung. Daß auch die dritte Schleifeninvariante erhal-
ten bleibt, folgt aus der G̈ultigkeit der zweiten, und der Algorithmus
endet nach endlich vielen Iterationen, dar bei jeder Wiederholung des
vierten Schritt um mindestens eins kleiner wird undr = 1 äquivalent ist
zu b = 1.

DANIEL SHANKS (1917–1996) wurde in Chicago geboren, wo er zur Schule ging und 1937
einen Bachelorgrad in Physik der University of Chicago erwarb. Er arbeitete bis 1950
in verschiedenen Positionen als Physiker, danach als Mathematiker. 1949 begann er ein
graduateStudium der Mathematik an der University of Maryland, zu dessen Beginn er
der erstaunten Fakultät als erstes eine fertige Doktorarbeit vorlegte. Da zu einem graduate
Studium auch Vorlesungen und Prüfungen geḧoren, wurde diese noch nicht angenommen;
da er ẅahrend seines Studiums Vollzeit arbeitete, dauerte es nochbis 1954, bevor er
alle Voraussetzungen erfüllte; dann wurde die Arbeit in praktisch unveränderter Form
akzeptiert. Erst 1977 entschloß er sich, eine Stelle an einer Universiẗat anzunehmen; ab
dann bis zu seinem Tod war er Professor an der University of Maryland.

SHANKS schrieb außer seinem BuchSolved and unsolved problems in number theo-
ry über achtzig Arbeiten, vor allem auf dem Gebiet der algorithmischen Zahlenthe-
orie und der Primzahlverteilung, aber auch der Numerik. 1962 berechnete erπ mit
der für damals sensationellen Genauigkeit von 100 000 Dezimalstellen. N̈aheres fin-
det man in seinem Nachruf in denNotices of the AMSvom August 1997, der unter
www.ams.org/notices/199707/comm-shanks.pdf auch im Netz zu finden ist.

§5: Anwendungen quadratischer Reste

Zum Abschluß dieses Kapitels sollen kurz noch einige Anwendungen
quadratischer Reste vorgestellt werden:
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a) Quadratische Formen und quadratische Reste

Im ersten Paragraphen des Kapitelsüber quadratische Formen haben wir
unsüberlegt, welche natürliche Zahlen sich als Summe zweier Quadrate
darstellen lassen. Allgemeiner kann man sich fragen, welche ganzen
Zahlen sich durch irgendeine vorgegebene Quadratische Form darstellen
lassen. GAUSSuntersucht diese Frage für die quadratische Formen

Q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 ;

im Gegensatz zu unserer bisherigen (auf LAGRANGE zurückgehenden)
Praxis beschr̈ankt er sich also auf Formen, bei denen der Koeffizient des
gemischten Terms gerade ist. Die MatrixM =

(
a b
b c

)
zu einer solchen

Form hat nur ganzzahlige Einträge, und auf Grund früherer Resultate von
LAGRANGE wußte er, daß er für solche Formen bessere Ergebnisse er-
warten konnte. In Abschnitt 154 seines zahlentheoretischen Hauptwerks
Disquisitiones Arithmeticaezeigt er den folgenden

Satz: Ist n = ax2 + 2bxy + cy2 für zwei zueinander teilerfremde ganze
Zahlenx, y, so istb2 − ac ein quadratischer Rest modulon.

SeinBeweisstartet mit der f̈ur beliebige Zahlenu, v gültigen Formel

(ax2 + 2bxy + cy2)(av2− 2buv + cu2)

=
(
(u(bx + cy)− v(ax + by)

)2− (b2− ac)(ux + vy)2 ,

die der Leser durch Ausmultiplizieren nachrechnen soll. Daes wohl
kaum falsch sein kann, einem Ratschlag von GAUSS zu folgen, m̈ochte
ich diese Aufforderung auch an die Leser dieses Skriptums weitergeben.

Da x und y teilerfremd sind, lassen sich nach dem erweiterten EU-
KLID ischen Algorithmus ganze Zahlenu, v finden, f̈ur dieux + vy = 1
ist. Setzt man diese in obige Formel ein, vereinfacht sich diese zu

n · (av2 − 2buv + cu2) =
(
(u(bx + cy)− v(ax + by)

)2− (b2− ac) ,

modulon ist alsob2 − ac ein Quadrat, wie behauptet.

Als Beispiel k̈onnen wir nochmals die quadratische Form

Q(x, y) = x2 + y2
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betrachten. Hier istb2 − ac = −1, falls sich eine natürliche Zahln
als Summe zweier teilerfremder Quadrate darstellen läßt, muß also−1
modulon ein Quadrat sein.

Ist eine Primzahlp = x2 +y2 als Summe zweier Quadrate darstellbar, so
sindxundy automatisch teilerfremd, also muß

(−1
p

)
= 1 sein. Nach dem

Korollar am Ende von§1 ist dies f̈ur ungeradesp genau dann der Fall,
wennp ≡ 1 mod 4 ist; f̈ur p = 2 ist

(−1
2

)
=
(

1
2

)
= 1. Somit kann eine

Primzahlp ≡ 3 modp nicht als Summe zweier Quadrate geschrieben
werden.

Das wissen natürlich bereits aus§1 des vorigen Paragraphen; für be-
liebige quadratische Formen aber ist obiger Satz von GAUSS der Aus-
gangspunkt f̈ur eine genauere Untersuchung. Details dazu führen sehr
schnell weit in die algebraische Zahlentheorie und können daher im
Rahmen dieser Vorlesung nicht behandelt werden.

b) Münzwurf per Telephon

A und B können sich nicht einigen, wer von ihnen eine dringend
notwendige aber unangenehme Arbeitübernehmen soll. Also werfen
sie eine M̈unze. Vorher entscheidet sich etwa A für

”
Wappen“, B f̈ur

”
Zahl“, dann wirft A die Münze in die Luft. Wenn sie mit Wappen nach

oben auf den Boden fällt, hat er gewonnen, andernfalls B.

Stellen wir uns nun aber vor, A und B stehen nicht nebeneinander, son-
dern befinden sich an verschiedenen Orten und diskutieren per Telephon,
wer was machen soll. Auch hier könnte A wieder eine M̈unze werfen,
allerdings sieht jetzt nur A, wie sie zu Boden fällt; wenn er gewinnt,
muß B sehr viel Vertrauen in ihn haben, um das zu glauben.

Mit Hilfe von quadratischen Resten läßt sich der M̈unzwurf so simu-
lieren, daßbeideden Ausgang̈uberpr̈ufen k̈onnen und jeder mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit gewinnt.

Dazu ẅahlt sich A zwei Primzahlenp undq die so groß sind, daß B das
ProduktN = pq nicht mit einem Aufwand von nur wenigen Minuten
faktorisieren kann. (p und q können also deutlich kleiner sein als bei
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RSA, wo man mit Gegnern rechnen muß, die monatelang rechnen.)
DiesesN schickt er an B.

B wählt sich nun eine zufällige Zahlx zwischen eins undN und schickt
deren Quadraty = x2 modN an A.

A kennt die Faktorisierung vonN ; nach dem Algorithmus aus dem
vorigen Paragraphen kann er also die Gleichungen

z2 ≡ y modp und z2 ≡ y modq

lösen; die jeweiligen L̈osungsmengen seien{a1, a2} und{b1, b2}. Nach
dem chinesischen Restesatz kann er sich vier Elemente

uij ≡
{
ai modp
bj modq

mit i, j ∈ {1,2}

zwischen null undN − 1 konstruieren, die allesamt die Kongruenz
u2

ij ≡ y modN erfüllen. Er entscheidet sich zufällig für eine dieser
vier Möglichkeiten (dies entspricht dem M̈unzwurf) und schickt das
entsprechendeu = uij an B.

B kennt nun zwei Zahlenx und u, die beide das Quadraty haben.
Möglicherweise istu = x; in diesem Fall hat er keine neue Information
bekommen, und er hat verloren. Das gleiche gilt im Fallu ≡ −x modN ,
d.h.u = N − x.

Ist aberu 6= ±x, was mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit eintritt, hat B
gewonnen und muß das nun gegenüber A beweisen.

Aus der Kongruenzx2 ≡ y modN = pq folgen naẗurlich die entspre-
chenden Kongruenzen modulop und moduloq; es gibt daher Indizes
µ, ν ∈ {1,2}, so daßx ≡ aµ modp undx ≡ bν modq. Falls sich A
genau f̈ur dieses Indexpaar entschieden hat, istx = u; falls er sich f̈ur
das Paar (i, j) mit µ 6= i undν 6= j entschieden hat, istu ≡ −x modN ,
denna1 ≡ −a2 modp undb1 ≡ −b2 modq.

Falls sichA aber f̈ur ein Paar (i, j) entschieden hat, in dem genau einer
der beiden Indizes gleich dem entsprechenden Index in (µ, ν) ist, sind
x und u modulo einer der beiden Primzahlenp, q kongruent, modulo
der anderen istx kongruent zu−u. Um zu beweisen, daß dieser für ihn
günstige Fall eingetreten ist, kann B daher ggT(x − u,N ) berechnen
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und erḧalt einen der beiden Primfaktorenp oder q. (Der andere ist
ggT(x + u,N ).) Damit hat erN faktorisiert und schickt das Ergebnis
an A.

Wenn B sich nicht an die Regeln hält und einy an A schickt, das kein
Quadrat moduloN ist, merkt A dies bei der Berechnung der modularen
Quadratwurzeln; falls A einu schickt, dessen Quadrat vony verschieden
ist, kann B dies leicht feststellen, denn wenn er verloren hat, mußu = x
oderu = N − x sein. (Er kann natürlich auchu2 modN berechnen.)

c) Akustik von Konzerthallen

Alte Konzerthallen waren zwangsläufig sehr hoch: Andernfalls ẅare
die Luft während eines längeren Konzert bei voll besetztem Saal zu
schnell verbraucht gewesen. Mit den Fortschritten der Lüftungstech-
nik verschwand diese Notwendigkeit; dafür sorgten steigende Bau- und
Heizungskosten für immer niedrigere S̈ale. Auf die Luftqualiẗat hatte
das keinen nennenswerten Einfluß; die Akustik der Hallen allerdings
wurde deutlich schlechter.

Der Grund daf̈ur ist intuitiv recht klar und wurde auch durch Messun-
gen und Ḧorerbefragungen in einer Reihe von Konzertsälen experimen-
tell besẗatigt: Die Hörer bevorzugen Schall, der von den Seitenwänden
kommt und daher mit verschiedener Stärke bei den beiden Ohren ein-
trifft gegen̈uber Schall von oben, der beide Ohren mit gleicher Stärke
erreicht und somit keinen räumlichen Eindruck hinterläßt.

Eine m̈ogliche Abhilfe besẗunde darin, die Decken aus absorbierendem
Material zu bauen. Dem steht entgegen, daß in einem großen Konzert-
saal aller Schall, der von der Bühne kommt, den Ḧorer auch wirklich
erreichen sollte: Ansonsten müßte der Schall aus Lautsprechern kom-
men und man k̈onnte sich das Konzert genauso gut daheim per Radio
oder CD anḧoren.

Der Schall muß daher von der Decke reflektiert werden, darf die Ohren
der Zuḧorer aber nicht von oben erreichen. Er sollte daher beispielsweise
möglichst diffus zu den Seitenẅanden hin gestreut werden, so daß der
größte Teil der Energie die Zuhörerüber die Seitenẅande erreicht.
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Der Einfachheit halber wollen wir uns auf eindimensionale Wellen
beschr̈anken und damit auch nur diffuse Reflektion in einer Richtung
betrachten, der Querrichtung des Konzertsaals.

Eine Welle hat eine r̈aumliche wie auch zeitliche Periodizität. Zeitlich
periodische Funktionen sind beispielsweise Sinus und Kosinus; wie die
FOURIER-Analysis lehrt, l̈aßt sich jede stückweise stetige zeitlich peri-
odische Funktion (bis auf sogenannte Nullfunktionen) aus Sinus- und
Kosinusfunktionen zusammensetzen, so daß es reicht, solche Funktio-
nen zu betrachten.

Da der Umgang mit den Additionstheoremen für trigonometrische Funk-
tionen recht umständlich ist, schreibt man Wellen allerdings meist kom-
plex in der Formf (t) = Aeiωt mit der Maßgabe, daß nur der Re-
alteil dieser Funktion physikalische Realität beschreibt. Aufgrund der
EULERschen Formeleiϕ = cosϕ + i sinϕ lassen sich so, falls man
für A beliebige komplexe Konstanten zuläßt, alle Funktionen der Art
a cosωt + b sinωt als Realteile erhalten, und da beispielsweise

cos(α + β) = Re ei(α+β) = Re(eiαeiβ) = cosα cosβ − sinα sinβ

ist, lassen sich auf diese Weise auch die Additionstheoremeauf einfache
Multiplikationen von Exponentialfunktionen zurückführen.

Auch die r̈aumliche Periodiziẗat läßt sich mit trigonometrischen oder
– besser – Exponentialfunktionen ausdrücken; hier schreiben wir ent-
sprechendg(x) = Beikx.

Um einen r̈aumlich und zeitlich periodischen Vorgang zu beschreiben,
kombinieren wir die beiden Ansätze und betrachten beispielsweise die
Funktion

ψ(x, t) = Aei(ωt−kx) = Aeik( ω
k

t−x) .

Wie man der zweiten Form ansieht, hängtψ(x, t) nur ab vonx − ω
t t,

was wir auch so interpretieren können, daß

v =
ω

k
=
λ

T
=
λω

2π

die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist; denn eineÄnderung der
Zeit um∆t hat denselben Effekt wie einëAnderung des Orts umv ·∆t.
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Da Sinus und Kosinus die Periode 2π haben, m̈ussen wir f̈ur eine
Schwingung der Frequenzν den Parameterω gleich 2πν wählen, denn
dann fallen 1/ν Perioden in das Intervall 0≤ t ≤ 1. Aus diesem Grund
wird ω = 2πν als dieKreisfrequenzder Schwingung bezeichnet. In der
räumlichen Dimension nimmt die Wellenlängeλ die Rolle der zeitlichen
Periode ein; dementsprechend muß hierk = 2π/λ gesetzt werden. Diese
Konstante wird alsWellenzahlbezeichnet.

Schallwellen breiten sich bei 20◦ C in Luft mit einer Geschwindigkeit
von etwav = 343 m/s aus; der ḧorbare Frequenzbereich beginnt bei
ν = 16 Hz und kann bis zu etwaν20 kHz gehen. Die Wellenlängen, mit
denen wir es zu tun haben, variieren also zwischen etwaλ = 21,5 m und
λ = 1,75 cm. Der Kammertona′ mit 440 Hz hat eine Wellenlänge von
knapp 78 cm.

Bei einer Reflektion k̈onnen wir nach HUYGENS annehmen, daß von
jedem Punkt der reflektierenden Fläche eine neue Welle ausgeht; ihre
Amplitude ist gleich der Amplitude der dort eintreffenden Welle mal
einem Reflektionsfaktorρ(x), der im Idealfall gleich eins ist.

CHRISTIAAN HUYGENS (1629–1695) kam aus einer
niederl̈andischen Diplomatenfamilie. Dadurch und spä-
ter auch durch seine Arbeit hatte er Kontakte zu führen-
den europ̈aischen Wissenschaftlern wie DESCARTESund
PASCAL. Nach seinem Studium der Mathematik und Ju-
ra arbeitete er teilweise auch selbst als Diplomat, inter-
essierte sich aber bald vor allem für Astronomie und
den Bau der dazu notwendigen Instrumente. Er ent-
wickelte eine neue Methode zum Schleifen von Linsen
und erhielt ein Patent für die erste Pendeluhr. Trotz des
franz̈osisch-niederl̈andischen Kriegs arbeitete er einen
großen Teil seines Lebens an derAcad́emie Royale des
Sciencesin Paris, wo beispielsweise LEIBNIZ viel Ma-
thematik bei ihm lernte. HUYGENS war ein scharfer

Kritiker sowohl von NEWTONs Theorie des Lichts als auch seiner Gravitationstheorie, die
er für absurd und nutzlos hielt. Gegen Ende seines Lebens beschäftigte er sich mit der
Möglichkeit außerirdischen Lebens.

Da es uns nur um den mittleren Schalldruck, nicht aber um seine Vari-
ation geht, k̈onnen wir denωt-Term ignorieren und einfach mit der
FunktionAe−ikx arbeiten. Wir interessieren uns, wieviel Schall unter
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welchem Winkel reflektiert wird.

Die Schallwellen die von zwei verschiedenen Punkten unter einem Win-
kel θ ausgehen haben, wie die Zeichnung zeigt, einen Laufwegunter-
schied vonx sinθ, wobeix den Abstand der beiden Punkte bezeichnet.

0

x θ

x sinθ

Der Laufwegunterschied vonx sinθ entspricht einem Phasenfaktor
e−ikx sinθ. Wählen wir also die Phase im Nullpunkt als Referenz
(die wir in den zu ignorierenden Phasenfaktor der einfallenden Welle
hineinziehen k̈onnen), ist die Summe aller unter dem Winkelθ abge-
henden Strahlen gleich ∞∫

−∞

ρ(x)e−ikx sinθ dx ;

das ist die sogenannte FOURIER-Transformierte vonρ(x), ausgewertet
im Punkt u = k sinθ. Wenn wir den Schall m̈oglichst gleichm̈aßig
verteilen wollen, m̈ussen wir die Funktionρ daher so ẅahlen, daß ihre
FOURIER-Transformierte m̈oglichst konstant ist.

Eine Möglichkeit dazu sind das, was Physiker alsReflektions-Phasengit-
ter bezeichnen: Die Decke besteht aus einem Material mit konstantem,
möglichst großem Reflektionsgrad, aber die Höhe der Decke variiert
stufenf̈ormig mit dem Querschnitt. Wenn die Höhe der einer festen
Stelle um den Betragh über der Nullinie liegt, muß der dort reflektierte
Schall gegen̈uber dem an der Nullinie reflektierten den zusätzlichen
Weg 2h zurücklegen; dies kann man formal so ausdrücken, daß man in
der Reflektionsfunktionr(x) den zus̈atzlichen Faktore2iωh einfügt.
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Bei den sogenannten SCHROEDER-Reflektoren werden die Abstände zur
Nullinie so geẅahlt, daß die L̈angen 2ωh gleich den quadratischen
Resten modulo einer ungeraden Primzahl sind, die Decke ist also trep-
penf̈ormig aufgebaut, wobei dien-te Stufe eine Ḧohe proportional zu
n2 modp hat. Das obige FOURIER-Integral l̈aßt sich dann approximieren
durch die diskrete FOURIER-Transformierte

r̂(m) =
1√
p

p−1∑

n=0

e2πin2/pe−2πinmt =
1√
p

p−1∑

n=0

e2πin(n−m)/p .

Ihr Betragsquadrat ist

|r̂(m)|2 =
1√
p

p−1∑

n=0

e2πin(n−m)/p · 1√
p

p−1∑

n=0

e−2πin(n−m)/p

=
1
p

p−1∑

n=0

p−1∑

k=0

e2πin(n−m)/pe−2πik(k−m)/p

=
1
p

p−1∑

n=0

p−1∑

k=0

e2πi
(
n2−k2−(n−k)m

)
/p

Die Summanden ḧangen nur ab von den Restklassen modulop der
Indizesk undn, und f̈ur festesn durchl̈auft mitk auchn− k alle diese
Restklassen. Daher können wir dies weiter ausrechnen als

|r̂(m)|2 =
1
p

p−1∑

n=0

p−1∑

k=0

e2πi
(
n2−(n−k)2−km

)
/p

=
1
p

p−1∑

k=0

e−2πikm/p

p−1∑

n=0

e2πi
(

(n2−(n−k)2
)
/p

=
1
p

p−1∑

k=0

e−2πikm/p

p−1∑

n=0

e2πi(2kn−k2)/p .

Die zweite Summe k̈onnen wir schreiben als

e−2πik2
p−1∑

n=0

e4πikn/p .
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Fürk = 0 ist sowohl der Vorfaktor wie auch jeder der Summanden gleich
eins, wir erhalten also insgesamtp. Für k 6= 0 undk < p ist die Summe
aber gleich null, denn

e4πik/p

p−1∑

n=0

e4πikn/p =
p−1∑

n=0

e4πi(k+1)n/p =
p∑

n=1

e4πikn/p =
p−1∑

n=0

e4πikn/p ,

die Summeändert also ihren Wert nicht, wenn man sie mit der von
eins verschiedenen Zahle4πik/p multipliziert, und damit muß sie ver-
schwinden. Somit ist

|r̂(m)|2 =
1
p
e0 · p = 1

für allem, wir haben also die geẅunschte Diffusionseigenschaft.

i

Die obige Abbildung zeigt den Querschnittüber ein solches Phasen-
gitter, hier f̈ur p = 23. Entsprechende SCHROEDER-Reflektoren zu
den verschiedensten Primzahlen gibt es in vielen Konzertsälen und
Opernḧausern, oft allerdings verborgen hinter schalldurchlässigem Ma-
terial.

MANFRED ROBERT SCHROEDER(1926–2009) wurde in
Ahlen geboren. Er studierte Physik an der Univer-
sität Göttingen, wo er 1952 promovierte. Danach ar-
beitete er bei den AT & T Bell Laboratories in Mur-
ray Hill, New Jersey auf dem Gebiet der Akustik;
diese Arbeit f̈uhrte unter anderem zu 45 Patenten.
1969 wechselte er als Professor für Akustik an die
Universiẗat Göttingen, wo er bis zu seiner Emeritie-
rung lehrte. Er schrieb mehrere Bücher, unter anderem

Number theory in Science and Communicationund Fractals, Chaos, Power Laws.Der
Inhalt dieses Abschnitts ist kurz im ersten dieser Bücher dargestellt sowie ausführlich in
M.R. SCHROEDER: Binaural dissimilarity and optimum ceilings for concert halls: More
lateral sound diffusion,J. Acoust. Soc. Am.65 (4), 1979

www.physik3.gwdg.de/∼mrs



Kapitel 9
Die Fermat-Vermutung für Zahlen
und für Polynome

§1: Zahlen und Funktionen

Zum Beweis der eindeutigen Primzerlegung in der Hauptordnung eines
Zahlkörpers mußten wir nur nachweisen, daß diese ein EUKLID ischer
Ring ist, denn wie wir aus Kapitel 6,§5 wissen, ist jeder EUKLID ische
Ring faktoriell. Da der Polynomring in einer Veränderlichenüber ei-
nem Körper EUKLID isch ist, gilt also auch dort das Gesetz von der
eindeutigen Primzerlegung, wobei die irreduziblen Polynome die Rolle
der Primzahlen einnehmen.

Besonders einfach ist die Situation, wenn der Grundkörperk algebraisch
abgeschlossen ist: Dann hat jedes nichtkonstante Polynomf ∈ k[x] eine
Nullstellea und ist damit durchx − a teilbar. In diesem Fall sind also
alle irreduziblen Polynome linear.

Die Zerlegung in irreduzible Elemente ist bekanntlich nur eindeutig bis
auf Einheiten, und die Einheiten eines Polynomrings sind nach §1 aus
Kapitel 6 gerade die des Koeffizientenrings, hier also die von Null ver-
schiedenen Elemente vonk. Durch Multiplikation mit einem solchen
Element kann man den höchsten Koeffizienten eines jeden Polynoms zu
eins machen; die irreduziblen Polynomeüber einem algebraisch abge-
schlossenen K̈orper sind also bis auf Assoziiertheit genau die Polynome
der Formx− amit a ∈ k und sie entsprechen eindeutig den Elementen
vonk.
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Den Primzahlen vonZ entsprechen daher im Polynomringüber einem
algebraisch abgeschlossenen Körper die Punkte der affinen Geraden
überk, wir können also geometrisch argumentieren.

Natürlich gibt es – zum Teil beträchtliche – Unterschiede zwischenZ

und dem Polynomring̈uber einem K̈orper, aber gerade das macht die
Analogie so interessant: Da es für jeden der beiden Ringe ein eigenes
Instrumentarium gibt, kann man versuchen die damit bewiesenen Re-
sultate auf den jeweils anderen Fall zuübertragen, was idealerweise zu
neuen S̈atzen und sonst zumindest zu interessanten Vermutungen führt.

Als Beispiel f̈ur Parallelen und Unterschiede zwischen den beiden Situ-
ationen wollen wir die FERMAT-Vermutung betrachten. FERMAT schrieb

Es ist nicht
möglich, einen
Kubus in zwei
Kuben oder ein
Biquadrat in
zwei Biquadrate
und ganz allge-
mein irgendeine
der unendlich
vielen Poten-
zen jenseits
des Quadrats
in zwei eben-
solche zu teilen.
Ich habe einen
wunderbaren
Beweis hierf̈ur
gefunden, aber
der Rand ist zu
schmal, um ihn
zu fassen.

bekanntlich um 1637 an den Rand seiner Arithmetik des DIOPHANTOS

von Alexandrien, daß die Gleichung

xn + yn = zn

fürn ≥ 3 keine L̈osung in ganzen Zahlen habe – außer natürlich den tri-
vialen Lösungen, bei denen eine der beiden Variablen verschwindet.(Die
franz̈osischeÜbersetzung der Arithmetik, die er dabei benutzte, stammt
übrigens von BACHET DE MÉZIRIAC, denn wir bereits als Entdecker des
erweiterten EUKLID ischen Algorithmus kennen. Bekannt wurde FER-
MATs Randbemerkung erst, als dessen Sohn CLÉMENT-SAMUEL DE FER-
MAT 1670 die Arithmetik mit den Randbemerkungen seines fünf Jahre
zuvor gestorbenen Vaters veröffentlichte.)

Die direkte Verallgemeinerung auf Polynomringe ist sicherlich falsch:
Die Gleichung fn + gn = hn ist zumindest f̈ur konstantePoly-
nomeüber einem algebraisch abgeschlossenen Körper immer l̈osbar:
Für beliebig vorgegebene Konstantenf, g ∈ k muß man einfach
h = n

√
fn + gn setzen. Das sind allerdings, wenn wir uns wirklich

für Polynome interessieren, uninteressante Lösungen, vergleichbar den
Lösungenxn + 0n = xn der klassischen FERMAT-Gleichung.

Auch wenn wir verlangen, daß die Grade aller beteiligter Polynome
positiv sein sollen, gibt es triviale L̈osungen: Istf irgendein beliebiges
Polynom und sinda, b, c ∈ k so, daß giltan +bn = cn, ist naẗurlich auch
(af )n + (bf )n = (cf )n. Was wir ḧochstens erwarten können ist also das
folgende Analogon zur klassischen FERMAT-Vermutung:
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Für n ≥ 3 gibt es keine paarweise teilerfremden Polynomef, g, h mit
positivem Grad, so daßfn + gn = hn ist.

Für Körper positiver Charakteristik ist selbst das noch falsch:Über
einen K̈orper der Charakteristikp ist schließlichfp + gp = (f + g)p

für beliebige Polynomef und g, und dasselbe gilt auch wenn man
den Exponentenp durch eine seiner Potenzen ersetzt. Wir können also
höchstens f̈ur Körper der Charakteristik null erwarten, daß diese Ver-
mutung f̈ur alle Exponentenn ≥ 3 richtig ist, und genau das werden wir
im übern̈achsten Paragraphen (zumindest für den K̈orper der komplexen
Zahlen) auch beweisen. Zunächst aber wollen wir schauen, was im bei
FERMAT ausgeschlossenen Fall des Exponenten zwei passiert.

§2: Pythagoräische Tripel

Betrachten wir zun̈achst den Fall der Polynome, wobei wir uns der
Einfachheit halber gleich auf Polynome mit komplexen Koeffizienten
beschr̈anken wollen. Istf2 + g2 = h2, so ist

f2 = h2 − g2 = (h + g)(h− g) .

Wenn wir f und g als teilerfremd voraussetzen, sind auchg und h
teilerfremd und somit auchh + g und h − g, denn jeder gemeinsame
Teiler dieser beiden Polynome wäre auch ein Teiler ihrer Summe 2h
sowie ihrer Differenz 2g.

Wenn wir die Zerlegung vonf2 in irreduzible Faktoren vergleichen mit
der vonh + g undh− g folgt somit, daß jeder irreduzible Faktor vonf
entweder inh + g oder inh − g in gerader Potenz auftreten muß. Da
jede komplexe Zahl ein Quadrat ist, können wir auch eine eventuell
auftretende Einheit als Quadrat schreiben; somit gibt es zwei Polynome
u, v ∈ C[x] derart, daß

u2 = h + g, v2 = h− g und uv = f

ist, d.h.

f = uv, g =
u2 − v2

2
und h =

u2 + v2

2
.
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Starten wir umgekehrt mit zwei beliebigen teilerfremden Polynomen
u, v ∈ C[x], erhalten mit Hilfe dieser Formeln L̈osungen der Glei-
chungf2 + g2 = h2. Damit kennen wir alle teilerfremden Lösungen,
und die restlichen erhalten wir, indem wir alle drei Polynome mit einem
gemeinsamen Faktor multiplizieren.

Nehmen wir als ein einfaches Beispielu = 2x undv = 2, ist also

f = 4x, g = x2− 1 und h = x2 + 1 ;

in der Tat ist
(2x)2 +

(
x2 − 1

)2
=
(
x2 + 1

)2
.

Hier erhalten wir also mit geringem Aufwand eine vollständigeÜbersicht
über alle L̈osungen.

Versuchen wir das gleiche auch für den klassischen Fall! Wegen des
Satzes von PYTHAGORAS bezeichnet man ein Tripel (x, y, z) ganzer
Zahlen mitx2 + y2 = z2 als pythagor̈aisches Tripel; f̈ur jedes sol-
che Tripel gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit Seitenlängen|x| , |y|
und|z|.
Wir bezeichnen das Tripel (x, y, z) alsprimitiv, wenn sie sich nicht als
Vielfaches eines anderen schreiben läßt, wenn also die Zahlenx, y, z
keinen gemeinsamen Teiler haben. Sobald wir alle primitiven Lösungen
kennen, k̈onnen wir daraus die gesamte Lösungsmenge konstruieren,
denn jede nichtprimitive L̈osung ist Vielfaches einer primitiven.

Wie im Fall der Polynome gehen wir aus von einem primitiven Tripel
(x, y, z) und wenden die dritte binomische Formel an:

x2 = z2 − y2 = (z + y)(z − y) .

Hier können wir leider nicht mehr ohne weiteres folgern, daßz + y und
z−y teilerfremd und damit Quadrate sind: Sindy undz beide ungerade,
so sind ihre Summe und ihre Differenz beide gerade, also durch zwei
teilbar. Wir müssen uns also zunächstüber die Pariẗaten vony und z
klarwerden.

Für eine primitive L̈osung (x, y, z) müssen bereitsx undy teilerfremd
sein, denn istd ein gemeinsamer Teiler vonx undy, so sindx2 undy2
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beide durchd2 teilbar, also auch ihre Summez2. Wegen der eindeutigen
Zerlegbarkeit einer natürlichen Zahl in Primfaktoren ist dann auchz
durchd teilbar, d.h.d ist ein gemeinsamer Teiler vonx, y undz.

Insbesondere k̈onnen daherx undy nicht beide gerade sein; mindestens
eine der beiden Zahlen muß ungerade sein. Andererseits können aber
auch nicht beide Zahlen ungerade sein: Wäre n̈amlichx = 2u + 1 und
y = 2v + 1, so ẅare

z2 = (2u + 1)2 + (2v + 1)2 = 4u2 + 4u + 1 + 4v2 + 4v + 1≡ 2 mod 4 ,

was unm̈oglich ist, da modulo vier nur null und eins Quadrate sind.

Somit muß in einem primitiven pythagoräischen Tripel (x, y, z) eine der
beiden Zahlenx, y gerade sein und die andere ungerade. Da mit (x, y, z)
auch (y, x, z) ein primitives pythagor̈aisches Tripel ist, gen̈ugt es, wenn
wir diejenigen Tripel betrachten, in denenx gerade ist undy ungerade.
Offensichtlich ist dann auchz ungerade.

Für so ein Tripel steht in der Gleichung

x2 = z2 − y2 = (z + y)(z − y)

rechts das Produkt zweier gerader Zahlen. Im Gegensatz zur Situation
bei den Polynomen haben wir hier also keine teilerfremden Faktoren.

Dividieren wir aber durch zwei, so können wir wie oben argumentieren,
daß1

2(z+y) und 1
2(z−y) teilerfremd sind, denn jeder gemeinsame Teiler

wäre Teiler ihrer Summez und ihrer Differenzy.

Jetzt k̈onnen wir wieder die eindeutige Primzerlegung anwenden: Da

x2 = 22 ·
(z + y

2

)
·
(
z − y

2

)
,

wobei die beiden Klammern teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlenu, v,
so daß

u2 =
(z + y

2

)
, v2 =

(z + y
2

)
und 2uv = x

ist, also
x = 2uv, y = u2 − v2 und z = u2 − v2 .
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Umgekehrt definieren diese Formeln für beliebige ganze Zahlenu undv
ein primitives pythagor̈aisches Tripel, und bis auf die Reihenfolge von
x undy erhalten wir so auch jedes dieser Tripel, für u = 2 undv = 1
etwa das seit Jahrtausenden bekannte Tripel (4,3,5). Da sich in alten
Sakralbauten und -anlagen auch deutlich kompliziertere pythagor̈aische
Tripel nachweisen lassen, steht zu vermuten, daß die obige Konstruktion
möglicherweise bereits in einigen steinzeitlichen Kulturen zumindest
teilweise bekannt waren; entsprechende Thesen vertritt beispielsweise
bekannte algebraische Geometer B.L.VAN DER WAERDEN (1903–1996),
der nach seiner Emeritierung auch mehrere Bücherüber die Geschichte
der Mathematik ver̈offentlichte. Mit pythagor̈aischen Tripel beschäftigt
er sich ausf̈uhrlich in

B.L. VAN DER WAERDEN: Geometry and algebra in ancient civilizations,
Springer,1983

§3: Der Satz von Mason

In diesem Abschnitt wollen wir, wie bereits angekündigt, sehen, daß es
für n ≥ 3 keine zueinander teilerfremden Polynome positiven Grades
f, g, h ∈ C[x] gibt mit fn + gn = hn.

Der Beweisberuht darauf, daß die Polynomefn und gn dieselben
Nullstellen wie f und g haben, aber mitn-facher Vielfachheit. Ist
fn + gn = hn, so hat auch die Summe dieser beiden Potenzen im Ver-
gleich zum Grad relativ wenige Nullstellen, diese aber mit mindestens
n-facher Vielfachheit. Nach einem 1983 von R.C. MASON bewiesenen
Satz k̈onnen in einer solchen Situation aberfn, gn und hn nicht zu
wenige verschiedene Nullstellen haben:

Satz: Bezeichnetn0(f ) die Anzahl verschiedener (komplexer) Null-
stellen eines Polynomsf , so gilt für drei nichtkonstante, teilerfremde
Polynomef, g, h mit f + g = h

n0(fgh) ≥ max(degf,degg,degh) + 1 .

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns zunächsẗuberlegen, daß
daraus wirklich die FERMAT-Vermutung f̈ur Polynome folgt:
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Für drei nichtkonstante teilerfremde Polynomef, g, hmit fn +gn = hn

ist nach dem Satz von MASON

n0

(
fngnhn

)
≥ max

(
degfn,deggn,deghn

)
+ 1

= nmax
(
degf,degg,degh

)
+ 1 .

Andererseits ist aber

n0

(
fngnhn

)
= n0

(
fgh

)

≤ degf + degg + degh

≤ 3 max
(
degu(x),degv(x),degw(x)

)
,

denn die AnzahlverschiedenerNullstellen einer Potenz eines Polynoms
ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen des Polynoms selbst,
und die Nullstellenanzahl eines Polynom kann nicht größer sein als der
Grad.

Damit haben wir insgesamt die Ungleichung

3 max
(
degf,degg,degh

)

≥ n0

(
fngnhn

)

≥ nmax
(
degf,degg,degh

)
+ 1 ,

die bei nichtkonstanten Polynomen nur für n ≤ 2 gelten kann. Somit
gibt es f̈urn ≥ 3 keine nichtkonstanten teilerfremden Polynome, für die
fn + gn = hn ist.

Zu einem vollsẗandigen Beweis der FERMAT-Vermutung f̈ur Polynome
fehlt nun nur noch der Beweis des Satzes von MASON. Die Idee
dazu ist folgende: Istf + g = h, so betrachten wir den Quotienten
g/f im rationalen Funktionenk̈orper C(x). Da f und g teilerfremd
sind, ist das ein gek̈urzter Bruch. Falls wir diesen auch in der Form
g/f = G/F schreiben k̈onnen mit PolynomenF,G vom Grad ḧochstens
n0(fgh) − 1 schreiben k̈onnen, so haben auchf undg höchstens den
Gradn0(fgh)− 1. Wegenf + g = h gilt dasselbe auch fürh, und damit
wäre der Satz bewiesen.

Umg/f als Quotienten zweier neuer Polynome auszudrücken, schreiben
wir zunächst

g

f
=
S

R
mit R =

f

h
und S =

g

h
.
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Dabei istR + S = 1, die SummeR′ + S′ der Ableitungen verschwindet
also. Aus der Gleichung

R′ + S′ =
R′

R
R +

S′

S
S

folgt die neue Darstellung

g

f
=
S

R
= −R

′/R

S′/S
.

Rechts stehen die logarithmischen Ableitungen vonR undS im Zähler
und Nenner, und damit lassen sich gut die Nullstellen vonf, g undh ins
Spiel bringen: Nach der LEIBNIZ-Regel ist bekanntlich

(uv)′ = u′v + uv′, also
(uv)′

uv
=
u′

u
+
v′

v
,

die logarithmische Ableitung eines Produkts ist also einfach die Summe
der logarithmischen Ableitungen der Faktoren. Daraus folgt sofort, daß
die logarithmische Ableitung eines Quotienten gleich der Differenz aus
logarithmischer Ableitung des Zählers und logarithmischer Ableitung
des Nenners ist. Schreiben wir

f = f0

r∏

i=1

(x−ai)
ni , g = g0

s∏

j=1

(x−bj)sj und h = h0

t∏

k=1

(x−ck)pk ,

so ist also

R′

R
=
f ′

f
− h′

h
=

r∑

i=1

ni

x− ai

−
t∑

k=1

pk

x− ck
,

S′

S
=
g′

g
− h′

h
=

r∑

j=1

mj

x− bj
−

t∑

k=1

pk

x− ck

und
g

f
=
R′/R

S′/S
= −

r∑

i=1

ni

x− ai

−
t∑

k=1

pk

x− ck
s∑

j=1

mj

x− bj
−

t∑

k=1

pk

x− ck

.
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Erweitern wir Z̈ahler und Nenner mit dem Hauptnenner aller Summan-
den erweitern, d.h. mit dem Polynom vom Gradr + s + t = n0(fgh)

H =
r∏

i=1

(x− ai) ·
s∏

j=1

(x− bj) ·
t∏

k=1

(x− ck) ,

so erhalten wir im Z̈ahler wie auch im Nenner Summen von Polynomen
vom Gradn0(fgh)−1, als Polynome vom Grad höchstensn0(fgh)−1,
wie geẅunscht. Damit ist der Satz von MASON bewiesen.

§4: Die abc-Vermutung

Der Erfolg des Satzes von MASONbeim Beweis der FERMAT-Vermutung
für Polynome legt es nahe, etwasähnliches auch im klassischen Fall zu
versuchen.

Da naẗurliche Zahlen weder Grade noch Nullstellen haben, müssen wir
dazu den Satz von MASON zun̈achst einmal so umformulieren, daß wir
eine Aussage bekommen, die ein sinnvolles Analogon für naẗurliche
Zahlen hat.

Dazu ordnen wir einem Polynomf anstelle der Anzahln0(f ) seiner
(verschiedenen) Nullstellen einPolynomN0(f ) dazu, das genau diese
Nullstellen mit jeweils der Vielfachheit eins haben soll: Für

f = f0

r∏

i=1

(x− ai)
ni sei N0(f ) =

def

r∏

i=1

(x− ai) ,

so daß der Grad vonN0(f ) gerade die im vorigen Paragraphen definierte
Zahln0(f ) ist.

Der Vorteil des PolynomsN0(f ) besteht darin, daß wir eine analoge
Definition leicht auch f̈ur naẗurliche Zahlen hinschreiben können: F̈ur

n =
r∏

i=1

pei

i setzen wir N0(n) =
def

r∏

i=1

pi .

Mit Hilfe der PolynomeN0(f ) läßt sich der Satz von MASON folgender-
maßen umformulieren:
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Gilt für drei teilerfremde Polynomef, g undh die Gleichungf + g = h,
so hat jedes der drei Polynome einen kleineren Grad als das Poly-
nomN0(fgh).

In dieser Formulierung kommt immer noch der Grad vor, für den wir
bei naẗurlichen Zahlen keine Verwendung haben. Betrachten wir aber
den Grad lediglich als eine Methode, einem Polynom eine ZahlausN0
zuzuordnen, so k̈onnen wir, wenn wir bereits natürliche Zahlen haben,
einfach ganz auf ihn verzichten; falls wir ganze Zahlen betrachten, liegt
es nahe, ihn durch den Betrag zu ersetzen.

Gem̈aß dieser Philosophie können wir nun probeweise die folgende
Aussage formulieren:

A1: Istc = a+b für drei zueinander teilerfremde natürliche Zahlena, b, c,
so ist jede der drei Zahlen kleiner alsN0(abc).

Damit haben wir eine sinnvolle Aussageüber naẗurliche Zahlen gefun-
den, die – falls sie korrekt ist – sofort die FERMAT-Vermutung impliziert:
Gibt es n̈amlich drei naẗurliche Zahlenx, y, z mit der Eigenschaft, daß
xn + yn = zn für einn ≥ 3, so gibt es auch drei zueinander teilerfrem-
de Zahlenx, y, z mit dieser Eigenschaft: Wir m̈ussen einfach die drei
Zahlen durch ihren größten gemeinsamen Teiler kürzen. Alsdann muß,
falls obige Aussage richtig ist, jede der drei Potenzenxn, yn, zn kleiner
sein alsN0(xnynzn). Nun ist aber

N0(xnynzn) = N0(xyz) ≤ xyz ,

d.h. jede der drei Zahlenxn, yn, zn wäre kleiner alsxyz. Damit wäre

(xyz)n = xnynzn < (xyz)3 ,

was f̈ur n ≥ 3 offensichtlich nicht m̈oglich ist.

Angesichts der Komplexität des WILESschen Beweises fällt es schwer,
an einen so einfachen Beweis zu glauben, und in der Tat ist dieobige
Aussage in dieser Form falsch:

Betrachten wir etwa die Gleichung 8 + 1 = 9. Offensichtlich sind die
drei Summanden teilerfremd zueinander, aber sowohl 8 als auch 9 sind
größer alsN0(8 · 1 · 9) = 2 · 3 = 6. Ganz so einfach geht es also nicht.
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Da der Grad eines Polynoms nicht durch konstante Faktoren beeinflußt
wird, könnte man versuchen, als

”
richtiges“ Analogon zum Satz von MA-

SONeine abgeschẅachte Aussage zu nehmen, die nur eine Abschätzung
bis auf einen konstanten Faktor enthält, etwa

A2: Istc = a+b für drei zueinander teilerfremde natürliche Zahlena, b, c,
so gibt es eine KonstanteK derart, daß jede der drei Zahlen kleiner ist
alsK ·N0(abc).

Diese Aussage ist trivialerweise richtig: Wir müssen nur eine Kon-
stanteK wählen, die gr̈oßer ist als das Maximum vona, b undc. Leider
ist sie auch v̈ollig nutzlos, denn solange die Konstante vona, b und c
abḧangen darf, haben wir keine Chance, damit die FERMAT-Vermutung
zu beweisen.

Wir müssen die Aussage also noch einmal umformulieren:

A3: Es gibt eine KonstanteK, so daß gilt: Istc = a+b für drei zueinander
teilerfremde naẗurliche Zahlena, b, c, so ist jede der drei Zahlen kleiner
alsK ·N0(abc).

Wie wir gleich sehen werden, ẅurde hieraus die FERMAT-Vermutung
zumindest f̈ur alle hinreichend großen Exponentenn folgen, allerdings
ist die Aussage, so wie sie dasteht, leider immer noch falsch:

Betrachten wir die Gleichung

an + bn = cn mit an = 32n − 1, bn = 1 und cn = 32n

. (∗)

Wäre sie richtig, m̈ußte f̈ur jedesn gelten:

32n ≤ KN0

(
(32n − 1)32n)

= K · 3 ·N0(32n − 1) .

UmN0(32n − 1) abzuscḧatzen, beachten wir, daß gilt

32n

=
(
32n−1)2

und 32n − 1 =
(
32n−1

+ 1
)(

32n−1 − 1
)

nach der dritten binomischen Formel. Wenden wir dies mehrfach an,
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erhalten wir

32n − 1 =
(
32n−1

+ 1
)(

32n−1 − 1
)

=
(
32n−1

+ 1
)(

32n−2

+ 1
)(

32n−2 − 1
)

=
(
32n−1

+ 1
)(

32n−2

+ 1
)(

32n−3

+ 1
)(

32n−3 − 1
)

= · · ·

=
(
32n−1

+ 1
)(

32n−2

+ 1
)
. . .
(
32 + 1

)(
31 + 1

)(
31− 1

)
.

In der letzten Zeile steht ein Produkt ausn+ 1 geraden Zahlen; somit ist
32n −1 durch 2n+1 teilbar. Das ProduktN0(32n −1) allerverschiedener
Primteiler von 32

n − 1 erfüllt daher die Ungleichung

N0(32n − 1)≤ 2 · 32n − 1
2n+1

=
32n − 1

2n
,

denn das Produkt aller ungerader Primteiler kann höchstens gleich
(32n − 1)/2n sein.

FallsA3 korrekt ẅare, m̈ußte nach Gleichung (∗) also gelten

32n ≤ 3K
2n

(32n − 1) für allen .

Das kann aber unm̈oglich der Fall sein, denn für hinreichend großen
ist der Faktor3K

2n kleiner als eins, so daß 32n

echt kleiner als sich selbst
sein m̈ußte.

Auf der Suche nach einem Analogon für den Satz von MASON müssen
wir daher noch weiter abschwächen.EineMöglichkeit dazu ist die 1986
aufgestellte

abc-Vermutung von MASSERund OESTERĹE: Zu jedemε > 0 gibt es
eine KonstanteK(ε), so daß f̈ur alle teilerfremden natürlichen Zahlen
a, b, cmit a+b = c gilt: Jede der drei Zahlena, b, c ist kleiner oder gleich
K(ε) ·N0(abc)1+ε.

Diese Vermutung ist, im Gegensatz zur FERMAT-Vermutung, bis heute
offen.

Wir wollen unsüberlegen, daß sie zumindest für große Exponentenn
die FERMAT-Vermutung impliziert.
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Dazu betrachten wir eine Lösungxn + yn = zn mit o.B.d.A. teilerfrem-
den naẗurlichen Zahlenx, y, z und ẅahlen uns irgendeinε > 0. Nach
der abc-Vermutung gibt es dazu eine KonstanteK(ε), so daßxn, yn

undzn allesamt ḧochstens gleich

K(ε)N0(x
nynzn)1+ε = K(ε)N0(xyz)

1+ε ≤ K(ε)(xyz)1+ε

sind. F̈ur ihr Produkt gilt daher

xnynzn ≤ K(ε)3(xyz)3(1+ε) oder (xyz)n−3−3ε ≤ K(ε)3 .

K(ε)3 ist eine feste Zahl; es gibt daher einen Exponentenm derart, daß
2m > K(ε)3 ist. Da das Produktxyz auf jeden Fall nicht kleiner als
zwei sein kann, ist dann für n − 3− 3ε > m odern > m + 3 + 3ε
insbesondere

(xyz)n−3−3ε > K(ε)3 .

Für Exponentenn > m + 3 + 3ε kann daher die FERMAT-Gleichung
keine L̈osung in naẗurlichen Zahlen haben.

Ob und gegebenenfalls welche konkreten Schranken für n man damit
erreichen kann, ḧangt naẗurlich davon ab, wieK(ε) vonε abḧangt. Dazu
gibt es im Augenblick nicht einmal Vermutungen.

Für weitere Informationen zu§3 und§4 sei auf einen Vortrag verwiesen,
den SERGELANG in Zürich vor einem

”
allgemeinen“ Publikum hielt und

dem ich hier im wesentlichen gefolgt bin:

SERGELANG: Dieabc-Vermutung,Elemente der Mathematik48(1993),
89-99

Der Artikel ist (wie die gesamte ZeitschriftElemente der Mathematik)
unterhttp://www.bibliothek.uni-regensburg.de/ezeit/?2135837

frei zug̈anglich.

§5: Die Frey-Kurve

Da die FERMAT-Vermutung seit 1994 bewiesen ist, dieabc-Vermutung
aber immer noch offen, mußte der Beweis der FERMAT-Vermutung



Kap. 9: Die Fermat-Vermutung für Zahlen und für Polynome 

naẗurlich andere Wege gehen. Die meisten dieser Wege führen in Ge-
biete, die weit jenseits dessen liegen, was selbst ein guterauf Zahlen-
theorie spezialisierter Diplom-Mathematiker im Laufe seines Studiums
lernen kann, aber zumindest die Grundidee derabc-Vermutung, daß
man n̈amlich Summenbeziehungen zwischen großen Zahlen nicht ohne
ein gewisses Minimum an verschiedenen Primfaktoren realisieren kann,
spielt in modifizierter Weise in der Tat eine große Rolle.

Der Anstoß kam 1984 von GERHARD FREY, damals Professor an der
Universiẗat Saarbr̈ucken, wo er auf dem Gebiet der Arithmetik ellipti-
scher Kurven arbeitete. Heute leitet er die Arbeitsgruppe Zahlentheorie
am Institut f̈ur experimentelle Mathematik der (inzwischen mit Duisburg
vereinigten) Universiẗat Essen und beschäftigt sich mit der Anwendung
elliptischer (und anderer) Kurven in der Kryptologie.

Elliptische Kurven sind ebene Kurven, die durch eine Gleichung der
Form y2 = f3(x) beschrieben werden mit einem Polynomf3(x) vom
Grad drei mit drei verschiedenen Nullstellen. Da das Quadrat einer
reellen Zahl nicht negativ sein kann, gibt es im Reellen nur Punkte
mit x-Koordinaten, f̈ur die f3(x) ≥ 0 ist. Im Fallef3(x) > 0 erfüllt
mit y auch−y die obige Gleichung, die Kurve ist also symmetrisch zur
x-Achse.

Falls f3(x) nur zwei verschiedene Nullstellen hat, muß eine der Null-
stellen doppelt sein, und bei diesemx-Wert überkreuzt sich die Kurve;
wir reden dann von einer Knotenkurve.

Hat schließlichf3(x) nur eine, daf̈ur aber dreifache Nullstelle, entsteht
eine Spitzenkurve.

FREY betrachtete eine (hypothetische) Lösung

xn + yn = zn

der FERMAT-Gleichung mit teilerfremden natürlichen Zahlenx, y, z und
n ≥ 5. (Den Falln = 4 hat, wie wir gesehen haben, bereits FERMAT selbst
gelöst, den Falln = 3 nicht viel sp̈ater EULER.) Wenn es eine solche
Lösung gibt, dann gibt es auch eine Lösung f̈ur einen Primzahlexponen-
tenℓ, denn istℓ ein Primteiler vonn undn = ℓm, so ist auch

aℓ + bℓ = cℓ mit a = xm, b = ym und c = zm
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eine L̈osung, und aucha, b, c sind teilerfremd. Auch f̈ur ℓ gen̈ugt es, den
Fall ℓ ≥ 5 zu betrachten, denn wenn wir für ℓ den gr̈oßten Primteiler
von n nehmen, bedeutetℓ = 2, daßn eine Zweierpotenz sein muß,
was f̈ur n = 2 kein Widerspruch zur FERMAT-Vermutung ist und f̈ur
n = 4 und damit auch jede höhere Zweierpotenz nach FERMATs Beweis
ausgeschlossen ist. Für den Fallℓ = 3 kann wieder auf EULER verwiesen
werden.

Zur obigen L̈osung definiert FREY die elliptische Kurve

y2 = x(x− aℓ)(x + bℓ)

zu, die er aber nicht nur̈uber den reellen oder komplexen Zahlen be-
trachtet, sondern auchüber den ganzen Zahlen modulo einer Primzahlp:

Ist allgemein
y2 = (x− x1)(x− x2)(x− x3)

eine Kurvengleichung mit ganzen Zahlenx1, x2, x3, so k̈onnen wir f̈ur
x und y auch ganze Zahlen einsetzen und diese Gleichung modulop
betrachten. Wir sprechen wieder von einer elliptischen Kurve, einer
Knotenkurve oder einer Spitzenkurve je nachdem wie viele der Null-
stellenx1, x2 undx3 modulop noch verschieden sind.

Die obige Gleichung definiert genau dann eine elliptische Kurve, wenn
alle drei Nullstellen verschieden sind, wenn also die sogenannte Diskri-
minante

∆ = (x1 − x2)(x1− x3)(x2− x3)

von Null verschieden ist. Modulop definiert sie eine elliptische Kurve,
wenn∆ auch modulop noch von Null verschieden ist, wenn alsop kein
Teiler von∆ ist.

Speziell f̈ur die FREY-Kurvey2 = x(x−aℓ)(x+bℓ) ist die Diskriminante

∆ = (0− aℓ)(0− bℓ)
(
aℓ − (−b)ℓ

)
= aℓbℓ(aℓ + bℓ) = aℓbℓcℓ = (abc)ℓ

stets von Null verschieden; modulop verschwindet sie genau dann, wenn
p ein Teiler von∆ ist, d.h., wennp eine der drei Zahlena, b, c teilt.

Da die Diskriminante alsℓ-te Potenz vonabc verglichen mita, b, c ziem-
lich groß ist, heißt das, daß es im Verhältnis zur Gr̈oße der Diskriminante
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erstaunlich wenige Primzahlen gibt, modulo derer wirkeineelliptische
Kurve erhalten; wir sind also wieder einerähnlichen Situation wie bei
derabc-Vermutung. Die FREYsche Kurve sieht damit so aus, als sei sie
fast zu scḧon, um wirklich zu existieren.

Einen Anhaltspunkt zum Beweis dieser Nichtexistenz liefert eine Ver-
mutung, die auf um 1955 durchgeführte Rechnungen und Spekulatio-
nen des japanischen Mathematikers TANIYAMA zurückgeht und heute
je nach Autor mit irgendeiner Kombination der drei Namen TANIYA -
MA , SHIMURA und WEIL bezeichnet wird. Danach sollte es zu einer
elliptischen KurveE mit ganzzahligen Koeffizienten eine surjektive
AbbildungX0(N ) → E von einer sogenannten ModulkurveX0(N )
aufE geben, wobeiN im wesentlichen das Produkt aller Primzahlenp
ist, modulo dererE keine elliptische Kurve mehr ist. Wie FREYs Rech-
nungen zeigen, hat seine Kurve vor diesem Hintergrund sehr seltsame
Eigenschaften.

Als er damals hier in Mannheim̈uber seine Resultate vortrug, meinte er
noch, er glaube nicht, daß die FERMAT-Vermutung so bewiesen werde;
er ver̈offentlichte sein Ergebnis auch nicht in einer der großen inter-
nationalen Fachzeitschriften, sondern als Band 1, Heft 1 einer gerade
neu gestarteten Schriftenreihe der Universität Saarbr̈ucken, in einfach-
ster Aufmachung xerographiert mit einem nur schwarz-weiß gestalteten
Karton als Umschlag:

GERHARD FREY: Links between stable elliptic curves and certain dio-
phantine equations,Annales Universitatis Saraviensis, Series Mathe-
maticae,1 (1), 1986

1987 verscḧarfte der franz̈osische Mathematiker JEAN-PIERRE SERRE

die TANIYAMA -Vermutung, und aus dieser stärkeren Vermutung folgt
in der Tat, daß die FREY-Kurve nicht existieren kann. Leider ist die
SERREsche Vermutung bis heute noch nicht bewiesen.

SERREerhieltübrigens 2002 den ersten der vom norwegischen Parlament gestifteten ABEL-
Preise, die seither zur Erinnerung an den norwegischen Mathematiker NIELS HENRIK ABEL

(1802–1829) jedes Jahr in gleicher Weise und gleicher Ausstattung wie die Nobel-Preise
für hervorragende Leistungen auf dem Gebiet der Mathematik vergeben werden.

SERREstellte jedoch noch zusätzlich seine sogenannteε-Vermutung auf,
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und auch aus der TANIYAMA -Vermutung zusammen mit derε-Vermutung
folgt die Nichtexistenz der FREY-Kurve und damit die FERMAT-Vermu-
tung. Dieseε-Vermutung bewies KENNETH RIBET von der Universiẗat
Berkeley 1990. Die Grundidee seines Beweises läßt sich interpretieren
als eine Art zweidimensionale Version eines Beweises von ERNSTEDU-
ARD KUMMER (1810–1893), der die FERMAT-Vermutung 1846 f̈ur so-
genannte reguläre Primzahlen als Exponenten bewies. (Eine Primzahl
p heißt regul̈ar, wenn die Hauptordnung des KörpersQ[ζp] der p-ten
Einheitswurzeln faktoriell ist.) Der Beweis von RIBET ist allerdings er-
heblich aufwendiger.

Damit war also die FERMAT-Vermutung zur̈uckgef̈uhrt auf die TANI-
YAMA -Vermutung. Diese Vermutung schließlich (die für die weite-
re mathematische Forschung erheblich wichtiger ist als dieFERMAT-
Vermutung) bewies WILES 1994.


