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2. Übungsblatt Topologie und Gleichgewichte

Aufgabe 1: (5 Punkte)
X und Y seien topologishe R�aume und X × Y trage die Produkttopologie. Zeigen Sie:a) Die Projektionen p1:X × Y → X und p2:X × Y → Y sind stetig.b) Sind X und Y Hausdorffsh, so auh X × Y.) Sind X und Y Hausdorffsh, so ist der Graph Γf =

{
(x, y) ∈ X × Y

∣

∣ y = f(x)
}
⊆ X × Yeiner stetigen Abbildung f:X → Y abgeshlossen.d) Ist X Hausdorffsh und ist f:X → X stetig, so ist die Menge {

x ∈ X
∣

∣ f(x) = x
} derFixpunkte von f abgeshlossen.

Aufgabe 2: (4 Punkte)a) f:X → Y sei eine surjektive stetige Abbildung zwishen zwei topologishen R�aumen. ZeigenSie: Wenn X wegzusammenh�angend ist, dann auh Y.b) Zeigen Sie: Das Produkt X × Y zweier wegzusammenh�angender R�aume X und Y istwegzusammenh�angend.) Gilt dies auh f�ur zusammenh�angende R�aume? (Hinweis: F�ur jeden Punkt x ∈ X ist
{x} × Y hom�oomorph zu Y.)
Aufgabe 3: (3 Punkte)a) f:X → Y sei eine stetige surjektive Abbildung, und Y sei kompakt. Zeigen oder widerlegenSie, da� dann auh X kompakt sein mu�!b) Zeigen oder widerlegen Sie: Sind X und Y kompakte topologishe R�aume, so auh X × Y(bez�uglih der Produkttopologie).
Aufgabe 4: (5 Punkte)a) Zeigen Sie: Eine bijektive stetige Abbildung f:X → Y zwishen zwei topologishen R�aumenist genau dann ein Hom�oomorphismus, wenn das Bild jeder abgeshlossenen Menge A ⊆ Xabgeshlossen in Y ist.b) Ist X kompakt und Y Hausdorffsh, so ist jede bijektive stetige Abbildung f:X → Y einHom�oomorphismus.) Finden Sie eine surjektive stetige Abbildung f:X → Y zwishen zwei topologishen R�aumenund eine abgeshlossene Teilmenge A ⊆ X derart, da� f(A) niht abgeshlossen ist!
Aufgabe 5: (3 Punkte)Seit Eulers Zeiten hat sih an den K�onigsberger Br�uken viel ge�andert; insbesonderewurden alle sieben w�ahrend des zweiten Weltkriegs zerst�ort. Im heutigen Kaliningradgibt es nur noh f�unf von Eulers sieben Br�uken: Von beiden Ufern des Pregel f�uhrtheute nur noh je eine Br�uke auf den Kneiphof.a) Ist es nun m�oglih, einen Weg zu �nden, der jede der f�unf Br�uken genau einmal �uberquert?b) Gibt es einen solhen Weg mit gleihem Anfangs- und Endpunkt?) Bevor sih der Pregel in zwei Arme teilt, wird er ebenfalls von einer Br�uke �uberquert. Wie�andern sih die Antworten bei a) und b), wenn man einen Weg �uber alle sehs Br�ukensuht?
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