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Kapitel 1
Was ist Topologie?

Die Topologie ist, verglichen etwa mit der Geometrie und derZahlen-
theorie, ein sehr junges Teilgebiet der Mathematik; der erste mathemati-
sche Satz, den man nach heutigem Verständnis der Topologie zurechnen
würde, war EULERs Lösung des K̈onigsberger Br̈uckenproblems, mit
der wir uns zu Beginn von Kapitel 4 genauer beschäftigen werden. Er
veröffentlichte sie 1736 unter dem TitelSolutio problematis ad geome-
triam situs pertinentis(Lösung eines Problems bezüglich der Geometrie
der Lage). Sp̈ater wurden̈ahnliche Probleme oft unter dem Oberbegriff
Analysis situszusammengefaßt; unter diesem Titel erschien auch ab
1895 eine Reihe von Arbeiten von HENRI POINCARÉ, in denen er als Er-
ster das Gebiet systematisch behandelte, das wir heute als algebraische
Topologie bezeichnen.

LEONHARDEULER (1707–1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universität. Dort legte er zwei Jahre später
die Magisterpr̈ufung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung von JOHANN

BERNOULLI mit Mathematik bescḧaftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung FRIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preußische Akademie der Wis-
senschaften; nachdem sich das Verhältnis zwischen den

beiden dramatisch verschlechtert hatte, kehrte er 1766 nach St. Petersburg zurück. Im glei-
chen Jahr erblindete er vollständig; trotzdem schrieb er rund die Hälfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfassen 73 Bände) danach. Sie enthalten
bedeutende Beiträge zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, Physik, Astronomie
und Kartographie.



Kap. 1: Was ist Topologie? 

JULESHENRI POINCARÉ (1854–1912) wurde im lothrin-
gischen Nancy geboren, besuchte dort das heute nach
ihm benannte Gymnasium und studierte von 1873 bis
1875 an der Ecole Polytechnique, danach an der Ecole
des Mines in Paris. Sodann arbeitete er gleichzeitig als
Mineningenieur und an einer Dissertationüber Differen-
tialgleichungen bei CHARLES HERMITE (1822–1901);
letztere wurde 1879 von der Universität Paris ange-
nommen. Seine erste mathematische Stelle war an der
Universiẗat Caen; danach folgten Professuren in Paris,
die er bis zu seinem frühen Tod innehatte. Er leistete
wesentliche Beitr̈age zur Theorie der Differentialglei-
chungen, begr̈undete die algebraische Topologie, pub-

lizierteüber Physik, blieb Zeit seines Lebens dem Bergbau verbundenund ver̈offentlichte
auch einige philosophische Abhandlungen. Sein Grab auf demFriedhof von Montparnasse
ist heute noch erhalten.

Der NameTopologievon τοπος, der Ort, undλογος, die Lehre, geht
zurück auf JOHANN BENEDICT LISTING, der 1847 eine Arbeit mit dem
Titel Vorstudien zur Topologieveröffentlichte, das WortTopologieaber
bereits ab etwa 1836 immer wieder in seinen Briefen gebraucht hatte. In
den allgemeinen Gebrauch kam das Wort erst ab etwa 1940, nicht zuletzt
auf Grund der Bem̈uhungen des BOURBAKI-Kreises, der in seinem (noch
immer unvollendeten und wohl auch unvollendet bleibenden)Werk Les
fondations de l’Analysedie Analysis in gr̈oßtm̈oglicher Allgemeinheit
neu aufbaute auf Grundlage der Algebra und der Topologie.

JOHANN BENEDICT LISTING (1808–1882) wurde in
Frankfurt geboren und ging auch dort aufs Gymnasium;
1830 begann er mit dem Studium der Mathematik und
der Architektur an der Universität Göttingen, wo er al-
lerdings auch Vorlesungen aus zahlreichen anderen Ge-
bieten belegte. Sein wichtigster mathematischer Lehrer
war GAUSS, der zwar selbst nie etwas̈uber Topolo-
gie ver̈offentlichte, aber doch eine ganze Reihe von
Ideen zu diesem Gebiet beisteuerte. Als 1837 Victoria
Königin von England und ihr Onkel Herzog von Han-
nover wurde, protestierte unter anderem der Göttinger
Physiker WILHELM EDUARD WEBER (1804–1891), der
gemeinsam mit GAUSSden Telegraphen erfunden hatte,

gegen die Aufhebung der liberalen Hannoveraner Verfassungund verlor deshalb seine
Stelle; auf F̈ursprache von GAUSSwurde LISTING sein Nachfolger und publizierte seither
auch auf dem Gebiet der Physik.
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NICOLAS BOURBAKI ist das Pseudonym einer Gruppe junger französischer Mathematiker,
die ab 1935 an einen neuen Neuaufbau der Mathematik arbeiteten. Obwohl dabei anfangs
vor allem die Lehre im Vordergrund stand, war ihr wesentlicher Grundsatz, alles so
allgemein wie m̈oglich zu formulieren und zu beweisen und zusätzliche Annahmen nur
einzuf̈uhren, wo sie unbedingt erforderlich sind. Um Alterserscheinungen zu vermeiden,
müssen alle Mitarbeiter im Alter von vierzig Jahren ausscheiden, so daß die aktiven
Mathematiker stets jünger sind. Die Arbeit am großen Grundlagenwerk scheint derzeit
eingestellt zu sein; inzwischen organisiert BOURBAKI im wesentlichen nur noch ein viermal
jährlich in Paris stattfindendes Seminar, in dem prominente Mathematiker̈uber ein Thema
ihrer Wahl, aber nicht ihre eigenen Arbeiten, vortragen.

Die Topologie untersucht, informell ausgedrückt, jene Eigenschaften
von Kurven, Fl̈achen, K̈orpern und auch komplizierteren Mengen, die
unter stetigen Deformationen erhalten bleiben.

Wenn wir uns der Einfachheit halber zunächst auf Teilmengen der
RäumeRn beschr̈anken, k̈onnen wir das folgendermaßen präzisieren:

Definition: Zwei MengenX ⊆ Rn undY ⊆ Rm heißenhom̈oomorph,
wenn es stetige Abbildungenf :X → Y undg:Y → X gibt derart, daß
f ◦ g die Identiẗat aufY ist undg ◦ f die Identiẗat aufX.

Insbesondere sindf undg also bijektiv; wichtig ist aber vor allem, daß
beideAbbildungen stetig sind: Die Abbildung

f :

{
[0, 2π) →

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 = 1
}

t 7→ (cost, sint)

etwa vom halboffenen Intervall [0, 2π) auf die Kreislinie ist stetig und
bijektiv, aber ihre Umkehrabbildung ist im Punkt (1,0) nicht stetig, denn
die Punkte

(
cos(2π− 1

n
), sin(2π− 1

n
)
)

haben zwar f̈ur allen ∈ N Urbild
2π − 1

n
, aber ihr Grenzwert (1,0) hat die Null als Urbild.

Als erstes Beispiel zweier hom̈oomorpher Mengen betrachten wir den
n-dimensionalen Ẅurfel

W =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1 für allei

}

und für beliebige positive reelle Zahlena1, . . . , an den Quader

Q =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ 0 ≤ xi ≤ ai für allei

}
.
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Offensichtlich sind die Abbildungen

f :

{
W → Q

(x1, . . . , xn) 7→ (a1x1, . . . , anxn)
und

g:






Q→W

(x1, . . . , xn) 7→
(x1

a1
, . . . ,

xn

an

)

stetig und zueinander invers; der Würfel und der Quader sind also
homöomorph. Damit ist schon einmal klar, daß Längen und L̈angen-
verḧaltnisse keine topologischen Eigenschaften sind.

Allgemeiner k̈onnen wir beliebige affine Abbildungen

ϕ:

{
Rn → Rn

x 7→ Ax + b

mit einer invertierbarenn × n-Matrix A und einem Vektorb ∈ Rn be-
trachten; offensichtlich ist dann jede TeilmengeZ ⊆ Rn homöomorph
zu ihrem Bildϕ(Z), denn sowohlϕ als auch seine Umkehrabbildung,
diey ∈ Rn abbildet aufA−1(y− b), sind stetig. Somit ist auch die Lage
im Rn topologisch irrelevant, genauso wie Winkel, denn wir können
beispielsweise durch eine affine Abbildung ein Rechteck in ein Paralle-
logramm scheren.

Auch die Kugel

K =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ x2

1 + · · · + x2
n ≤ 1

}

ist hom̈oomorph zuW (und damit auch zuQ); hier lassen sich die Ab-
bildungenK → W undW → K am besten geometrisch beschreiben:
Zunächst einmal istW homöomorph zum Ẅurfel

W ′ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ −1 ≤ xi ≤ 1 für allei

}

über die affine TransformationRn → Rn, die jede Koordinatexi auf
2xi −1 abbildet, und diesen Ẅurfel bilden wir dann folgendermaßen ab
auf die Kugel:

Der Nullpunkt desRn wird auf sich selbst abgebildet; für jeden anderen
Punktx = (x1, . . . , xn) ∈W ′ betrachten wir den Strahl vom Nullpunkt
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durch diesen Punkt; sein Schnittpunkt mit dem Rand des Würfels seiy
und d sei sein Abstand zum Nullpunkt. Dann wirdx abgebildet auf
den Punktdx; wir strecken also den Strahl vom Nullpunkt durchx
in so einem Verḧaltnis, daß der Schnittpunkt mit der Kugel auf den
Schnittpunkt mit dem Ẅurfel abgebildet wird. Bei der Umkehrabbildung
wird der Strahl entsprechend um den Faktord gestaucht.

x

y

K1,0 K0,5 0 0,5 1,0

K1,0

K0,5

0,5

1,0

Damit ist auch klar, daß Kanten, Ecken undähnliches keine Begriffe
sind, die unter Hom̈oomorphismen erhalten bleiben.

Auch Beschr̈anktheit ist keine topologische Eigenschaft, denn die Tan-
gensfunktion bildet das Intervall (−π

2 ,
π
2 ) stetig und bijektiv ab auf

ganzR mit dem ebenfalls stetigen Arkustangens als Umkehrfunktion.
Entsprechend k̈onnen wir den offenen Ẅurfel

W ′′ =
{

(x1, . . . , xn)
∣∣ −π

2 < xi <
π
2 für allei

}

homöomorph abbilden auf den ganzenRn, indem wir diei-te Koordinate
xi ersetzen durch tanxi.

x
K1,5 K1,0 K0,5 0 0,5 1,0 1,5

y

K3

K2

K1

1

2

3

Tangens

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K1,5

K1,0

K0,5

0,5

1,0

1,5
Arkustangens
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Der offene Ẅurfel W ′′ ist allerdings weder hom̈oomorph zuW noch
zuW ′, denn diese beiden Ẅurfel sind kompakt und werden damit auch
von jeder stetigen Abbildung wieder auf kompakte Mengen abgebildet.
Daher kann es weder eine surjektive stetige Abbildung vonW nachW ′′

noch eine vonW ′ nachW ′′ geben. Aus dem gleichen Grund sind beiden
Würfel nicht hom̈oomorph zuRn.

Die Kugeloberfl̈ache

S2 =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 + z2 = 1

}

kann nicht hom̈oomorph zuR2 sein, denn auchS2 ist eine kompakte
Menge. Entfernt man aber nur einen Punkt vonS2, etwa den Nordpol
N = (0,0,1), so istS2 \ N homöomorph zuR2: Wir identifizieren
R2 mit der Ebenez = −1 in R3, also der Menge aller Punkte der
Form (x, y,−1) ∈ R3, und bilden den PunktP ∈ S2 \ N ab auf den
Schnittpunkt der GeradenNP mit der EbenenE. In Gegenrichtung
wird der PunktQ ∈ E abgebildet auf den Schnittpunkt der Geraden
NQ mit S2. Offensichtlich ist auch diesestereographische Projektion
S2 \N → E ein Hom̈oomorphismus.

Die HyperbelH =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ xy = 1

}
ist hom̈oomorph zuR \ {0}
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via der beiden Abbildungen

f :

{
H → R \ {0}

(x, y) 7→ x
und g:





R \ {0} → H

x 7→
(
x,

1
x

) ;

eine abgeschlossene Teilmenge vonR2 kann also hom̈oomorph sein zu
einer offenen Teilmenge vonR.

x
K10 K5 0 5 10

y

K10

K5

5

10

Angesichts dieser Beispiele könnte man sich fragen, ob ein Begriff,
der so viele verschiedene Mengen miteinander identifiziert, überhaupt
nützlich sein kann. Tats̈achlich ist genau diese Vielfalt ein großer Vorteil
der Topologie: Auf einem Ẅurfel etwa k̈onnen wir gut rechnen und damit
viele Probleme recht einfach entscheiden. Andererseits gibt es aber kaum
Probleme der

”
wirklichen“ Welt, die sich sinnvoll mit einem einfachen

Würfel modellieren lassen. Es gibt aber gerade in derÖkonomie durch-
aus Ans̈atze, ein Wirtschaftssystem durch eine Teilmenge einesRn zu
modellieren, die zwar sehr viel komplizierter ist als ein Würfel, aber
trotzdem hom̈oomorph zu einem Ẅurfel in einem geeignetenRm. Über
den Hom̈oomorphismus lassen sich dann Fragen wie die nach der Exi-
stenz eines Gleichgewichts zurückführen auf Fragen̈uber einen Ẅurfel,
bei denen es erheblich größere Chancen gibt, eine Antwort zu finden.

Ein wesentlicher Teil der Vorlesung wird sich deshalb damitbescḧafti-
gen, kompliziertere Mengen und Abbildungen via Homöomorphie
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zurückzuf̈uhren auf Polyeder und stückweise lineare Abbildungen zwi-
schen ihnen. Insbesondere lassen sich so viele Probleme reduzieren auf
Fragen aus der Linearen Algebra, und für deren Beantwortung steht uns
ein weites Instrumentarium zur Verfügung.



Kapitel 2
Topologische Räume, Stetigkeit und Konvergenz

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, kann eine offene Teilmenge
einesRn homöomorph sein zu einer abgeschlossenen Teilmenge ei-
nes Rm; zwei Einbettungen einer Menge in einenRn können also
dort recht verschiedene Eigenschaften haben. Außerdem macht der
umgebendeRn die Situation oft eher un̈ubersichtlich: Wenn wir uns
auf der Erdoberfl̈ache bewegen, könnten wir zwar mit den kartesischen
Koordinaten eines umgebendenR3 rechnen, aber natürlich bevorzugen
wir zweidimensionale Koordinatensysteme wie Längen- und Breiten-
grade oder UTM-Koordinaten. Obwohl das Rechnen mit reellenZahlen
im weiteren Verlauf der Vorlesung eine große Rolle spielen wird, ins-
besondere auch bei den Anwendungen auf Gleichgewichte, definieren
wir daher unseren Grundbegriff, den topologischen Raum, abstrakt und
ohne Bezug zu einemRn.

Topologische Eigenschaften sind solche, die unter Homöomorphismen
invariant bleiben; um diese definieren zu können, brauchen wir stetige
Abbildungen. Stetige Abbildungen werden in der Analysis meist mit
Hilfe von ε und δ definiert; da Absẗande keine topologischen Eigen-
schaften sind, ist das für uns kein sinnvoller Zugang. Wir wissen aber
aus der Analysis, daß eine Abbildung auch genau dann stetig ist, wenn
das Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist; es reicht also zur
Definition von Stetigkeit, wenn wir offene Mengen haben.

Eine Teilmenge desU ⊆ Rn heißt bekanntlich genau dann offen, wenn
es zu jedem Punktx ∈ U ein ε > 0 gibt, so daß jedesy ∈ Rn mit
Abstand kleinerε vonx ebenfalls inU liegt. Damit ist klar, daß die Ver-
einigung beliebig vieler offener Mengen wieder offen ist, genauso wie
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zumindest der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen.(Der Durch-
schnitt unendlich vieler offener Mengen muß nicht mehr offen sein;
beispielsweise ist der Durchschnitt der offenen Intervalle

(
− 1

n
, 1 + 1

n

)

das abgeschlossene Intervall [0, 1].) Außerdem ist der gesamteRn offen
und naẗurlich auch die leere Menge. Diese Eigenschaften wollen wirzur
Grundlage unserer Theorie machen:

Definition: a) Ein topologischer RaumX ist eine MengeX zusammen
mit einer MengeT von Teilmengen vonX, genannt dieTopologie
vonX, für die gilt:
1.) X ∈ T und∅ ∈ T
2.) Ist I eine beliebige Indexmenge und istUi ∈ T für alle i ∈ I, so

liegt auch die Vereinigung
⋃
i∈I

Ui derUi in T .

3.) Sind f̈ur eine naẗurliche Zahlr die MengenU1, . . . , Ur Elemente

vonT , so auch ihr Durchschnitt
r⋂

i=1
Ui.

b) Die Elemente vonT heißenoffene Mengen.
c) Eine TeilmengeA ⊆ X heißtabgeschlossen,wennX \ A offen ist.
d) Eine Abbildungf :X → Y zwischen zwei topologischen RäumenX
undY heißtstetig, wenn f̈ur jede offene TeilmengeU ⊂ Y auch die
Urbildmengef−1(U ) offen inX ist.
e)Eine stetige Abbildungf :X → Y heißtHomöomorphismus,wenn es
eine stetige Abbildungg:Y → X gibt, so daßf ◦ g die Identiẗat aufY
ist undg ◦ f die Identiẗat aufX. (f undg sind dann naẗurlich bijektiv.)
f) Zwei topologische R̈aume heißenhom̈oomorph, wenn es einen
Homöomorphismusf :X → Y gibt.

Nach der Diskussion zu Beginn dieses Kapitels ist klar, daß derRn ein
topologischer Raum ist, wenn wir für T die Menge aller (im Sinne der
Analysis) offener Teilmengen nehmen.

Wir können jede beliebige Menge zum topologischen Raum machen,
indem wir alsT einfach die kleinstm̈ogliche Menge nehmen, nämlich
T = {∅,X}. Diese Topologie bezeichnen wir als dietriviale Topologie.
Umgekehrt k̈onnten wir f̈ur T auch die gr̈oßtm̈ogliche Teilmenge der
PotenzmengeP(X) nehmen, alsoP(X) selbst; dann istjedeTeilmengen
vonX offen. In diesem Fall reden wir von derdiskretenTopologie.
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Schon diese Beispiele zeigen, daß wir eigentlich nicht die MengeX,
sondern das Paar (X, T ) als topologischen Raum bezeichnen sollten,
denn zumindest für denRn kennen wir ja bereits jetzt drei verschiedene
mögliche TopologienT . Meist wird allerdings aus dem Zusammenhang
klar sein, wasT ist; im Falle desRn beispielsweise werden wir zumin-
dest in dieser Vorlesung immer davon ausgehen, daß er – wenn nicht
explizit etwas anderes gesagt wird – seine

”
übliche“ Topologie tr̈agt.

Entsprechend werden wir, sofern keine Mißverständnisse zu befürcht-
en sind, auch sonst meist kurz die MengeX als topologischen Raum
bezeichnen.

Zum besseren Verständnis des Stetigkeitsbegriffs für allgemeine topo-
logische R̈aume wollen wir aber doch kurz sehen, was passiert, wenn
wir auf demRn verschiedene Topologien betrachten:X sei derRn

mit der diskreten Topologie,Y sei derRn mit der üblichen Topologie
undZ schließlich derRn mit der trivialen Topologie. Als Abbildungen
zwischen diesen R̈aumen betrachten wir nur die identische Abbildung.
Dann sind die AbbildungX → Y , X → Z undY → Z stetig, denn
das Urbild einer Menge ist ja gerade die Menge selbst, und wenn eine
Teilmenge desRn offen ist bez̈uglich der trivialen Topologie, ist sie
erst recht offen bez̈uglich derüblichen Topologie, und bezüglich der
diskreten Topologie ist ohnehinjedeMenge offen. Von den Abbildun-
genZ → Y,Z → X undY → X ist aber keine stetig, denn im Zielraum
gibt es jeweils offene Mengen, die im Urbildraum nicht offensind.

Wenn wir zeigen wollen, daß eine Abbildungf :X → Y stetig ist,
müssen wir nach obiger Definition nachweisen, daß das Urbildjeder
offenen Menge ausY offen in X ist. Im FalleY = Rn etwa gibt es
(bez̈uglich derüblichen Topologie) sehr viele offene Mengen,über deren
allgemeine Struktur wir nur wenig sagen können. F̈ur alle praktischen
Zwecke ist f̈ur AbbildungenRm → Rn die aus der Analysis gewohnte
ε-δ-Definition viel einfacher nachzuprüfen als die Offenheit der Urbilder
offener Mengen.

Um auch f̈ur beliebige topologische R̈aume die Stetigkeit einer Abbil-
dung lokal formulieren zu k̈onnen, f̈uhren wir den Begriff der Umgebung
ein:
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Definition: X sei ein topologischer Raum. Eineoffene UmgebungU
eines Punktesx ∈ X ist eine offene Menge, diex entḧalt. EineUmge-
bungV von x ist eine TeilmengeV ⊆ X, die eine offene Umgebung
vonx entḧalt.

Lemma: Das System aller Umgebungen erfüllt die folgenden HAUS-
DORFFschen Umgebungsaxiome:
a) Ist U eine Umgebung vonx, so liegtx in U . Der gesamte RaumX
ist Umgebung aller Punktex ∈ X.
b) Eine TeilmengeV ⊆ X, die eine UmgebungU von x entḧalt, ist
selbst eine Umgebung vonx.
c) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen vonX ist selbst eine
Umgebung vonx.
d) Jede UmgebungV vonx entḧalt eine UmgebungU vonx, die gleich-
zeitig Umgebung eines jeden Punktsy ∈ U ist.

Beweis: a)und b) folgen sofort aus der Definition. SindV1, . . . , Vr

Umgebungen vonx, so gibt es nach Definition offene Umgebungen
U1 ⊆ V1, . . . , Ur ⊆ Vr von x; der Durchschnitt

⋂r
i=1Ui ist offen

und entḧalt x, ist also eine offene Umgebung vonx. Da dieser Durch-
schnitt im Durchschnitt derVi liegt, ist damit auchc) bewiesen. F̈ur d)
schließlich m̈ussen wir f̈urU einfach eine inV enthaltene offene Umge-
bung vonx nehmen; diese ist nach Definition Umgebung aller ihrer
Punkte.

FELIX HAUSDORFF (1868–1942) wurde in Breslau als
Sohn eines j̈udischen Kaufmanns geboren. Zwei Jahre
sp̈aterübersiedelte die Familie nach Leipzig, wo er auch
Mathematik studierte und mit Arbeiten̈uber Anwen-
dungen auf die Astronomie sowohl 1891 promovierte
als auch 1895 habilitierte. Erst ab 1904 beschäftigte
er sich mit Mengenlehre und der Topologie, wofür er
heute vor allem bekannt ist. 1910–1913 lehrte er in
Bonn, wohin er nach einer Professur in Greifswald 1921
auch wieder zur̈uckkehrte. 1935 mußte er auf Grund der
nationalsozialistischen Gesetze seine Stelle aufgeben,

bescḧaftigte sich aber weiterhin mit Topologie. Bevor er 1942 interniert und nach Polen
deportiert werden sollte, begingen er, seine Frau und derenSchwester Selbstmord.
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Umgekehrt lassen sich topologische Räume auch charakterisieren durch
diese Umgebungsaxiome: Ist für jedes Elementx ∈ X eine MengeUx

von Teilmengen gegeben, die wir als Umgebungen vonx bezeichnen, so
definieren wir eine MengeU ⊆ X als offen, wenn sie mit jedem Punkt
x ∈ U auch eine der Mengen ausUx entḧalt. Falls die HAUSDORFFschen
Umgebungsaxiome gelten, erfüllen die so definierten offenen Mengen
offenbar alle drei Eigenschaften aus der Definition eines topologischen
Raums.

Zur lokalen Charakterisierung der Stetigkeit definieren wir:

Definition: Eine Abbildungf :X → Y zwischen zwei topologischen
Räumen heißtstetig im Punktx ∈ X, falls es zu jeder UmgebungV
vonf (x) eine UmgebungU vonx gibt, für dief (U ) ⊆ V ist.

Lemma: Eine Abbildungf :X → Y zwischen zwei topologischen
Räumen ist genau dann stetig, wenn sie in jedem Punktx ∈ X stetig ist.

Beweis:Sei zun̈achstf stetig,x ∈ X undV eine Umgebung vonf (x).
Dann entḧalt V eine offene UmgebungV ′ von f (x), und wegen der
Stetigkeit vonf ist deren UrbildU = f−1(V ′) eine offene Umgebung
vonx. Daf (U ) ⊆ V ′ ⊆ V ist, folgt die Stetigkeit vonf in x.

Sei umgekehrtf stetig in jedem Punktx ∈ X undV ⊂ Y offen. Da
V Umgebung jedes seiner Punkte ist, hat jeder Punktx ∈ U = f−1(V )
eine Umgebung, deren Bild inV liegt und damit erst recht eine offene
UmgebungUx ⊆ U . Als Vereinigung aller dieser offener MengenUx

ist auchU offen, womit die Stetigkeit vonf bewiesen ist.

Um interessantere Beispiele topologischer Räume zu bekommen, wollen
wir als n̈achstes beliebige Teilmengen vonRn oder allgemeiner noch von
irgendeinemtopologischen Raum zu topologischen Räumen machen:

Definition: X sei ein topologischer Raum undZ ⊆ X sei eine Teil-
menge vonX. Eine MengeU ⊆ Z heißt offen bez̈uglich der Spur-
topologie aufZ bez̈uglichX, wenn es eine offene TeilmengeV ⊆ X
gibt, so daßU = V ∩ Z ist.
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Bevor wir mit dieser Definition arbeiten, sollten wir zunächsẗuberpr̈ufen,
daßZ durch diese Definition zu einem topologischen Raum wird, daß
die Spurtopologie also wirklich eine Topologie ist.

Der gesamte RaumZ = X∩Z und die leere Menge∅ = ∅∩Z sind offen
in der Spurtopologie. SindUi, i ∈ I irgendwelche dort offene Mengen,
so gibt es inX offene MengenVi mit Ui = Vi ∩X und

⋃

i∈I

Ui =
⋃

i∈I

(Vi ∩ Z) =

(
⋃

i∈I

Vi

)
∩ Z

ist offen. Entsprechend ist für endlich viele offene MengenUi = Vi ∩Z
r⋂

i=1

Ui =
r⋂

i=1

(Vi ∩ Z) =
r⋂

i=1

Vi ∩ Z

eine offene Menge.

Man beachte, daß offene MengenU ⊆ Z bez̈uglich der Spurtopologie
als Teilmengen vonX im allgemeinennichtoffen sind: So ist beispiels-
weiseZ selbstversẗandlich offen bez̈uglich der Spurtopologie, selbst
wennZ keine offene Teilmenge vonX ist.

Betrachten wir etwa als Beispiel noch einmal die Abbildung

f :

{
[0, 2π) →

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 = 1
}

t 7→ (cost, sint)

aus dem letzten Kapitel, jetzt aber bezüglich der Spurtopologien.

Im halboffenen IntervallX = [0, 2π) sind dann insbesondere auch
alle Teilintervalle [0, a) mit a ≤ 2π offen, denn wir k̈onnen sie ja
schreiben als [0, a) = (−1, a) ∩X. Für a < 2π ist ihr Urbild unter der
Umkehrabbildung vonf , also ihr Bild unterf , gleich der Menge aller
Punkte (x, y) ausR2, für die es eint ∈ [0, a) gibt, so daßx = cost und
y = sint ist. Insbesondere liegt also der Punkt (1,0) = (cos 0, sin 0) dort.
Wäre die Menge offen, so gäbe es eine offene MengeU ⊆ R2, so daß sie
der Durchschnitt der Kreislinie mitU wäre. Insbesondere m̈ußteU eine
ε-Umgebung von (1,0) enthalten, und deren Schnitt mit der Kreislinie
entḧalt auch die Punkte

(
cos(2π − δ), sin(2π − δ)

)
=
(
cosδ,− sinδ

)
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mit 0 ≤ δ < arcsinε. Zumindest f̈ur δ < 2π− a liegen diese aber nicht
in der Menge. Somit ist die Umkehrabbildung nicht stetig undf kein
Homöomorphismus.

Die Stetigkeit vonf dagegen l̈aßt sich leicht mit dem lokalen Kriterium
beweisen: Istt0 ∈ (0, 2π) und istU irgendeine Umgebung des Punkts
f (t0) = (cost0, sint0), so entḧaltU insbesondere eine Teilmenge beste-
hend aus allen Punkten der Form (cost, sint) mit t1 < t < t2; außerdem
ist 0< t1 < t0 < t2 < 2π. Somit wird das Intervall (t1, t2) vonf nachU
abgebildet.

Bleibt noch der Punktt0 = 0 zu betrachten. Jede UmgebungU sei-
nes Bilds (1,0) entḧalt eine Teilmenge bestehend aus allen Punkten
(cost, sint) mit 0 ≤ t < t1 oder t2 < t < 2π für geeignete reelle
Zahlen 0< t1 < t2 < 2π. Die Menge [0, t1) ∪ (t2, 2π) wird vonf auf
diese Teilmenge und somit nachU abgebildet und ist, als Vereinigung
zweier in der Spurtopologie offener Teilmengen vonX selbst offen
in X. Damit ist die Stetigkeit vonf bewiesen.

Aus der Analysis sind wir es gewohnt, die Stetigkeit einer Funktion
auch oft durch die Vertauschbarkeit vonf mit Grenzwerten von Fol-
gen nachzupr̈ufen. Da die Konvergenz einer der wesentlichen Grund-
begriffe der Analysis ist, der unter anderem sowohl bei der Definition
des Differentialquotienten als auch bei der des bestimmtenIntegrals
eine wichtige Rolle spielt, sollten wir auch für allgemeine topologische
Räume erkl̈aren, was konvergente Folgen sind. Wir ersetzen dazu ein-
fach in der aus der Analysis bekannten Definition dieε-Umgebungen
durch beliebige offene Umgebungen:

Definition: Eine Folge (xn)n∈N
von Punktenxn eines topologischen

RaumsX konvergiert gegen den Punktx ∈ X, wenn es zu jeder offenen
UmgebungU vonx einN ∈ N gibt, so daßxn ∈ U für allen ≥ N .

Für Folgen reeller Zahlen ist dasäquivalent zur klassischen Definition,
bei exotischen Topologien kann sie aber auf den ersten Blickunerwartete
Konsequenzen haben: Versehen wir etwa eine MengeX mit der trivialen
Topologie, betrachten also nur die leere Menge undX selbst als offen,
so istX für jeden seiner Punktex ∈ X die einzige offene Umgebung,
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und somit konvergiert jede Folge von Elementen ausX gegen jedes
Elementx ∈ X.

Etwas komplizierter ist das folgende Beispiel: Wir betrachten die Menge
X = (R \ {0}) ∪ {a, b} mit zwei abstrakten Punktena und b. Eine
TeilmengeU ⊆ R \ {0} soll genau dann offen sein, wenn sie auch als
Teilmenge vonR offen ist. Eine TeilmengeU ⊆ X, die a und/oderb
entḧalt, können wir schreiben alsU = V ∪W mit V ⊆ R \ {0} und
W ⊆ {a, b}; sie soll genau dann offen sein, wennV ∪{0} ⊆ R offen ist.
Man überlegt sich leicht, daß auf dieser sogenanntenKnüppelgeraden
die Folge der Zahlen 1/n sowohl gegena als auch gegenb konvergiert.

Wenn wir solche Pḧanomene vermeiden wollen, müssen wir von un-
serem topologischen RaumXmehr fordern als nur diëublichen Axiome;
die notwendige Zusatzbedingung geht zurück auf FELIX HAUSDORFF:

Definition: Ein topologischer RaumX heißt HAUSDORFFsch oder
HAUSDORFF-Raum, wenn es zu je zwei Punktenx, y ∈ X offene Umge-
bungenU vonx undV vony gibt, so daßU ∩ V = ∅ ist.

Offensichtlich ist jederRn sowie jede Teilmenge einesRn HAUS-
DORFFsch, denn dort k̈onnen wir vom Abstandd der beiden Punkte
x undy reden; nehmen wir alsU undV die ε-Umgebungen mitε = d

3 ,
so haben wir zwei disjunkte Umgebungen.

Allgemeiner gilt auch:

Lemma: Jede Teilmenge eines HAUSDORFF-Raums ist (bez̈uglich der
Spurtopologie) selbst HAUSDORFFsch.

Beweis:X sei ein HAUSDORFF-Raum undZ ⊂ X. Zux 6= y ausZ gibt
es inX offene UmgebungenU vonx undV vonymitU∩V = ∅. Offen-
sichtlich sind dannU ∩Z undV ∩Z zwei bez̈uglich der Spurtopologie
offene disjunkte Umgebungen inZ.

Uns interessiert hier besonders die folgende Aussage:

Lemma: In einem HAUSDORFF-Raum hat jede Folge (xn)n∈N höchstens
einen Grenzwert.
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Beweis:Angenommen,x und y wären zwei verschiedene Grenzwerte
der Folge. Nach Definition eines HAUSDORFF-Raums g̈abe es dazu dis-
junkte UmgebungenU von x und V von y, und nach Definition der
Konvergenz m̈ußte es IndizesN,M ∈ N geben, so daßxn ∈ U für
alle n ≥ N undxn ∈ V für allen ≥ M . Das ist aber offensichtlich
unmöglich, dennU ∩ V = ∅.

In der Analysis k̈onnen wir die Stetigkeit von Funktionen mit Hilfe
konvergenter Folgen definieren; nachdem wir gesehen haben,daß Kon-
vergenz in beliebigen topologischen Räumen etwas ganz anderes be-
deuten kann als das, was wir aus der Analysis gewohnt sind, wollen wir
der entsprechenden Eigenschaft vorsichtshalber einen anderen Namen
geben:

Definition: Eine Abbildungf :X → Y zwischen zwei topologischen
Räumen heißtfolgenstetig,wenn f̈ur jede konvergente Folge (xn)n∈N

von Punkten ausX mit Grenzwertx ∈ X auch die Folge der Bildpunkte
f (xn) gegenf (x) konvergiert.

Lemma: Jede stetige Funktionf :X → Y zwischen zwei topologi-
schen R̈aumen ist folgenstetig.

Beweis:(xn)n∈N konvergiere inX gegen den Punktx undU sei eine
offene Umgebung vonf (x). Wegen der Stetigkeit vonf ist dannf−1(U )
eine offene Umgebung vonx, und wegen der Konvergenz der Folge
(xn)n∈N

gibt es einN ∈ N, so daßxn ∈ f−1(U ) für allen ≥ N . Damit
ist auchf (xn) ∈ U für allen ≥ N , und die Konvergenz der Folge der
f (xn) gegenf (x) ist bewiesen.

Für reelle Funktionen, egal ob in einer oder in mehreren Veränderlichen,
gilt bekanntlich auch die Umkehrung dieses Lemmas. Beim Beweis spie-
len dort aberε-Umgebungen mitε = 1

n
eine wesentliche Rolle, und dafür

haben wir in der allgemeinen Situation kein Analogon. So verwundert
es kaum, daß wir auch hier noch zusätzliche Forderungen an den to-
pologischen Raum stellen m̈ussen. (Man kann explizite Gegenbeispiele
konstruieren von Funktionen, die folgenstetig, aber nichtstetig sind; da



Kap. 2: Topologische Räume, Stetigkeit und Konvergenz 

dies aber mit unseren derzeitigen Kenntnissen etwas langwierig wäre,
sei hier darauf verzichtet.)

Definition: a) Eine MengeU von Umgebungen eines Punktesx heißt
Umgebungsbasisvon x, wenn jede Umgebung vonx eine Umgebung
ausU entḧalt.
b) Ein topologischer RaumX erfüllt das erste Abz̈ahlbarkeitsaxiom
und heißt1-abz̈ahlbar,wenn jeder Punktx ∈ X eine abz̈ahlbare Umge-
bungsbasis hat.

Beispiele 1-abz̈ahlbarer R̈aume sind die R̈aumeRn oder allgemeiner
metrische R̈aume, wo dieε-Umgebungen mitε = 1

n
eine solche Basis

bilden; typische Gegenbeispiele sind Funktionenräume wie die Menge
aller AbbildungenR → R. In dieser Vorlesung werden wir uns mit
solchen R̈aumen nicht beschäftigen.

Angenommen, die offenen UmgebungenV1, V2, . . . bilden eine abz̈ahl-
bare Umgebungsbasis des Punktesx ∈ X. Dann gilt dasselbe für die
Durchschnitte

W1 = V1, W2 = V1 ∩ V2, W3 = V1 ∩ V2 ∩ V3, . . . ,

und offensichtlich istW1 ⊇ W2 ⊇ W3 ⊇ · · · . Somit hat in einem
1-abz̈ahlbaren topologischen Raum jeder Punkt auch eine abzählbare
Umgebungsbasis, deren Elemente immer kleiner werden. Einesolche
Umgebungsbasis kann in Beweisen oft dieε-Umgebungen mitε = 1

n

ersetzen, beispielsweise im folgenden:

Lemma: Ist X ein 1-abz̈ahlbarer undY ein beliebiger topologischer
Raum, so ist jede folgenstetige Abbildungf :X → Y stetig.

Beweis:x ∈ X sei ein beliebiger Punkt undU ⊆ Y eine Umgebung
von f (x). Wir müssen zeigen, daß es eine UmgebungV vonx gibt, so
daßf (V ) ⊆ U ist.

Angenommen, es gibt keine solche UmgebungV . Auch für eine
abz̈ahlbare Umgebungsbasis{V1, V2, . . . } von x aus immer kleiner
werdenden offenen Umgebungen liegt dann das Bild keiner dieser Men-
gen inU . Wir können daher Elementexn ∈ Vn finden derart, daßf (xn)
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nicht inU liegt. Da dieVn eine Umgebungsbasis bilden, konvergiert die
Folge derxn gegenx; wegen der Folgenstetigkeit konvergiert also die
Folge derf (xn) gegenf (x). Das ist aber unm̈oglich, denn kein einziges
der Folgenglieder liegt in der offenen UmgebungU vonf (x).

Das letzte Argument dieses Beweises hätten wir auch anders formulieren
können: Die Punktef (xn) liegen allesamt in der abgeschlossenen Menge
Y \ U , und deshalb muß auch ihr Grenzwert dort liegen nach dem
folgenden

Lemma: (xn)n∈N sei eine konvergente Folge von Elementen der abge-
schlossenen TeilmengeZ des topologischen RaumsX. Konvergiert die
Folge gegenx ∈ X, so mußx in Z liegen.

Beweis:Lägex im KomplementU = X \ Z vonZ, so m̈ußte es wegen
der Konvergenz der Folge einN ∈ N geben, so daß auch allexn mit
n ≥ N in dieser offenen Umgebung vonx lägen. Tats̈achlich liegt dort
aber kein einziges dieser Elemente.

Für 1-abz̈ahlbare topologische R̈aume l̈aßt sich dieses Lemma auch
umkehren zu einer Charakterisierung abgeschlossener Mengen:

Definition: Ein Punktx ∈ X heißtRandpunktder TeilmengeZ ⊆ X
des topologischen RaumsX, wenn jede Umgebung vonx sowohl Punkte
ausZ als auch Punkte ausX \ Z entḧalt.

Lemma: a) Eine TeilmengeZ ⊆ X ist genau dann abgeschlossen,
wenn sie jeden ihrer Randpunkte enthält.
b) In einem 1-abz̈ahlbaren topologischen Raum ist eine Teilmenge
Z ⊆ X genau dann abgeschlossen, wenn für jede gegen einz ∈ X
konvergente Folge von Elementenzn ∈ Z der Grenzwertz in Z liegt.

Beweis: a)IstZ ⊆ X abgeschlossen undx ∈ X ein Randpunkt vonZ,
der nicht inZ liegt, so liegtx im offenen Komplement vonZ, hat also
dort eine offene UmgebungU . In dieser kann aber kein Punkt ausZ
liegen. Liegt umgekehrt jeder Randpunkt vonZ inZ, so kann kein Punkt
aus dem Komplement vonZ Randpunkt sein. Somit hat jeder solche



Kap. 2: Topologische Räume, Stetigkeit und Konvergenz 

Punkt eine offene Umgebung, die keinen Punkt ausZ entḧalt. Damit
ist das Komplement vonZ als Vereinigung dieser offenen Umgebungen
offen,Z selbst also abgeschlossen.

b) Ist Z abgeschlossen, so konvergiert nach dem vorigen Lemma je-
de inX konvergente Folge von Elementen ausZ gegen ein Element
ausZ. Umgekehrt habeZ diese Eigenschaft, undx sei ein Randpunkt
von Z. Wir betrachten eine abzählbare Umgebungsbasis vonx beste-
hend aus ineinander liegenden offenen MengenU1 ⊃ U2 ⊃ · · · . In
jedem dieserUi liegen Punkte ausZ; wir wählen jeweils einen solchen
Punktzn ∈ Un ∩ Z. Da dieUn eine Umgebungsbasis vonx bilden,
konvergiert die Folge derzn gegenx, also liegtx in Z. Somit entḧaltZ
alle seine Randpunkte, ist also nacha) abgeschlossen.

Wenn es ein erstes Abzählbarkeitsaxiom gibt, sollte es auch ein zwei-
tes geben; wir werden es zwar selten brauchen, aber es sei der
Vollständigkeit halber erẅahnt:

Definition: a) Eine MengeB von offenen Teilmengen eines topologi-
schen RaumsX heißtBasis der Topologie vonx, wenn sich jede offene
Menge als Vereinigung von Mengen ausB darstellen l̈aßt.
b) Ein topologischer RaumX erfüllt das zweite Abz̈ahlbarkeitsaxiom
und heißt2-abz̈ahlbar,wenn seine Topologie eine abzählbare Basis hat.

Beispielsweise ist derRn 2-abz̈ahlbar, denn die offenen Mengen
{
y ∈ Rm

∣∣∣ ‖y − x‖ < 1
m

}
mit x ∈ Qn, m ∈ N

bilden (unabḧangig davon, welche Norm wir nehmen) eine abzählbare
Basis seiner Topologie.

Offensichtlich ist das System der offenen Mengen eines topologischen
Raums durch eine Basis der Topologie eindeutig bestimmt: Eine Menge
ist genau dann offen, wenn sie sich als Vereinigung von Basismengen
schreiben l̈aßt. Dies k̈onnen wir dazu verwenden, um auf einfache Weise
das Produkt zweier topologischer Räume zu einem topologischen Raum
zu machen:
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Definition: X undY seien topologische R̈aume. DieProdukttopologie
aufX × Y ist jene Topologie, die die Mengen der FormU × V mit
offenen TeilmengenU ⊆ X undV ⊆ Y als Basis hat.

Lemma: Ein topologischer RaumX ist genau dann HAUSDORFFsch,
wenn die Diagonale

∆ =
{

(x, y) ∈ X ×X
∣∣ x = y

}

bez̈uglich der Produkttopologie abgeschlossen inX ×X ist.

Beweis:∆ ist genau dann abgeschlossen, wenn das Komplement

U = X ×X \ ∆ =
{

(x, y) ∈ X ×X
∣∣ x 6= y

}

offen ist. In diesem Fall hat jeder Punkt (x, y) mit x 6= y eine ganz
in U liegende offene UmgebungV , und diese wiederum enthält eine
Basisumgebung der FormU1×U2, wobeiU1 eine Umgebung vonx und
U2 eine vony istX ist. DaU1 ×U2 ⊆ U , istU1 ∩U2 = ∅; der RaumX
ist also HAUSDORFFsch.

Ist umgekehrtX HAUSDORFFsch, so gibt es zu je zwei verschiedenen
Punktenx, y ∈ X offene UmgebungenU1, U2 mit U1 ∩ U2 = ∅, d.h.
U1 × U2 ⊆ U . Somit istU offen, also∆ abgeschlossen.
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Zusammenhängende und kompakte Mengen

Den Begriff des Zusammenhangs können wir f̈ur allgemeine topologi-
sche R̈aume genauso definieren wie für Teilmengen einesRn:

Definition: a) Ein topologischer RaumX heißt zusammenhängend,
wenn es keine zwei nichtleere, vonX verschiedenen offene Teilmengen
U, V ⊂ X gibt mitU ∩ V = ∅ undU ∪ V = X.
b) Ein topologischer RaumX heißtwegzusammenhängend,wenn es zu
je zwei Punktenx, y ∈ X eine stetige Abbildungf : I → X aus dem
EinheitsintervallI = [0, 1] ⊂ R gibt, so daßf (0) = x undf (1) = y ist.
c) Eine TeilmengeY ⊆ X heißt zusammenhängendbzw.wegzusam-
menḧangend, wenn sie als topologischer Raum bezüglich der Spur-
topologie diese Eigenschaft hat.

Für zusammenḧangende Mengen läßt sichc) auchäquivalent so for-
mulieren, daßY ⊆ X genau dann zusammenhängend ist, wenn gilt:
Sind U, V zwei offene Teilmengen vonX mit leerem Durchschnitt
U ∩ V ∩ Y , und liegtY in U ∪ V , so mußY bereits in einer der beiden
offenen Mengen liegen.

Lemma: Jeder wegzusammenhängende topologische RaumX ist zu-
sammenḧangend.

Beweis:U und V seien zwei offene Mengen undX = U ∪ V . Falls
X = ∅, folgt X = U = V = ∅, und wir sind fertig. Andernfalls gibt
es mindestens einen Punktx ∈ X. Dieser muß entweder inU oder
in V liegen; indem wir gegebenenfalls die Bezeichnungen vertauschen,
können wir annehmen, daß er inU liegt. Wir müssen zeigen, daß dann
auch alle anderen Punktey ∈ X in U liegen.
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Nach Voraussetzung gibt es eine Kurveγ, die x und y miteinander
verbindet. Wir wollen uns̈uberlegen, daß diese ganz inU liegen muß.
Dazu betrachten wir

s = sup
{
u ∈ [0,1]

∣∣ γ(t) ∈ U für allet ∈ [0, u)
}

.

Falls s < 1 wäre, k̈onnte γ(s) nicht in U liegen, denn wegen der
Stetigkeit vonγ ist γ−1(U ) eine offene Menge, enthält also zu jedem
ihrer Punkte auch eine offene Umgebung.s könnte aber auch nicht inV
liegen, denn auchγ−1(V ) ist offen, und f̈ur alle 0≤ t < s liegt t in
γ−1(U ), also, daU ∩ V = ∅, nicht inγ−1(V ). Das ist ein Widerspruch,
dennX ⊆ U ∪ V , so daßγ(s) in einer der beiden Mengen liegen muß.

Somit ists = 1 undy = γ(1) ∈ U , denn l̈ageγ(1) in V , gäbe es auch
eine Umgebung der Eins, so daßγ(t) für alle t aus dieser Umgebung
in V läge. Day ein beliebiger Punkt ausX war, liegt ganzX in U und
ist daher zusammenhängend.

Die Umkehrung dieses Lemmas gilt nicht; ein populäres Gegenbeispiel
ist der Raum

X =
{

(x, sin 1
x

) ∈ R2
∣∣ x > 0

}
∪
{

(0, y)
∣∣ |y| ≤ 1

}

bestehend aus einer Sinuslinie mit fürx→ 0 immer kleiner werdendem
Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen und Tälern sowie dem
Intervall [−1, 1] auf dery-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
ann̈ahert.

–1

–0.5

0

0.5

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x

Diese Menge ist nicht wegzusammenhängend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte

(
1
π
,0
)

und (0,1) ausX nicht durch eine Kurve
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miteinander verbinden: G̈abe es n̈amlich eine Kurveγ mit γ(0) = ( 1
π
,0)

undγ(1) = (0,1), so k̈onnten wir die Menge alleru ∈ [0, 1] betrachten,
für dieγ(t) im Intervall 0 ≤ t < u überall positivex-Koordinate hat;
ihr Supremum seis. Wegenγ(1) = (0,1) wäres < 1; außerdem m̈ußte
diex-Koordinate vonγ(s) verschwinden, denn ẅare sie positiv, k̈onnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung vonγ(s) Punkte mitx-
Koordinate Null geben. Da sin1

x
in jedem Intervall (0, ε) alle Werte

zwischen−1 und 1 annimmt, m̈ußteγ(s) wegen der Stetigkeit vonγ
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit alleny-Koordinaten
zwischen−1 und 1 haben, was natürlich nicht m̈oglich ist. Somit istX
nicht wegzusammenhängend.

Die beiden Teilmengen

X1 =
{

(x, sin 1
x

) ∈ R2
∣∣ x > 0

}
und X2 =

{
(0, y)

∣∣ |y| ≤ 1
}

sind naẗurlich wegzusammenhängend und damit erst recht zusam-
menḧangend. Wenn es zwei offene MengenU, V mit leerem Durch-
schnitt g̈abe, so daßX ⊆ U ∪ V weder inU noch inV liegt, müßte
daherX1 in U undX2 in V liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
möglich, denn in jeder offenen Menge, dieX2 entḧalt, gibt es auch
Punkte ausX1. Daher istX zusammenḧangend.

Lemma: Ist X ein zusammenḧangender topologischer Raum und ist
Z ⊆ X sowohl offen als auch abgeschlossen, so istZ = ∅ oderZ = X.

Beweis:Ist Z sowohl offen als auch abgeschlossen, so gilt das gleiche
auch f̈ur sein KomplementX \ Z, undX ist die Vereinigung dieser
beiden disjunkten offenen Mengen. DaX zusammenḧangend ist, muß
somit eine der beiden leer sein und die andere gleichX.

Lemma: Für eine TeilmengeX ⊂ R sind die folgenden vier Aussagen
äquivalent:
a)X ist ein Intervall.
b)X ist konvex.
c)X ist wegzusammenhängend.
d)X ist zusammenḧangend.
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Beweis:Die Folgerungena) ⇒ b) ⇒ c) ⇒ d) sind offensichtlichbzw.
wurden (im letzten Fall) gerade allgemein gezeigt; wirklich beweisen
müssen wir daher nur, daß jede zusammenhängende TeilmengeX ⊆ R

ein Intervall ist. Da wir die leere Mengeper definitionemals Intervall
betrachten, k̈onnen wir dazu annehmen, daßX nicht leer ist.

FallsX nach oben beschränkt ist, hatX ein Supremumb ∈ R; wir wollen
uns als erstes̈uberlegen, daßX dann f̈ur jedesz ∈ X das Intervall [z, b)
entḧalt: Gäbe es n̈amlich einc ∈ [z, b), das nicht inX läge, so ẅare
X die Vereinigung der beiden disjunkten nichtleeren offenenMengen
U = {x ∈ X | x < c} und V = {x ∈ X | x > c}, also nicht
zusammenḧangend. Entsprechend folgt, daßX, sofern es unbeschränkt
ist, zu jedemz ∈ X auch alle reellen Zahlenx ≥ z enthalten muß, denn
lägex > z nicht inX, könnten wir wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, daßX, falls es nach unten beschränkt
ist, für jedesz ∈ X das Intervall (a, z] enthalten muß, wobeia das
Infimum vonX bezeichnet; fallsX nicht nach unten beschränkt ist,
muß es entsprechend zu jedemz ∈ X auch alle reellen Zahlenx ≤ z
enthalten.

Ist alsoX eine beschr̈ankte zusammenhängende Teilmenge vonR mit
Infimum a und Supremumb, so entḧalt X das offene Intervall (a, b).
Da X keine Punktez < a oder z > b enthalten kann, k̈onnen dazu
höchstens noch einer oder beide der Punktea, b kommen;X ist also
eines der vier Intervalle (a, b), (a, b], [a, b) oder (a, b].

FallsX nur nach unten beschränkt ist mit Infimuma, entḧaltX auf jeden
Fall alle reellen Zahlenx > a, zus̈atzlich eventuell nach den Punkta.
Entsprechendes gilt für eine nur nach oben beschränkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daßX weder nach oben noch nach unten beschränkt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die für uns wichtigste Anwendung zusammenhängender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f :X → Y eine stetige Abbildung und istX zusammenḧan-
gend, so ist auchf (X) zusammenḧangend.
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Beweis:U undV seien zwei disjunkte offene Teilmengen vonY , und
f (X) liege in der VereinigungU∪V . Wegen der Stetigkeit vonf sind die
Urbilder f−1(U ) undf−1(V ) offene Teilmengen vonX, die naẗurlich
ebenfalls disjunkt sind, deren Vereinigung aber gleichX ist. Somit muß
X gleich einer dieser beiden Mengenf−1(U ) oderf−1(V ) sein, also
f (X) ganz inU oder inV liegen.

Speziell f̈ur Y = R folgt

Korollar: Istf :X → R eine stetige Abbildung eines zusammenhängen-
den topologischen RaumsX nachR, so istf (X) ein Intervall.

Bei der Kompaktheit ist die Situation etwas komplizierter:In manchen
Lehrb̈uchern der Analysis werden kompakte Mengen definiert als ab-
geschlossene und beschränkte Teilmengen einesRn. Damit können wir
nichts anfangen, denn in allgemeinen topologischen Räumen k̈onnen wir
nicht von Beschr̈anktheit reden. Die alternative Definition, wonach eine
Teilmenge kompakt ist, wenn jede offeneÜberdeckung eine endliche
Teilüberdeckung hat, k̈onnten wirübernehmen; da wir im Zusammen-
hang mit Kompaktheit aber vor allem Aussagenüber Konvergenz be-
weisen wollen, empfiehlt es sich, noch zusätzlich die (f̈ur Teilmengen
einesRn selbstversẗandliche) HAUSDORFF-Eigenschaft zu fordern. Wir
definieren daher:

Definition: X sei ein topologischer Raum
a) Ein SystemU =

{
Ui

∣∣ i ∈ I} von offenen TeilmengenUi ⊆ X mit
i aus einer beliebigen IndexmengeI heißtoffeneÜberdeckungvonX,
wennX =

⋃
i∈I Ui die Vereinigungsmenge allerUi ist.

b) Ist J ⊆ I eine Teilmenge vonI und istX bereits die Vereinigung
allerUi mit i ∈ J , bezeichnen wirV =

{
Ui

∣∣ i ∈ J} als eineTeilüber-
deckungvonU. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen wir von
einerendlichen Teil̈uberdeckung.
c)X heißtquasikompakt,wenn jede offenëUberdeckungU vonX eine
endliche Teil̈uberdeckung hat.
d) Ein quasikompakter topologischer RaumX heißtkompakt,wenn er
HAUSDORFFsch ist.
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e)Eine TeilmengeY ⊆ X eines topologischen Raums heißt quasikom-
paktbzw.kompakt, wenn sie bezüglich der Spurtopologie diese Eigen-
schaft hat.

Letzteres k̈onnen wir wieder wie beim Zusammenhang auch unabhängig
vom Begriff der Spurtopologie formulieren:Y ⊆ X ist quasikompakt
genau dann, wenn es für jedes System von (inX) offenen MengenUi

mit Y ⊆ ∪i∈IUi eine endliche TeilmengeJ ⊆ I gibt, so daßY bereits
in der Vereinigung der endlich vielenUi mit i ∈ J liegt. Wir reden auch
in dieser Situation von einer offenen̈Uberdeckung vonY und einer
endlichen Teil̈uberdeckung.

Für Teilmengen einesRn (oder allgemeiner eines HAUSDORFF-Raums)
gibt es keinen Unterschied zwischen Quasikompaktheit und Kompakt-
heit; insbesondere haben wir imRn genau die aus der Analysis bekann-
ten kompakten Mengen.

Lemma: Jede abgeschlossene TeilmengeZ ⊂ X eines kompakten
topologischen RaumsX ist kompakt.

Beweis:Da X HAUSDORFFsch ist, gilt das gleiche für Z. Weiter sei
U = {Ui | i ∈ I} eine offeneÜberdeckung vonZ. Die Ui sind offen
bez̈uglich der Spurtopologie; es gibt also offene MengenVi ⊆ X, so
daßUi = Vi ∩ Z ist. Wegen der Abgeschlossenheit vonZ ist auch
V = X \Z offen; nehmen wirV noch mit dazu, erhalten wir eine offene
ÜberdeckungV = {Vi | i ∈ I} ∪ {V } vonX, denn jeder Punkt aus
X \ Z liegt in V = X \ Z, und jeder Punkt ausZ liegt in mindestens
einer der MengenUi, also erst recht im zugehörigenVi.

Da X kompakt ist, hatV eine endliche Teil̈uberdeckung (vonX).
Wenn diese Teil̈uberdeckung ohne die MengeV auskommt, bilden die
mit Z geschnittenen̈Uberdeckungsmengen gleichzeitig eine endliche
Teilüberdeckung vonU für die MengeZ. Andernfalls betrachten wir
die Teilüberdeckungohnedie MengeV . Das ist dann eine endliche
Teilmenge vonU, und es ist auch eine offenëUberdeckung vonZ, denn
jeder Punkt vonZ ⊆ X muß in einer der offenen Mengen aus der
Teilüberdeckung liegen, und er liegt sicher nicht inV = X \ Z. Somit
hatU eine endliche Teil̈uberdeckung vonZ.
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Lemma: f :X → Y sei eine stetige Abbildung in den HAUSDORFF-
RaumY , undZ ⊆ X sei kompakt. Dann ist auchf (Z) ⊆ Y kompakt.

Beweis:U = {Ui | i ∈ I} seien ein System von inY offenen Teilmen-
gen, die einëUberdeckung vonf (Z) bilden, d.h.

f (Z) ⊆
⋃

i∈I

Ui .

Da f eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilderf−1(Ui)
offen in X, und naẗurlich bilden sie eineÜberdeckung vonZ. Diese
Überdeckung hat wegen der Kompaktheit vonZ eine endliche Teil̈uber-
deckung

{
f−1(Ui1

), . . . , f−1(Uir
)
}

. Damit überdeckenUi1
, . . . , Uir

die Mengef (Z); diese ist also quasikompakt. Als Teilmenge eines
HAUSDORFF-Raums ist sie auch HAUSDORFFsch, also kompakt.

Lemma: f :X → R sei eine stetige Abbildung, undZ ⊆ X sei kom-
pakt. Dann nimmtf sowohl sein Maximum als auch sein Minimum an;
es gibt also Elementexm undxM ausX, so daß f̈ur allex ∈ X gilt:
f (xm) ≤ f (x) ≤ f (xM ).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma istf (Z) eine kompakte Teilmenge
von R, also insbesondere beschränkt. Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das SupremumM von f (Z). Wir müssen zeigen, daß
beide inf (Z) liegen.

Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlossenen Menge
f (Z) läge, m̈ußte er in ihrem offenen KomplementR \ f (Z) liegen
und ḧatte damit eineε-Umgebung, die ganz inR \ f (Z) läge. Im Falle
des Supremums ẅurde dies bedeuten, daß beispielsweise auchM − ε

2
eine obere Schranke vonf (Z) wäre, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alskleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimums wäre
entsprechendm + ε

2 eine untere Schranke.

Daher m̈ussenm und M in f (Z) liegen, es gibt also Elementexm

undxM in X, so daßf (xm) = m undf (xM ) = M ist.

Wie aus der Analysis gewohnt, gilt auch im allgemeinen Fall
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Lemma: X sei ein topologischer Raum,Z eine kompakte Teilmenge
vonX und (zn)n∈N

eine Folge von Elementen ausZ. Dann gibt es (min-
destens) eine gegen einen Punktz ∈ Z konvergente Teilfolge (znν

)ν∈N.

Beweis:Falls es nur endlich viele verschiedene Wertezn gibt, können
wir eine konstante und damit erst recht konvergente Teilfolge finden. Wir
können daher annehmen, daß es unendlich viele verschiedenezn gibt.
Gäbe es keine gegen einen Punktz ∈ Z konvergente Teilfolge, ḧatte
jeder Punktz ∈ Z eine offene UmgebungUz, die ḧochstens endlich viele
zn enthielte. Das System dieser Umgebungen wäre eineÜberdeckung
der MengeZ, die wegen deren Kompaktheit eine endliche Teilüberdek-
kung ḧatte.Z wäre somit enthalten in einer endlichen Vereinigung von
Mengen, von denen jede höchstens eine endliche Anzahl der unendlich
vielen Elementezn ∈ Z enthielte, ein Widerspruch.

Lemma: IstX ein HAUSDORFF-Raum undZ eine kompakte Teilmenge
vonX, so gibt es zu jedem Punktx /∈ Z offene MengenU, V ⊆ X, so
daßZ ⊂ U , x ∈ V undU ∩ V = ∅ ist.

Beweis:Da X ein HAUSDORFF-Raum ist, gibt es zu jedemz ∈ Z
offene UmgebungenUz von z und Vz von y, so daßUz ∩ Vz = ∅
ist. Die s̈amtlichenUz überdecken natürlich Z; da dies eine kompakte
Menge ist, reichen dazu bereits endlich viele dieser Umgebungen. Es
gibt daher endlich viele Punktez1, . . . , zr, so daßZ in der Vereinigung
der MengenUzi

liegt. DaUzi
leeren Durchschnitt mitVzi

hat, ist diese
Umgebung erst recht disjunkt zum DurchschnittV = Vz1

∩ · · · ∩ Vzr

aller Vzi
, und damit ist auchU ∩ V = ∅. DaZ in U liegt undx in V ,

folgt die Behauptung.

Korollar: Ist X ein HAUSDORFF-Raum undZ eine kompakte Teil-
menge vonX, so istZ der Durchschnitt aller inX offener Mengen, die
Z enthalten.

Beweis:Wir müssen wir uns nur̈uberlegen, daß es zu jedem Punkt
x /∈ Z eine offene MengeU ⊇ Z gibt, diex nicht entḧalt, und das ist
nach dem gerade bewiesenen Lemma klar.



Kapitel 4
Auf dem Weg zur algebraischen Topologie

Die Aussagen der Topologie, die wir bislang kennengelernt haben, sind
eher qualitativer Natur; die uralte Maxima der PythagoräerAlles ist Zahl
scheint hier nicht zu gelten. Andererseits zeigt die Erfahrung aus mehre-
ren Jahrtausenden Mathematik, daß die erfolgreiche Lösung komplexer
mathematischer Probleme nur selten ganz ohne Rechnung möglich ist.
Schon lange bevor die Topologie als Teilgebiet der Mathematik etabliert
war, wurden daher topologische Fragestellungen in Zahlenübersetzt und
zumindest teilweise so gelöst. In diesem Kapitel soll dies anhand einiger
einfach zu formulierender klassischer Probleme illustriert werden.

§1: Das Königsberger Brückenproblem

Wie bereits zu Beginn der Vorlesung erwähnt, war EULERs Lösung
des K̈onigsberger Br̈uckenproblems die erste Arbeit, die nach heutigem
Versẗandnis der Topologie zuzuordnen ist. Die Abbildung auf der
nächsten Seite zeigt Königsberg nach einem 1652 von MERIANs S̈ohnen
veröffentlichten Kupferstich.

Damals führten sieben Brücken über den Pregel, der sich innerhalb
der Stadt zudem noch teilte und so eine Insel abtrennte, den Kneiphof.
Eine der damals in K̈onigsberg (sicherlich nicht mit höchster Prioriẗat)
diskutierten Fragen war, ob man seinen Sonntagsspaziergang so legen
könne, daß man jede der sieben Brücken genau einmal̈uberquere. Da
es 7! = 5040 m̈ogliche Reihenfolgen gibt, ẅare es unrealistisch gewe-
sen, diese allesamt systematisch durchzuprobieren: Kaum jemand erlebt
5040 Sonntage, und auch das theoretische Durchprobieren war, da es
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damals noch keine Navigationscomputer gab, kaum praktikabel. Durch
Zufall oder Intuition hatte noch niemand einen solchen Weg gefunden.

In seiner ArbeitSolutio problematis ad geometriam situs pertinentis,die
1736 in den Annalen der St. Petersburger Akademie erschien,erklärte
EULER warum: Es kann keinen solchen Sonntagsspaziergang geben.

Als echter Mathematiker vereinfachte er zunächst die Geographie von
Königsberg radikal auf das, was für die Lösung des Br̈uckenproblems
wirklich wesentlich ist. Die unten reproduzierte Zeichnung aus seiner
Arbeit ist ästhetisch sicherlich keine Konkurrenz zu MERIAN, für die
mathematische Behandlung des Problems aber deutlich nützlicher.

Er bennent dort auch die vier durch Arme des Pregel getrennten Teile
Königsbergs durch die GroßbuchstabenA bis D, die sieben Br̈ucken
durch die Kleinbuchstabena bisg. und z̈ahlt, wie viele Br̈ucken in jedes
der vier Gebiete f̈uhren. Der oben erẅahnte Kneiphof beispielsweise ist
das GebietA, und dorthin f̈uhren die f̈unf Brückena, b, c, d unde.

Nehmen wir an, ein K̈onigsberger beginnt seinen Sonntagsspaziergang
auf dem Kneiphof. Dann muß jeder Weg, der genau einmalüber jede
dieser f̈unf Brücken f̈uhrt, außerhalb des Kneiphofs enden. Umgekehrt
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muß auch jeder entsprechende Weg, der außerhalb des Kneiphofs be-
ginnt, in diesem enden. Somit kann es keinen Sonntagsspaziergang mit
gleichem Anfangs- und Endpunkt geben, der genau einmalüber jede
der sieben Br̈ucken f̈uhrt.

Nun betrachtete aber wohl nicht jeder Königsberger seinen Sonntags-
spaziergang als Rundgang; mancher Bürger hatte vielleicht eher das
Haus eines Verwandten oder eine Gaststätte als Ziel. Aber auch ein
solcher Weg ist unm̈oglich, denn f̈ur jedes der vier GebieteA,B, C,D
gibt es eine ungerade Anzahl von Brücken, die dieses Gebiet mit dem
Rest von K̈onigsberg verbinden. Jedes der vier Gebiete müßte daher
entweder Anfangs- oder Endpunkt des Spaziergangs sein, wasnaẗurlich
nicht möglich ist.

§2: Kartenfärbungsprobleme

Mehr als hundert Jahre später, wahrscheinlich um 1852, kolorierte FRAN-
CIS GUTHRIE eine Karte der Grafschaften von England und gewann
dabei den Eindruck, daß er jede Karte mit nur vier Farben so einfärben
könne, daß keine zwei benachbarte Gebiete die gleiche Farbe haben.
Mit weniger als vier Farben kann man offensichtlich nicht auskommen:
Betrachtet man etwa auf einer Europakarte die Staaten Deutschland,
Frankreich, Belgien und Luxemburg, so hat jeder der vier mitjedem
anderen eine gemeinsame Grenze, so daß jeder dieser vier Staaten seine
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eigene Farbe braucht. Schematisch ist diese Situation in der folgenden
Karte 1 dargestellt.

Karte 1

Natürlich war GUTHRIE ein Mathematiker: Ein Kartograph, der Far-
ben benutzt, um m̈oglichst viel Information darzustellen, käme nie auf
die Idee, die Vielfalt der zur Verfügung stehenden Farben künstlich
einzuschr̈anken.

FRANCIS GUTHRIE (1831-1899) studierte zunächst Ma-
thematik (B.A. 1850), dann Jura (LL.B. 1852) am Uni-
versity College London; 1856 wurde erfellow.Er arbei-
tete zun̈achst als Rechtsanwalt in London, bis er 1861
eine Mathematikprofessur am Graaf-Reinet College in
Südafrika annahm; sp̈ater wechselte er nach Kapstadt.
Er interessierte sich nicht nur für Mathematik, son-
dern gab aucḧoffentliche Vorlesungen̈uber Botanik
und erforschte die südafrikanische Pflanzenwelt; meh-
rere Pflanzenarten sind nach ihm benannt. Auf seinen
Wanderungen durch die Berge erforschte er auch das
Gel̈ande f̈ur den Bau einer geplanten Eisenbahn.

FRANCIS GUTHRIE hatte sein Mathematikstudium bereits 1850 abge-
schlossen; 1852 studierte er Jura. Deshalb wandte er sich anseinen
jüngeren Bruder FREDERICK GUTHRIE, der damals, ebenfalls am Uni-
versity College, bei AUGUSTUS DEMORGAN Mathematik studierte.DE

MORGANwar sofort begeistert, als ihm FREDERICKGUTHRIE am 23. Ok-
tober 1852 die Vermutung seines Bruders präsentierte; er schrieb noch
am selben Tag einen Brief an den wohl bekanntesten Mathematiker der
damaligen Zeit auf den britischen Inseln, Sir WILLIAM ROWAN HAMIL -
TON vom Trinity College in Dublin, dessen Entdeckung der Quaternio-
nen ihn auch bei einem großen nichtmathematischen Publikumber̈uhmt
gemacht hatte. HAMILTON hatte allerdings kein großes Interesse und
schrieb zur̈uck: I am not likely to attempt your quaternion of colour very
soon.
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AUGUSTUS DEMORGAN (1806–1871) begann 1823 im
Alter von 16 Jahren sein Mathematikstudium in Cam-
bridge, das er nur mit einem Bachelor-Grad abschloß, da
er die f̈ur einen Master notwendige Theologieprüfung
ablehnte. Danach begann er in London ein Jurastudium,
bewarb sich aber 1827 auch für eine Professur am neu
gegr̈undeten University College, wo er 1828 der erste
Mathematikprofessor wurde. Zweimal, 1831 und 1866,
legte er diese Professur aus Protest gegen die Diskri-
minierung von Kollegen nieder; 1836 wurde er neu
berufen. Seine Arbeiten beschäftigen sich haupts̈achlich
mit Analysis und Logik.

SIR WILLIAM ROWAN HAMILTON (1805–1865) ging nie
zur Schule. Trotzdem sprach er schon mit fünf Jahren
griechisch, lateinisch und hebräisch; mit 14 beherrschte
erüber ein Dutzend Sprachen. Als 13-Jähriger las er das
(franz̈osischsprachige) Algebra-Buch von CLAIRAUT .
Mit 18 kam er ans Trinity College in Dublin, wo er be-
reits als Student Arbeiten̈uber Optik publizierte. 1827,
noch vor Abschluß seines Studiums, ernannte ihn das
Trinity College zum Professor der Astronomie. Sein In-
teresse an Astronomie war allerdings gering, und er ver-
brachte den Großteil seiner Zeit mit Mathematik. Seine
bekannteste Entdeckung sind die Quaternionen.

Briefe von DE MORGAN zeigen, daß dieser sich auch in den folgen-
den Jahren noch häufig mit dem Problem beschäftigte und es auch
bekannt machte, danach gab es jedoch keine weiteren Aktivitäten mehr
bis ARTHUR CAYLEY 1879 einenÜbersichtsartikel in denProceedings
of the Royal Geographical Societyveröffentlichte.

Ein Jahr sp̈ater ver̈offentlichte ein ehemaliger Student CAYLEY s, der Ma-
thematiker und Jurist Sir ALFREDBRAY KEMPE, im American Journal of
Mathematicseinen Beweis der Vermutung. Diese Zeitschrift war gerade
erst 1878 von dem englischen Mathematiker JAMES JOSEPHSYLVESTER

an der selbst erst zwei Jahre vorher in Baltimore gegründetenJohns Hop-
kins Universitybegr̈undet worden. Diese Universität sollte sich zwar in
den folgenden Jahrzehnten zu einem der führenden Zentren der amerika-
nischen Mathematik entwickeln, und dasAmerican Journalgeḧort heute
zu den international angesehensten mathematischen Fachzeitschriften,
damals aber war es naturgemäß insbesondere in Europa noch kaum be-
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kannt. Da CAYLEY und SYLVESTER nicht nur mathematisch zusammen-
arbeiteten, sondern auch gute Freunde waren, sollte KEMPEseine Arbeit
wohl dort ver̈offentlichen, um die Zeitschrift bekannter zu machen;
tats̈achlich f̈uhrte dies wohl eher dazu, daß die Arbeit kaum gelesen
wurde – auch wenn allgemein anerkannt wurde, daß KEMPE das Pro-
blem gel̈ost hatte.

SIR ALFRED BRAY KEMPE (1849-1922) studierte Ma-
thematik am Trinity College in Cambridge; nach sei-
nem Abschluß 1872 begann er jedoch eine juristische
Ausbildung und arbeitete auch Zeit seines Lebens als Ju-
rist. Insbesondere war er einer der führenden Experten
für Kirchenrecht und hatte in dieser Eigenschaft viele
Funktionen. Mathematik und Musik waren seine bei-
den großen Hobbies; seine mathematischen Arbeiten
befassen sich vor allem mit Kinematik und der Philoso-
phie der Mathematik, einige auch mit Algebra und eine
mit dem Vierfarbenproblem.

Erst 1890 fand der englische Mathematiker JOHN PERCY HEAWOOD

einen Fehler im Beweis. Dabei handelte es sich nicht nur um eine
Lücke, sondern HEAWOOD konnte ein Beispiel einer Karte konstruieren,
für die KEMPEs Konstruktion definitiv nicht funktionierte – auch wenn
zumindest diese Karte trotzdem mit vier Farben gefärbt werden konnte.
Damit war die Vierfarbenvermutung wieder offen. Immerhin reichten
KEMPEs Argumente aus, um zu beweisen, daß man stets mit fünf Far-
ben auskommt. Außerdem verallgemeinerte HEAWOOD das Problem auf
Karten, die nicht mehr eben (oder auf dem Globus, d.h. einer Kugel)
sind, sondern beispielsweise auf einem Torus, einer dickenAcht oder
einer Brezel,usw. (Mathematiker reden von Flächen vom Geschlecht
eins, zwei, drei,usw.; die Kugel hat Geschlecht null.) Er zeigte, daß
man f̈ur eine Fl̈ache vom Geschlechtg ≥ 1 immer mit

[
7 +

√
1 + 48g
2

]

auskommt und behauptete, daß man diese auch wirklich braucht – was
erst 1968 von RINGEL und YOUNGvollständig bewiesen wurde. In dieser
Formel bezeichnet [x] die größte ganze Zahl kleiner oder gleichx, für
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den Torus braucht man also7+7
2 = 7 Farben, f̈ur die Acht

[
7 +

√
97

2

]
=

[
7 + 9,8488578. . .

2

]
= 8

und für die Brezel[
7 +

√
145

2

]
=

[
7 + 12,01459. . .

2

]
= 9 ,

und so weiter. F̈ur g = 0 erḧalt man den erwarteten Wert
[

4+4
2

]
= 4, aber

wie wir gleich sehen werden, funktioniert HEAWOODs Beweis nur f̈ur
g ≥ 1.

PERCY JOHN HEAWOOD O.B.E. (1861–1955) studierte
am Exeter College in Oxford. 1887 wurde er Dozent
an der heutigen Universität Durham, an der er bis
zum Alter von 78 Jahren arbeitete, seit 1911 auf ei-
nem Lehrstuhl f̈ur Mathematik, von 1926-1928 auch als
Vice Chancellor.Seine mathematische Forschung drehte
sich ausschließlich um das das Vierfarbenproblem, bis
zu seiner letzten Arbeit, der er 1949 als 88-Jähriger
veröffentlichte. Daneben schrieb er auch mehrere Ar-
beiten f̈ur Scḧuler und interessierte sich sehr für den
Mathematikunterricht. Seinen O.B.E. erhielt er für seine
Aktivit äten zur Rettung des Schlosses von Durham.

Was das eigentliche Vierfarbenproblem betrifft, gab es lange Zeit nur
kleine Fortschritte. Die grundlegende Idee der KEMPEschen Arbeit
wurde von verschiedenen Mathematikern verfeinert und führte zu Be-
weisen f̈ur immer gr̈oßere Klassen von Graphen, aber von einer allge-
meinen L̈osung war man immer noch weit entfernt.

Einen wesentlich neuen Aspekt brachte erst Anfang kurz nach1960
der deutsche Mathematiker HEINRICH HEESCH ins Spiel: Er fand eine
Möglichkeit, wie man Computer an der Beweisarbeit beteiligen konnte.

Erste Experimente zeigten, daß der Ansatz grundsätzlich funktionieren
könnte, daß allerdings der Rechenaufwand für eine vollsẗandige L̈osung
enorm sein m̈ußte: Die meisten betrachteten Fälle führten auf den Com-
putern der damaligen Zeit zu stundenlangen Rechenzeiten. Da Compu-
ter damals nicht nur sehr langsam, sondern vor allem auch extrem teuer
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waren, hatte auch eine technische Hochschule wie Hannover nur ein
zentrales Rechenzentrum mit einem einzigen Computer für die gesamte
Universiẗat. Langwierige Rechnungen waren somit sehr teuer und nur
über Forschungsgelder der DfG (Deutsche Forschungsgemeinschaft) fi-
nanzierbar. Aus diesem Grund, und auch weil einige DfG-Gutachter
Zweifel am endg̈ultigen Erfolg des Projekts hatten und die Mittel daher
eher z̈ogerlich flossen, kamen die Forschungen von HEESCHund seinen
Mitarbeitern nur sehr langsam voran.

HEINRICH HEESCH (1906–1995) promovierte 1929 in
Zürich mit einer Arbeitüber Kristallographie; danach
wurde er Assistent von HERMANN WEYL in Göttin-
gen. Nachdem dieser 1933 Deutschland verlassen hat-
te, wurde er mit seiner Vertretung beauftragt; da er
sich weigerte, dem nationalsozialistischen Dozenten-
bund beizutreten, konnte er sich aber nicht habilitieren
und mußte 1935 die Universität verlassen. Bis nach
Kriegsende arbeitete er als Mathematik- und Musik-
lehrer. 1955 ging er an die TH Hannover, habilitierte
1958 und wurde 1966 zum Professor ernannt. Seine
Arbeiten bescḧaftigen sich nicht nur mit dem Vierfar-
benproblem, sondern auch mit anderen geometrischen
Fragen wie etwa regulären Parkettierungen der Ebene.

In mindestens einem Lehrbuch der damaligen Zeit wurden allerdings
auch Zweifel gëaußert, ob die Vierfarbenvermutungüberhaupt richtig
sei, und in der Tat veröffentlichte MARTIN GARDNER am ersten April
1975 in seiner Mathematikkolumne imScientific Americandas unten
abgedruckte Beispiel einer Karte mit 110 Ländern, f̈ur die man min-
destens f̈unf Farben braucht.

Der Artikel rief ein großes Echo hervor: Mehr als Tausend Leser-
briefe gingen beimScientific Americanein, darunter auch einige hun-
dert, die eine Vierf̈arbung der angegebenen Karte enthielten. GARDNERs
Kolumne in der fraglichen Ausgabe hatte also mehr mit dem Datum zu
tun als mit der Korrektheit der Vierfarbenvermutung.

Ein Jahr sp̈ater ver̈offentlichten WOLFGANG HAKEN und KENNETH AP-
PELeinen computergestützten Beweis der Vierfarbenvermutung, zurück-
gehend auf sowohl eine frühere Zusammenarbeit von HAKEN mit
HEESCH, als auch auf zahlreiche darüber hinausgehende mathematische
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MARTIN GARDNER (1914–2010) wurde in Tulsa, Okla-
homa geboren und studierte an der Universität Chicago,
wo er 1936 mit einen Bachelor in Philosophie abschloß.
Danach wurde er Reporter bei der Tulsa Tribune, war
im Krieg bei der Navy und arbeitete anschließend als
freier Schriftsteller. Von 1956 bis 1986 hatte er eine
regelm̈aßige Kolumnëuber unterhaltsame Mathematik
im Scientific American.Er schriebüber hundert B̈ucher
zu Themen aus der Mathematik, Philosophie, Natur-
wissenschaften, Literatur, außerdem auch zwei Romane
und mehrere Kurzgeschichten. Von 2004 bis zu seinem
Tod lebte er wieder in Oklahoma.

wie auch programmiertechnische Optimierungen. Die University of Illi-
nois at Urbana-Champaign, an der HAKEN und APPEL lehrten, k̈undigte
dies unter anderem dadurch an, daß sie ihre Frankiermaschinen anstelle
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einer Absenderangabe die Worte

FOUR COLORS
SUFFICE

auf alle ausgehenden Briefe stempeln ließ.

KENNETH APPEL (∗1932, Bild) war einer der ersten
amerikanischen Mathematiker, die Computer in der ma-
thematischen Forschung auch jenseits von klassischen
Anwendungen wie der Numerik einsetzten. Er arbei-
tete u.a.̈uber rekursive Funktionen, Kombinatorik und
Gruppentheorie. 1993 wurde er Dekan der mathemati-
schen Fakulẗat der University of New Hampshire.
WOLFGANG HAKEN (∗1928) wurde in Berlin geboren
und studierte in Kiel, wo er einen Vortrag von HEESCH

über den Vierfarbensatz hörte. 1965 emigrierte er nach
USA, wo HEESCHmehrfach bei ihm zu Gast war. Seine
sonstigen Arbeiten beschäftigen sich vor allem mit drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten; dafür verlieh ihm
die Universiẗat Frankfurt 1993 die Ehrendoktorwürde.

§3: Was ist eine Karte?

Bevor wir uns daran machen können, irgendetwas̈uber Kartenf̈arbun-
gen zu beweisen, m̈ussen wir zun̈achst die Begriffe kl̈aren. Ẅorter
wie

”
Länder“ oder

”
Territorien“ und

”
benachbart“ scheinen zwar um-

gangssprachlich klar genug zu sein, aber wenn wir sie auf Grenzfälle
anwenden, wird schnell klar, daß noch Klärungsbedarf besteht. Dabei
wird sich herausstellen, daß einige anschaulich ziemlich klare Sachver-
halte mathematisch erstaunlich komplex sein können.

Betrachten wir zun̈achstnGebiete die in einem Kreis wie Kuchenstücke
nebeneinander liegen. Alle diese Gebiete treffen sich im Mittelpunkt des
Kreises; sollen wir sie deshalb als benachbart bezeichnen?
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Wenn ja, muß jedes dern Gebiete seine eigene Farbe bekommen; dann
kann also offensichtlich kein Vierfarbensatz gelten und, da wir n be-
liebig groß ẅahlen k̈onnen, reicht auch keine sonstige endliche Anzahl
von Farben f̈ur jedeKarte. Wenn wir das Problem nicht von vornherein
unlösbar machen wollen, dürfen wir also L̈ander, die sich nur in ei-
nem Punkt (oder in zwei oder allgemeiner in endlich vielen Punkten)
ber̈uhren, nicht als benachbart betrachten: Zwei benachbarte Länder
müssen mindestens eine gemeinsame Grenzlinie haben. Dann können
wir im obigen Beispiel nicht benachbarte Sektoren gleich färben. All-
gemein reichen in dieser Situation offenbar für geraden zwei Farben,
für ungeraden > 1 brauchen wir drei.

In der realen Welt gibt es Gebiete, die sich nur in einem Punktber̈uhren:
Im Zentrum der Vereinigten Staaten von Amerika etwa sind dieGren-
zen zwischen zwei Bundesstaaten oft weitgehend durch Längen- und
Breitengrade statt durch geographische Gegebenheiten definiert; in ei-
nem Punkt namensFour Cornerskommen dabei (im Uhrzeigersinn) die
Staaten Utah, Colorado, New Mexico und Arizona zusammen, wobei
in unserem Sinne weder Utah und New Mexico noch Colorado und
Arizona benachbart sind.

Eine wirkliche Definition von benachbart haben wir damit allerdings
noch nicht: Dazu m̈ussen wir erst festlegen, was eine

”
Grenzlinie“ sein

soll. In gewisser Weise sind wir damit sogar vom Regen in die Traufe
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gekommen, denn wie der inzwischen emeritierte Karlsruher Mathe-
matikprofessor HARRO HEUSER in seinem LehrbuchAnalysis 2(S179)
schreibt:

Die im Alltag auftretenden B̈ogen sind so harmlos undübersichtlich
gebaut, daß die mathematische Welt einen Schock erlitt, alsihr
Peano im Jahre 1890 einen BogenΓ im R2 vorführte, der ein ganzes
QuadratQ ausf̈ullte, für den alsoΓ = Q war. Solcheflächenf̈ullen-
den B̈ogenwerden Peanob̈ogen (oder Peanokurven) genannt.
Die Anschauung gerät in die allergr̈oßte Verlegenheit, wenn sie ver-
sucht, in den Bau derart pathologischer Bögen einzudringen. Die
bloße Existenz der Peanobögen zeigt, daß der Begriff des Bogens,
in dem ja nicht mehr als die Forderung der Stetigkeit steckt,viel zu
allgemein ist, um in der Mathematik und ihren Anwendungen von
Nutzen sein zu k̈onnen. Es ist eine Tatsache von erheblicher Be-
deutung, daß bereits Jordanbögen keine Peanopathologien mehr
aufweisen. Immerhin k̈onnen auch sie noch so unübersichtlich
sein, daß die Anschauung sich weigert, ihrem Verlauf zu fol-
gen. Einen hochexotischen Jordanbogen hat H. v. Koch im Jahre
1906 konstruiert, und eine kleine Modifikation dieser Konstruktion
liefert eine Jordankurve von anschauungslähmender Ausgefallen-
heit. Ungeb̈ardige Kurven dieser Art haben das ihrige dazu beige-
steuert, das Vertrauen in die

”
anschauliche Evidenz“ zu untergraben

und letztere als Beweisquelle völlig auszutrocknen.

Wir müssen also, wie so oft in der Mathematik, vorsichtig sein mit
unseren Begriffen und auch mit der Art und Weise, wie wir mit ihnen
umgehen. Der Einwand, daß wir es bei Karten mit

”
ansẗandigen“ Kurven

zu tun haben, l̈ost unsere Probleme leider nicht: Erstens müßten wir dazu
definieren, was eine

”
ansẗandige“ Kurve sein soll, und zweitens verhalten

sich zumindest die L̈andergrenzen in der Natur eher wie die von HEUSER

erwähnte KOCH-Kurve als wie die uns als typische Kurven bekannten
Kreise, Parabeln oder Graphen differenzierbarer Funktionen.

Letzteres exemplifizierte beispielsweise BENOIT B. MANDELBROT in sei-
nem erstmalig 1977 erschienenen BuchThe fractal geometry of nature
mit der Frage:How long is the coast of Britain?Die Antworten, die
in verschiedenen Nachschlagewerken zu finden sind, unterscheiden sich
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zum Teil betr̈achtlich, denn da die K̈uste injederVergrößerung ungefähr
dieselben Ver̈astelungen hat, hängt das Ergebnis der Messung ganz we-
sentlich von der L̈ange des verwendeten Maßstabs ab. So ist auch nicht
verwunderlich, daß die gemeinsame Grenze zwischen Spanienund Por-
tugal laut portugiesischer Enzyklopädie etwa 20% l̈anger ist als laut
spanischer: Die Maßstäbe waren jeweils verschieden, und, wie MAN-
DELBROT schreibt, erscheint es durchaus verständlich, daß Portugal als
kleineres Land mit einen feineren Maßstab mißt als Spanien.

Wir brauchen daher allgemeinere Kurvenbögen als die altbekannten
Funktionsgraphen. Wir k̈onnten beispielsweise die bei der Definition
des Wegzusammenghangs benutzten Wege nehmen, jedoch sind diese
nun wieder zu allgemein: Betrachten wir etwa die Abbildung

ϕ:

{
[−π, π] → R2

t 7→
(
cost, cost · sint

) ,

so erhalten wir die sogenannte Lemniskate von GERONO:

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

-1 -0.5 0.5 1

Lemniskate von Gerono

Diese Kurve schneidet sich selbst im Nullpunkt, und sie begrenzt zwei
verschiedene Innengebiete. Ländergrenzen die so aussehen, wollen wir
nicht zulassen; deshalb müssen wir die obige Definition noch etwas
einschr̈anken:
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Definition: Ein Wegϕ: [0, 1] → R2 heißt JORDAN-Bogen, wenn er
sich nicht selbsẗuberschneidet, d.h. wennϕ(s) = ϕ(t) nur gelten kann,
wenns = t oder (im Falle einer geschlossenen Kurve)s, t ∈ {0,1} ist.
Eine JORDAN-Kurve ist eine geschlossene Kurve mit dieser Eigenschaft.

Die Lemniskate ist somit keine JORDAN-Kurve, denn hier ist sowohl
ϕ(−π

2 ) als auchϕ(π
2 ) gleich dem Nullpunkt. (Die Umparametrisierung

auf das Intervall [0, 1] wird hoffentlich niemandem Schwierigkeiten
bereiten.)

Bei einer JORDAN-Kurve sollte es nicht, wie bei der Lemniskate, möglich
sein, daß das Innengebiet in zwei Teile zerfällt, und in der Tat besagt
der JORDANsche Kurvensatz, daß eine solche Kurve die Ebene in genau
zwei Gebiete zerlegt, das̈Außere und das Innere. So klar dieser Satz
anschaulich auch scheint, sein Beweis erfordert einen erstaunlich hohen
Aufwand und wird daher meist, wennüberhaupt, nur in Spezialvorlesun-
gen aus dem Bereich der geometrischen Topologie behandelt.

MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838–1922) war
Sohn eines Ingenieurs. Er studierte zwar Mathematik
an derÉcole polytechnique in Paris, arbeite dann aber
zun̈achst auch als Ingenieur. Daneben beschäftigte er
sich aber weiterhin viel mit Mathematik und wurde
1876 Mathematikprofessor an derÉcole polytechnique
und von 1883–1885 auch am Collège de France. Seine
mathematischen Arbeiten beschäftigen sich mit prak-
tisch allen Teilgebieten der damaligen Mathematik, von
nichtlinearen Gleichungen̈uber die Analysis zur Geo-
metrie und der damalsanalysis situsgenannten Topolo-
gie.

Wir vereinbaren, daß zwei Gebiete benachbart sein sollen, wenn sie
mindestens einen JORDAN-Bogen als gemeinsame Grenze haben. Aber
was genau soll ein Gebiet sein?

Nicht jeder Staat hat ein zusammenhängendes Territorium: Beispiels-
weise ist Alaska vom Kerngebiet der Vereinigten Staaten ausauf dem
Landweg nurüber Kanada erreichbar; genauso ist das Gebiet um Ka-
liningrad, dem ehemaligen K̈onigsberg, vom restlichen Rußland aus
nur via Lettland oder Weißrußland und Litauen oder Polen erreichbar.
Frankreich hat gar seinëuber die ganze Welt verstreutenDépartements
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d’Outremer,und falls wir das Meer als eigenständiges Gebiet betrach-
ten, sorgen Inseln dafür, daß auch Deutschland, Italien und viele andere
Staaten keine zusammenhängenden Landgebiete sind.

Falls wir hier verlangen wollten, daß zusammengehörende, aber räum-
lich auseinander liegende Teilgebiete jeweils dieselbe Farbe haben, kom-
men wir sicher nicht immer mit vier Farben aus; es ist einfach, eine Geo-
graphie zu entwerfen, in der jeder Staat jeden anderen als Nachbar hat,
indem man ihm einfach in jedem anderen Staat eine mit dem Kerngebiet
unverbundene Enklave gibt.

Das Vierfarbenproblem kann daher höchstens dann lösbar sein, wenn wir
alle Territorien als zusammenhängend annehmen. (HEAWOOD bewies
auch Abscḧatzungen f̈ur die Anzahl von Farben, die man für Karten mit
einer gewissen Anzahl unzusammenhängender Staaten braucht, aber die
entstehenden Zahlen sind natürlich deutlich gr̈oßer als vier.)

Für die exakte Definition einer Karte machen wir es wie die Kar-
tographen, die im Gegensatz zu den Politikern von den Grenzen aus-
gehen und die Staaten als das betrachten, was zwischen den Grenzen
liegt:

Wir definierendaher eine Karte als eine endliche Menge von Kur-
venb̈ogen, die sich ḧochstens in ihren Endpunkten schneiden dürfen.

Die Länder sind diejenigen Gebiete, die von den Kurvenbögen begrenzt
werden. Um dies mathematisch exakt zu definieren, betrachten wir die
Ebeneohnedie Kurvenb̈ogen. Anschaulich zerfällt diese MengeM
in mehrere Gebiete, die Länder, wobei es zwischen je zwei Punkten,
die zum selben Land gehören, einen Weg geben sollte, der die beiden
verbindet, d.h. einen Kurvenbogen, der ganz im Land liegt und den einen
der beiden Punkte als Anfang, den anderen als Ende hat.

Die können wir als Definition eines Landes nehmen: Wir sagen, zwei
Punkte haben die gleiche Nationalität, wenn sie sich durch einen Kur-
venbogen inM verbinden lassen, d.h. also durch einen Kurvenbogen,
der keine Grenzëuberschneidet. Ein Land ist dann einfach die Menge
von Punkten einer Nationalität.
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(Um nur kurz anzudeuten, daß das nicht alles ganz so einfach ist, sei
nur darauf hingewiesen, daß selbst die anschaulich klare Feststellung,
daß es auf einer solchen Karte nur endlich viele Länder gibt, nur mit
ziemlichem Aufwand allgemein zu beweisen ist.)

§4: Graphen

Da sich unsere anschauliche Vorstellung von Karten, wie wirgerade
gesehen haben, nur schwer in mathematischen Formalismusübersetzen
läßt, ist es zur L̈osung des Vierfarbenproblems geschickter, wenn wir
das Problem in ein zwar etwas weniger anschauliches, dafür aber formal
besser zug̈angliches Problem̈ubersetzen. Auch dieseÜbersetzung ist an-
schaulich ziemlich klar und für konkrete Karten einfach durchzuführen:

Zunächst ẅahlen wir in jedem der auf der Karte dargestellten Territorien
irgendeinenPunkt (z.B. eine zentral gelegene Stadt oder die Hauptstadt
oder den Schwerpunkt) und verbinden diesen Punkt mittels jeeines
Kurvenbogens mit den entsprechenden Punkten der Nachbarterritorien.
Die Kurvenb̈ogen ẅahlen wir so, daß sie sich gegenseitig nicht schneiden
– außer naẗurlich in den zu verbindenden Punkten, wo im allgemeinen
mehrere B̈ogen zusammenlaufen. Anschaulich ist ziemlich klar, daß dies
möglich ist; einBeweis,daß diesimmerfunktioniert, erfordert leider wie
der des JORDANschen Kurvensatzes einen beträchtlichen Aufwand.

Das entstehende Gebilde aus Punkten und Kurvenbögen bezeichnet man
in der Mathematik als einenGraphen:Formal ist er gegeben durch eine
Menge von Ecken, den ausgewählten Punkten, und einer Menge von
Kanten, den Kurvenb̈ogen, die gewisse Ecken miteinander verbinden.

Jede Kartenf̈arbung f̈uhrt sofort zu einer F̈arbung des Graphen: Jede Ecke
bekommt die Farbe des zugehörigen Gebiets. Die Kanten bekommen
keine Farbe. Offensichtlich haben auf der Karte genau dann keine zwei
benachbarten Gebiete dieselbe Farbe, wenn keine zwei durcheine Kante
verbundenen Ecken des Graphen dieselbe Farbe haben.

Haben wir umgekehrt jeder Ecke des Graphen eine Farbe gegeben derart,
daß keine zwei durch eine Kante verbundenen Ecken dieselbe Farbe
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haben, so f̈uhrt dies sofort zu einer Kartenfärbung, in der keine zwei
benachbarten Gebiete dieselbe Farbe haben.

Das Kartenf̈arbungsproblem wird damiẗaquivalent zum folgenden
graphentheoretischen Problem: Man färbe die Ecken des Graphen so,
daß keine zwei durch eine Kante verbundenen Ecken dieselbe Farbe
haben. In dieser Form wurde das Problem seit KEMPEs Zeiten stets
bearbeitet, und in dieser Form wurde es auch gelöst.

§5: Sechs Farben reichen

Die Graphen, die wir im vorigen Paragraphen definiert haben,liegen
naẗurlich in der Ebene; wir haben daher nicht nur Ecken und Kanten,
sondern auch Flächen, die durch die Kanten berandet werden.

Solche Graphen erhält man auch, wenn man von zusammenhängenden
Polyedern

”
ohne L̈ocher“ ausgeht, diese ins Innere einer Kugel setzt

und die Kanten auf die Kugeloberfläche projeziert. Das ist dann zwar
ein Graph auf der Kugeloberfläche, aber durch stereographische Projek-
tion von einem Punkt, der auf keiner Kante liegt, erhalten wir daraus
problemlos einen Graphen in der Ebene.

Für solche Graphen gilt der EULERsche Polyedersatz:

# Ecken− # Kanten + # Fl̈achen = 2 .

(Zu den Fl̈achen z̈ahlt dabei auch eine unendliche, nämlich die Außen-
fläche jenseits aller Kanten.)

Der Beweiserfolgt durch vollsẗandige Induktion nach der Anzahl der
Kanten: Im Falle einer einzigen Kanten haben wir auch nur eine Fl̈ache,
aber zwei Ecken; der Satz ist also richtig.

Hat der Graph mehr als eine Kante, so entfernen wir eine von diesen,
achten aber darauf, daß der Kantenzug als ganzer auch nach dem Ent-
fernen der Kante noch zusammenhängend bleibt.

Falls die entfernte Kante zwei Flächen voneinander trennte, fallen diese
anschließend zusammen, d.h. außer der Anzahl der Kanten wird auch
die Anzahl der Fl̈achen um eins vermindert. Ecken verschwinden keine,
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da die verschwundene Kante bei beiden Gebieten Teil der Grenze war,
also Teil eines geschlossenen Kantenzug. Somit bleibt die obige Summe
in der Tat unver̈andert.

Falls die Kante keine Flächen voneinander trennte, war sie nicht Teil
eines geschlossenen Kantenzugs, also verschwindet keine Fläche. Al-
lerdings muß die Kante dann eine Ecke haben, von der keine weitere
Kante ausgeht, und diese Ecke verschwindet zusammen mit derKante.
Die andere bleibt, da wir stets von zusammenhängenden Kantenzügen
ausgehen. Also haben wir eine Ecke und eine Kante weniger undwieder
dieselbe alternierende Summe.

Diese alternierende Summe ist nach Induktionsannahme in beiden F̈allen
gleich zwei, womit der EULERsche Polyedersatz bewiesen wäre.

Diesen Satz wollen wir nun anwenden um uns Informationenüber den
zu färbenden Graphen zu verschaffen.

Die Anzahle der Ecken ist hier natürlich die Anzahl der einzufärbenden
Territorien, und falls dasi-te dieser Territorienki Nachbarn hat, gibt es

k =
e∑

i=1

ki

Kanten.Über die Anzahlf der Fl̈achen k̈onnen wir allerdings zumindest
auf Anhieb nichts sagen.

Um trotzdem den EULERschen Polyedersatz anwenden zu können,
greifen wir zu einem Trick, der in der Mathematik paradoxerweise er-
staunlich oft zum Erfolg f̈uhrt: Wir machen unser Problem schwerer.

Hier geschieht dies dadurch, daß wir zusätzliche Kanten in den Graph
einfügen, mit anderen Worten, wir geben einigen Territorien Nachbarn,
die sie in Wirklichkeit gar nicht haben. Die vorhandenen Kanten be-
randen Polygone,̈uber deren Eckenzahl wir nichts wissen. Durch Ein-
zeichnen von Diagonalen können wir diese so unterteilen, daß wir bei
gleichbleibender Gesamtzahl der Ecken nur noch Dreiecke haben. Dann
hat jede Fl̈ache genau drei Kanten, und umgekehrt gehört weiterhin jede
Kante zu genau zwei Flächen. Daher ist 3f = 2k oderf = 2

3k, und damit
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können wirf aus dem EULERschen Polyedersatz eliminieren:

e− k + f = e− k

3
= 2 oder k = 3e− 6 .

Im urspr̈unglichen Graph, bevor wir die zusätzlichen Kanten eingefügt
haben, gab es eventuell weniger Kanten; für diesen gilt also nur

k ≤ 3e− 6 .

Sei nunn die Minimalzahl von Kanten, die von einer Ecke ausgehen.
Da jede Kante genau zwei Ecken miteinander verbindet, ist dann

k ≥ n

2
e ,

also ist
n

2
e ≤ k ≤ 3e− 6< 3e oder

n

2
< 3 .

Somit istn höchstens gleich fünf.

Damit wissen wir, daß es in jedem ebenen Graphen mindestens eine
Ecke gibt, von der ḧochstens f̈unf Kanten ausgehen, und das reicht, um
per Induktion zu beweisen, daß sechs Farben genügen:

Satz: Jede Karte kann mit sechs Farben so eingefärbt werden, daß keine
zwei benachbarten Gebiete die gleiche Farbe haben.

ZumBeweiskönnen wir naẗurlich dasäquivalente Problem für Graphen
betrachten; wir l̈osen es durch Induktion nach der Anzahle der Ecken.

Falls es ḧochstens sechs Ecken gibt, können wir jeder davon ihre eigene
Farbe geben und haben das Problem gelöst.

Andernfalls nehmen wir an, wir hätten das Problem bereits gelöst für
Graphen mite−1 Ecken und betrachten nun einen Graphen miteEcken.

Wie wir oben gesehen haben, gibt es unter diesen Ecken mindestens
eine, von der ḧochstens f̈unf Kanten ausgehen. Wenn wir diese Ecke
und ihre Kanten aus dem Graph entfernen, bleibt ein Teilgraph mit nur
e − 1 Eckenübrig, den wir nach Induktionsannahme mit sechs Farben
so f̈arben k̈onnen, daß keine zwei Endpunkte einer Kante dieselbe Farbe
haben.
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Nachdem wir dies getan haben, setzen wir die herausgenommene Ecke
samt ihrer Kanten wieder ein. Da höchstens f̈unf Kanten von ihr aus-
gehen, k̈onnen die anderen Endpunkte dieser Kanten höchstens f̈unf
verschiedene Farben haben, wir haben also noch mindestens eine Farbe
frei, um die Ecke so zu färben, daß sie eine andere Farbe hat als jeder
ihrer Nachbarn.

Bemerkung: Vor dem Hintergrund der Tatsache, daß tatsächlich sogar
vier Farben ausreichen, erscheint dieser Satz sehr schwach. Die Be-
weismethodik reicht aber aus, um im Falle von Karten auf einer Fläche
vom Geschlechtg ≥ 1 die optimale Schranke zu finden: Wir können
grunds̈atzlich genauso vorgehen, allerdings gilt der EULERsche Poly-
edersatz in der Form, die wir kennen, natürlich nur für Graphen auf der
Kugel bzw.in der Ebene. Im Kapitel̈uber die Homologie simplizialer
Komplexe werden wird sehen, daß der EULERsche Polyedersatz auch
für Karten auf allgemeineren Flächen gilt, allerdings muß man dann
die rechte Seite ersetzen durch eine nur von der Topologie der Fläche
abḧangige andere Zahl. Genauer kann man zeigen, daß es zu jeder Fläche
ohne Rand imR3 eine Zahlg ∈ N0 gibt, das sogenannteGeschlechtder
Fläche, so daß für alle Graphen auf der Fläche gilt:

# Ecken− # Kanten + # Fl̈achen = 2− 2g .

Damit bekommen wir, wenn wir wie oben vorgehen, die Abschätzung

k ≤ 3e + 6g − 6

für die Anzahlk der Kanten und die Anzahle der Ecken. Bezeichnen
wir wieder mitn die kleinste Anzahl von Kanten, die von einer Ecke
des Graphen ausgeht, so ist also hier

ne

2
≤ 3e + 6g − 6 oder n ≤ 6 +

12g − 12
e

.

Oben, im Falleg = 0, war der ganz rechts stehende Summand negativ;
wir haben ihn einfach weggelassen und dabei aus dem Zeichen≤ ein
striktes Kleinerzeichen gemacht.

Für g ≥ 1 ist 12g − 12 ≥ 0, hier k̈onnen wir also nicht so vorgehen.
Dafür wird jetzt eine andere Art der Abschätzung m̈oglich: Dan die
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kleinste Anzahl von Kanten ist, die von einer Ecke ausgeht, gibt es
mindestens eine Ecke, von dern Kanten ausgehen. Diese Kanten haben
zusammenn + 1 Endpunkte, also iste ≥ n + 1 und 1

e
≤ 1

n+1. Wenn
der Z̈ahler 12g − 12 ≥ 0 ist und nur dann, können wir also in obiger
Formelzeile weiter abschätzen und erhalten

n ≤ 6 +
12g − 12

e
≤ 6 +

12g − 12
n + 1

.

Multiplikation mit dem Nennern + 1 macht daraus die Ungleichung

n(n + 1) ≤ 6(n + 1) + 12g − 12 oder n2 − 5n− 12g + 6 ≤ 0 .

Mittels quadratischer Erg̈anzung k̈onnen wir dies umschreiben zu
(
n− 5

2

)2

− 25
4

− 12g + 6 =

(
n− 5

2

)2

− 1
4
− 12g ≤ 0 ,

d.h. (
n− 5

2

)2

≤ 1
4

+ 12g =
1 + 48g

4
.

Ziehen wir auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel, soerhalten
wir f ür n > 2 die Ungleichung

n− 5
2
≤

√
1 + 48g

2
oder n ≤ 5 +

√
1 + 48g
2

.

Dan eine naẗurliche Zahl ist, k̈onnen wir dies verscḧarfen zu

n ≤
[

5 +
√

1 + 48g
2

]
.

Der Ausdruck rechts ist für alle g ∈ N größer oder gleich sechs, ins-
besondere also größer als zwei. Daher gibt es in jedem Graphen auf
einer Fl̈ache vom Geschlechtg ≥ 1 mindestens eine Ecke mit höchstens
dieser Anzahl von Nachbarn. Wie oben läßt sich daraus schnell folgern,
daß eine um eins höhere Anzahl von Farben stets ausreicht, um eine
Karte so einzuf̈arben, daß keine zwei benachbarten Länder die gleiche
Farbe haben, d.h. auf einer Fläche vom Geschlechtg ≥ 1 gen̈ugen

1 +

[
5 +

√
1 + 48g
2

]
=

[
7 +

√
1 + 48g
2

]

Farben.
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Diese Ungleichung bewies HEAWOOD bereits 1890; seit 1968 weiß man,
daß sie die bestm̈ogliche ist, d.h. es gibt Karten, für die man wirklich
so viele Farben braucht. Interessanterweise war dies hier bei weitem der
schwierigste Teil, wohingegen es im klassischen Fall, für g = 0, trivial
ist, daß manmindestensvier Farben braucht: Hier bestand die große
Schwierigkeiten darin, zu zeigen, daß man wirklich mit vierFarben
auskommt.

§6: Fünf Farben reichen

Wir wollen uns zun̈achstüberlegen, warumfünf Farben ausreichen:

Satz: Jede Karte kann mit fünf Farben so eingefärbt werden, daß keine
zwei benachbarten Gebiete die gleiche Farbe haben.

ZumBeweisbetrachten wie wieder dasäquivalente Problem für Graphen
und lösen es durch Induktion nach der Anzahle der Ecken.

Falls es ḧochstens f̈unf Ecken gibt, k̈onnen wir jeder davon ihre eigene
Farbe geben und haben das Problem gelöst.

Andernfalls nehmen wir an, wir hätten das Problem bereits gelöst für
Graphen mite−1 Ecken und betrachten nun einen Graphen miteEcken.

Wie wir wissen, gibt es unter diesen Ecken mindestens eine, von der
höchstens f̈unf Kanten ausgehen. Wenn wir diese EckeE und ihre
Kanten aus dem Graph entfernen, bleibt ein Teilgraph mit nure − 1
Eckenübrig, den wir nach Induktionsannahme mit fünf Farben so f̈arben
können, daß keine zwei Endpunkte einer Kante dieselbe Farbe haben.

Nachdem wir dies getan haben, setzen wir die herausgenommene Ecke
samt ihrer Kanten wieder ein. Falls ihre Nachbarpunkte höchstens vier
verschiedene Farben haben, haben wir noch mindestens eine Farbeübrig
fürE und das Problem ist gelöst.

Bleibt der Fall, daß es genau fünf Nachbarecken gibt, von denen jede
eine andere Farbe hat. In diesem Fall müssen wir im restlichen Graphen
Farbenändern; die Methode dazu sind die sogenannten KEMPE-Ketten,
mit denen KEMPE1880 glaubte den Vierfarbensatz bewiesen zu haben.
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SeienE1, E2, E3, E4 undE5 die fünf Nachbarecken; da es auf die Na-
men der Farben nicht ankommt, können wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit davon ausgehen, daß ihre Farben, in dieser Reihenfolge,
rot, gelb, gr̈un, blau und schwarz seien.

Betrachten wir nun die MengeM aller Ecken, die vonE1 aus durch einen
Kantenzug erreichbar sind, in dem alle Ecken rot oder grün gef̈arbt sind.
Diese Menge kann, muß aber nicht, die grüne NachbareckeE3 vonE
enthalten.

Falls E3 nicht in M liegt, vertauschen wir f̈ur die Ecken ausM die
Farben, d.h., die Ecken, die bislang rot waren, werden grün, und die
grünen werden rot. Auch mit dieser Färbung hat keine Ecke eine Nach-
barecke gleicher Farbe, denn für P ∈ M ist auch jede rote oder grüne
Nachbarecke vonP in M , und dajedeEcke inM ihre Farbe wechselt,
kann es dort keine benachbarte Ecken gleicher Farbe geben. Mit den
Nachbarecken vonP , die nicht in M liegen, gibt es erst recht keine
Probleme, denn diese sind gelb, blau oder schwarz, währendP rot oder
grün ist.

Durch das Umf̈arben wechselte insbesondereE1 seine Farbe von rot zu
grün, währendE3, da es nicht inM liegt, gr̈un blieb. Somit hatE nun
zwei gr̈une, daf̈ur aber keinen roten Nachbarn mehr. Wir könnenE also
rot färben und sind fertig.

FallsE3 in M liegt, können wir nicht so vorgehen: Zwar können wir
auch dann die Farben aller Ecken ausM ändern, aber das hat dann nur
zur Folge, daßE1 grün undE3 rot wird, es gibt also weiterhin fünf
verschiedenfarbige Nachbarn.

In diesem Fall betrachten wir die MengeN aller Ecken, die vonE2 aus
durch einen gelb-blauen Kantenzug erreichbar sind. WegenE3 ∈M gibt
es einen rot-gr̈unen Kantenzug, derE1 mitE3 verbindet; zusammen mit
dem Kantenzug vonE3 überE2 nachE1 bildet dieser eine geschlossene
Kurve.

Innerhalb dieser geschlossenen Kurve mußN liegen, denn zwei Kan-
tenz̈uge eines Graphen können sich ḧochstens ein einer Ecke schneiden,
und keine Ecke kann gleichzeitig rot oder grün und blau oder gelb sein.
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Damit folgt insbesondere, daßE4 nicht in N liegen kann, dennE4 liegt
nicht innerhalb dieser geschlossenen Kurve.

Wenn wir also inN alle bislang blauen Ecken gelb färben und alle
bislang gelben blau, wirdE2 blau undE4 bleibt blau; wir k̈onnen daherE
gelb f̈arben und haben das Problem auch in diesem letzten Fall gelöst.

KEMPEhatte durch ein etwas komplizierteres Argument mit seinen Ket-
ten versucht, auch den Vierfarbensatz zu beweisen; leider konnte aber
HEAWOOD durch ein explizites Gegenbeispiel zeigen, daß dieses Argu-
ment nicht immer richtig ist. Trotzdem sind KEMPE-Ketten auch f̈ur die
Vierfärbung von Karten oft n̈utzlich. Als ein Beispiel k̈onnen wir auf
dem die Reihe der unten abgedruckten Karten betrachten. Links haben
wir eine Karte, bei der wir nur noch das Zentrum färben m̈ussen. Da
es Nachbarn mit vier verschiedenen Farben hat, ist das ohne Umfärben
eines Teils der̈außeren Gebiete nicht m̈oglich.

? ? ?

Die roten und gr̈unen Gebiete der linken Karte bilden eine einzige
KEMPE-Kette; jedes Vertauschen von Rot und Grün in nur einem Gebiet
führt also dazu, daß̈uberall Rot und Gr̈un vertauscht werden, und das
führt zur zweiten Karte der Reihe, mit der wir genauso wenig anfangen
können wie mit der ersten.

Betrachten wir allerdings die gelben und blauen Gebiete, sohaben wir
zwei disjunkte KEMPE-Ketten, von denen wir auf der einen die Farben
vertauschen k̈onnen. Falls wir etwa die nehmen, die nur aus den beiden
Gebieten rechts des Zentrums besteht, kommen wir durch Umfärben
zur dritten Karte der Reihe, in der das Zentrum nur noch rote,grüne
und blaue Nachbarn hat. Somit können wir es gelb f̈arben und erhalten
rechts in der Reihe die gesuchte Vierfärbung der Karte.
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§7: Wie wurde der Vierfarbensatz bewiesen?

Allgemein führt diese Strategie, wie gesagt, nicht zum Erfolg; für den
Beweis des Vierfarbensatzes war also eine neue Idee notwendig.

Die Idee, die schließlich zu einem Beweis führte, bestand darin, zwar
weiterhin rekursiv zu arbeiten, im Induktionsschritt abernicht nur einen
Punkt einschließlich seiner Verbindungskanten herauszunehmen, son-
dern eine gr̈oßere Teilkonfiguration. Man arbeitet dabei stets mit dem
Graphen, in den so lange Kanten eingefügt wurden, bis alle Flächen von
nur drei Kanten begrenzt sind.

Um die Beweislogik etwas̈ubersichtlicher zu machen, formulieren wir
die Beweisstrategie etwas um:

Angenommen, es gäbe eine Karte, die nicht mit vier Farben so eingefärbt
werden kann, daß benachbarte Gebiete verschiedene Farben haben.
Dann gibt es, wie wir oben gesehen haben, auch entsprechendeKarten,
bei denen in den daraus konstruierten ebenen Graphen alle Flächen
Dreiecke sind, und natürlich gibt es unter diesen Karten auch minimale,
das heißt solche mit der geringstmöglichen Anzahl von Gebieten. Wir
betrachten im folgenden ein solches minimales Gegenbeispiel.

Der Beweis des Vierfarbensatzes ruht auf zwei großen Säulen:

1. Reduzibilität: Finde eine große Anzahl von Konfigurationen mit der
Eigenschaft, daß kein minimales Gegenbeispiel eine solcheKonfigu-
ration enthalten kann. Solche Konfigurationen heißenreduzibel;Un-
terbegriffe wie D-Reduzibiliẗat und C-Reduzibiliẗat beziehen sich auf
Beweisstrategien, mit denen man gewisse Klassen von Konfigurationen
als reduzibel erkennen kann.

Besonders wichtig f̈ur den endg̈ultigen Beweis war HEESCHs D-Redu-
zibilit ät, die ein Computer durch stures Nachrechnen erkennen kann.

Beim Beweis des Sechsfarbensatzes wären solche Konfigurationen et-
wa die Punkte mit ḧochstens f̈unf Nachbarn. Wenn wir einen solchen
Punkt aus dem Graphen herausnehmen, können wir den Rest färben wie
wir wollen, es bleibt immer mindestens eine zulässige Farbe für den
herausgenommenen Punktübrig.
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Ähnlich ist es bei D-reduziblen Konfigurationen im Beweis des Vier-
farbensatzes: Sie haben die Eigenschaft, daß man den Restgraphen, der
nach ihrer Herausnahme entsteht, (zulässig) f̈arben kann, wie man will;
die F̈arbung l̈aßt sich auf jeden Fall zu einer Färbung des gesamten
Graphen fortsetzen.

Der Beweis, daß eine vorgegebene Konfiguration D-reduzibelist, er-
folgt durch stures Nachrechnen und ist daher sehr gut an Computer
delegierbar. Auch dort gibt es allerdings Probleme:

Falls die betrachtete Konfiguration im Graphenn Nachbarpunkte hat,
muß man alle M̈oglichkeiten f̈ur deren F̈arbung einzeln betrachten. Falls
die Nachbarpunkte einen Ring ausn Punkten bilden, gibt es dafür
28 · 3n−3 Möglichkeiten. Diese sind zwar nicht alle wesentlich ver-
schieden, denn Konfigurationen, die aus bereits behandelten nur durch
Permutation der Farben entstehen, müssen nicht noch einmal gesondert
untersucht werden. Dies reduziert die Arbeit aber lediglich um knapp
einen Faktor 24 und̈andert nichts daran, daß ein Randpunkt mehr zu
einer Verdreifachung der M̈oglichkeiten f̈uhrt. Damit ist klar, daß Kon-
figurationen mit zu vielen Randpunkten vermieden werden sollten: Zu
der Zeit, als HEESCH mit der Untersuchung D-reduzibler Konfigurati-
onen begann und sein Schüler DÜRRE Konfigurationen per Computer
auf D-Reduzibiliẗat testete, brauchte der Computer beispielsweise für
eine einzige (ziemlich schwierige) Konfiguration mit 14 Randpunkten
26 Stunden Rechenzeit. Da HEESCH urspr̈unglich scḧatzte, daß zum
Beweis des Vierfarbensatzes etwa 10 000 Konfigurationen untersucht
werden m̈ußten, war klar, daß auch ein Beweis per Computer alles an-
dere als einfach sein ẅurde.

2. Unvermeidbarkeit: Hier geht es darum, eine Liste von Konfigurati-
onen zu finden derart, daß jedes minimale Gegenbeispiel zum Vierfar-
bensatz mindestens eine dieser Konfigurationen als Teilgraph enthalten
muß und zu zeigen, daß jede dieser Konfigurationen reduzibelist. Falls
dies gelingt, ist der Vierfarbensatz bewiesen:

Angenommen, er ẅare falsch. Dann g̈abe es ein minimales Gegen-
beispiel im obigen Sinne. Diese müßte eine unvermeidbare Konfigurati-
on enthalten, k̈onnte aber keine reduzible Konfiguration enthalten. Falls
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jede unvermeidbare Konfiguration reduzibel ist, ist das unmöglich; es
gibt daher kein minimales Gegenbeispiel und somitüberhaupt keines.

Beim Beweis des F̈unf- und des Sechsfarbensatzes lieferte uns der EU-
LERsche Polyedersatz die unvermeidbaren Konfigurationen: Es waren
einfach Punkte mit ḧochstens f̈unf Nachbarn. Im Falle des Sechsfarben-
satzes haben diese Punkte trivialerweise eine analoge Eigenschaft zur
D-Reduzibiliẗat: Egal, wie die Nachbarpunkte eingefärbt sind, bleibt
immer mindestens eine Farbeübrig für den Punkt selbst. Beim Fünf-
farbensatz gilt dies für einen Punkt mit f̈unf Nachbarn nicht mehr; hier
muß zus̈atzlich via KEMPE-Ketten ein Teil des Restgraphen umgefärbt
werden. Dies ist ein Spezialfall der C-Reduzibilität, auf die hier jedoch
nicht genauer eingegangen werden soll.

Die Suche nach unvermeidbaren Konfigurationen geht auch beiHEESCHs
Strategie aus vom EULERschen Polyedersatz: Jede Ecke des Graphen
erḧalt eine

”
Ladung“, die anf̈anglich gleich sechs minus der Anzahl der

Nachbarecken ist. Wie die Rechnung, die zum Beweis des Sechsfarben-
satzes f̈uhrte, zeigt, ist dann die Summe aller Ladungen gleich zwölf,
also insbesondere positiv.

Für Fünf- und Sechsfarbensatz reicht es, als unvermeidbare Konfigu-
rationen die Punkte mit positiver Ladung zu nehmen; für den Vier-
farbensatz muß die Ladung zunächst weiter auf dem Graphen verteilt
werden ohne an der Summe etwas zuändern. Dazu dienen sogenannte
Entladungsprozeduren mit Regeln der Art:

Falls eine EckeE mit fünf Nachbarn unter diesen Nachbarn welche mit
mindestens sieben Nachbarn hat, erhält jeder dieser Nachbarn vonE
die Ladung1

2.

Danach ist beispielsweise eine Ecke mit fünf Nachbarn nicht mehr posi-
tiv geladen, wenn zwei oder mehr ihrer Nachbarn ihrerseits mindestens
sieben Nachbarn haben; dagegen werden Ecken mitk ≥ 7 Nachbarn
positiv geladen, falls unter diesen Nachbarn mehr als 2k− 12 ihrerseits
nur fünf Nachbarn haben. (Da die Anzahl dieser Nachbarn natürlich
nicht gr̈oßer alsk sein kann, ist dies nur für 7≤ k ≤ 11 möglich.)

Hat man durch eine Entladungsprozedur die Ladungen neu verteilt, ist
wegen der unverändert gebliebenen Ladungssumme klar, daß es stets
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Ecken mit positiver Ladung geben muß. Der nächste Schritt besteht
nun darin, eine Liste von Konfigurationen aufzustellen derart, daß jeder
Graph, der eine der positiv geladenen Ecken enthält, auch eine Konfi-
guration aus der Liste enthalten muß; man konstruiert sich die Konfigu-
rationen also um die positiv geladenen Ecken herum. Das Ergebnis ist
eine Liste unvermeidbarer Konfigurationen, die natürlich stark von der
geẅahlten Entladungsprozedur abhängt.

Das große Problem und die Kunst besteht nun darin, die Entladungs-
prozedur so zu ẅahlen, daß die Liste unvermeidbarer Konfigurationen
nur reduzible Konfigurationen enthält. Dies haben APPEL und HAKEN

schließlich geschafft mit einer Liste von 1818 unvermeidbaren Konfigu-
rationen (von der sich später herausstellte, daß bereits eine Teilliste von
nur 1476 Konfigurationen unvermeidbar ist.) Diese Liste wurde trotz
vieler Computerexperimente per Hand aufgestellt, und auchihre Un-
vermeidbarkeit wurde ohne Computerhilfe bewiesen. Die Reduzibilität
der Listenelemente allerdings konnte nur per Computer nachgewiesen
werden; dies war im wesentlichen das Werk des damaligen Studenten
JOHN KOCH (∗1948), der damit 1976 promovierte und sich dazu eine
ganzen Reihe von Optimierungen der Beweisstrategie einfallen lassen
mußte.

§8: Ist der Vierfarbensatz damit bewiesen?

Nachdem im vorigen Abschnitt der Beweis von APPEL und HAKEN

skizziert wurde, mag diese Frage seltsam erscheinen; angesichts der
Tatsache, daß hier erstmalig ein wesentlicher Teil des Arguments nur
auf Computerrechnungen beruht, sollten wir uns aber doch fragen, was
wir uns unter einem mathematischen Beweis vorstellen wollen.

Das Konzept eines mathematischen Beweises kam aus der griechischen
Geometrie. Diese ging bekanntlich aus von als unmittelbar einsichtig
angesehenen Axiomen und Postulaten und leitete daraus ihreSätze
ab. Mit dem Aufkommen einer leistungsfähigen formalen Logik gegen
Ende des 19. Jahrhunderts konnte man diesen Begriff der Ableitung
präzisieren und es stellte sich heraus, daß tatsächlich außer den EU-
KLID ischen Axiomen noch weitere notwendig sind (DAVID HILBERT
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stellte 1899 ein entsprechendes System auf), aber für die Herleitung
und das Versẗandnis mathematischer Sätze hatte dies keine allzu große
Bedeutung: Das Wissen der Mathematik vermehrt sich kumulativ, so
daß Mathematiker meist eher auf den Resultaten anderer Mathemati-
ker aufbauen als daß sie direkt mit den Axiomen einer Theoriezu tun
haben. Zwar sind sie davon̈uberzeugt, daß sich ihre Sätze letztlich in
kleinen Schritten aus den Axiomen ableiten lassen, aber sieschreiben
ihre Resultate aus gutem Grund nie so auf:

Mathematik ist zwar eine formale Wissenschaft in dem Sinne,daß sie
formale Methoden benutzt; jedoch sind diese Methoden nur ein Hilfs-
mittel, um interessante Probleme zu lösen. Es ist sehr einfach, aus einem
Axiomensystem durch Anwendung von Ableitungsregeln neue korrekte
Formeln abzuleiten, aber selbst wenn diese wider Erwarten interessant
sein sollten, ist eine solche Herleitung nicht das, was sichein Mathe-
matiker unter einem Beweis vorstellt: Er möchteüber das rein Formale
hinaus einenGrundsehen, warum ein Satz richtig ist. Ein guter Beweis
sollte daher so strukturiert sein, daß die dahinter stehenden Ideen klar
erkennbar werden.

Natürlich muß auch klar werden, wie sich diese Ideen in einen formalen
Beweisübersetzen lassen, aber da eine solcheÜbersetzung zur mathe-
matischen Routine gehört, wird dies, je nach intendiertem Leserkreis,
nur mehr oder weniger kurz angedeutet. Von Studienanfängern zu Be-
ginn des ersten Semesters erwartet man noch, daß sie zumindest eini-
ge einfache Formeln sehr detailliert beweisen, danach gehört es zum
Prozeß des mathematischen Erwachsenwerdens, daß mit zunehmender
Erfahrung immer komplexere Schritte

”
klar“ sein sollten und wegge-

lassen werden k̈onnen. Wer mathematische Arbeiten in anerkannten
Fachzeitschriften publizieren oder auch nur lesen möchte, muß diesen
Prozeß beendet haben: Solche Arbeiten sind fast immer sehr knapp
geschrieben. Das liegt nicht nur daran, daß die Herausgebermit dem
Platz geizen m̈ussen: In den meisten Teilgebieten der Mathematik ist
es schon seit langem schlichtweg unmöglich, einen interessanten Satz
zu beweisen, ohne ganz wesentlich auf der Arbeit anderer Mathemati-
ker aufzubauen. Schon SIR ISSAC NEWTON (1642 - 1727) schrieb am
5. Februar 1675 etwas boshaft an den (ziemlich kleinwüchsigen) ROBERT
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HOOKE (1635-1702), der sich beklagte, daß NEWTON seine Ideen̈uber
das Licht in denPrincipia Mathematicabenutzt habe:

If I have seen further, it is by standing on the shoulders of giants.

Daß dies bei weitem nicht nur in der Mathematik und Physik so ist, son-
dern allgemein bei jedem Streben nach Erkenntnis, ließ schon vor knapp
zwei Tausend Jahren MARCUS ANNAEUS LUCANUS (39-65) in seinem
EposPharsaliaüber den r̈omischen B̈urgerkrieg den DIDACUS STELLA

sagen:Pigmaei gigantum humeris impositi plusquam ipsi gigantes vi-
dent.(Pygm̈aen, die auf den Schultern von Riesen stehen, sehen mehr
als die Riesen selbst.)

Wie ordnet sich nun der Beweis von APPELund HAKEN in dieses Selbst-
versẗandnis der Mathematik ein?

Auch der scḧarfste Kritiker von Computerbeweisen kann nicht leug-
nen, daß dieser Beweis sehr wesentliche mathematische Ideen entḧalt,
nicht nur von APPEL und HAKEN selbst, sondern auch von vielen ihrer
Vorgänger wie KEMPE, HEAWOOD, BIRKHOFF, HEESCHund vielen an-
deren. Der Beweis ẅare nie zustande gekommen, wenn sich die Autoren
darauf beschr̈ankt ḧatten, einfach einen Computer drauf los rechnen zu
lassen.

Trotzdem unterscheidet sich der Beweis in beiden seiner Säulen vom
Idealbild eines mathematischen Beweises:

Am deutlichsten wird dies bei den Reduzibilitätsbeweisen per Compu-
ter: Normalerweise ist es die Aufgabe eines mathematischenBeweises,
auf dem entsprechenden Gebiet hinreichend kompetente weitere Mathe-
matiker von der Richtigkeit des bewiesenen Satzes zuüberzeugen: Ein
entsprechender Leser sollte, nachdem er den Beweis verstanden hat, ide-
alerweise in der Lage sein, an jeder beliebigen Stelle des Beweises De-
tails einzuf̈ugen, um den Beweis oder Teile davon (beispielsweise für die
Ausbildung von Mathematikstudenten oder einenÜbersichtsartikel f̈ur
Nichtspezialisten) auch Zuhörern oder Lesern eines niedrigeren Kompe-
tenzniveaus klar zu machen. Dies ist bei einem Computerbeweis kaum
möglich: Schon f̈ur eine einzige Konfiguration mit 14 Nachbarpunkten
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kann kein menschlicher Leser mehrüberpr̈ufen, daß sich wirklich alle
Färbungen des̈außeren Rings ins Innere fortsetzen lassen.

Man könnte nun einwenden, daß es genüge, wenn ein hinreichend
kompetenter Leser wenigstens das Programm verstehen könne, das die
Überpr̈ufung vornimmt, aber leider ist selbst das im Allgemeinen (und
insbesondere speziell bei diesem Beweis) zuviel verlangt:Aus Effizienz-
gründen mußte KOCH seine Programme in Assembler schreiben, und
selbst wenn es heute noch Mathematiker gibt, die die Assemblersprache
der IBM 360 und 370 Serie beherrschen, sind bis zum letzten durchop-
timierte Assemblerprogramme so schwer zu lesen, daß auch sie kaum
eine Chance haben.

In der Tat versuchte 1996 eine Gruppe von Mathematikern (N. ROBERT-
SON, D. P. SANDERS, P. D. SEYMOUR und R. THOMAS), den Compu-
terbeweis nachzuvollziehen und entschloß sich ziemlich schnell, lieber
ganz von vorn anzufangen und mit neuen Entladungsprozeduren und
neuen Programmen zur Reduzibilität einen neuen Beweis zu konstru-
ieren – was Ihnen auch gelang. Ein Mathematiker, der ihren Beweis
nachvollziehen m̈ochte, sieht sich wahrscheinlich vor dasselbe Problem
gestellt und wird es ebenfalls einfacher finden, von vorn anzufangen
statt den Beweis zu lesen. Was soll man von solchen Beweisen halten,
die (außer hoffentlich den Autoren) niemand nachvollziehen kann?

Hinzu kommt, daß auch Computer alles andere als unfehlbar sind: Soft-
warefehler gab es auch schon vor Microsoft, und Hardwarefehler sind
zwar inzwischen recht selten, kommen aber immer noch vor.

Auch die zweite S̈aule des Beweises, die computerunabhängige Kon-
struktion einer Liste unvermeidbarer Konfigurationen, entspricht nicht
dem Idealbild eines mathematischen Beweises: Wer kann sicher sein,
daß ein Autor bei der Betrachtung von 1818 Fällen, die (einschließlich
der Zeichnungen, die in der Originalveröffentlichung zun̈achst nur auf
Microfiche beilagen) rund 400 Druckseiten einnehmen, wirklich keinen
Fehler gemacht hat?

Natürlich haben die Autoren (zum Teil mit Hilfe ihrer Familien)alle
Details noch einmal̈uberpr̈uft und auch eine Routine zur Fehlerbehe-
bung entwickelt, die auch bei den nach der Veröffentlichung gefundenen
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Fehlern bisher noch nie versagt hat, aber warum das immer funktionieren
muß,versteht kein Mathematiker wirklich. Den meisten Mathematikern
wäre daher nicht nur des Computers wegen ein

”
klassischer“ Beweis

des Vierfarbensatzes lieber.

Angesichts der Berühmtheit des Vierfarbenproblems gab es in den letz-
ten hundert Jahren immer wieder solche

”
Beweise“, meist von Autoren,

die mangels Verständnis und/oder Erfahrung sehr viel elementarere
Fehler machten als seinerzeit KEMPE.

§9: Literaturhinweise zum Vierfarbenproblem

Eine im großen und ganzen recht elementare Einführung in den Prob-
lemkreis geben die beiden Bücher

RUDOLF und GERDA FRITSCH: Der Vierfarbensatz. Geschichte, Topolo-
gische Grundlagen und Beweisidee,Bibliographisches Institut Mann-
heim,1994 und

T.L. SAATY, P.C. KAINEN: The Four-Color Probem: Assaults and Con-
quest,McGraw Hill, New York,1977; Nachdruck beiDover,1986

Den vollsẗandigen Beweis zusammen mit einer auch für Nichtexperten
gut lesbaren Einleitung findet man in

K. APPELund W. HAKEN: Every planar map is four-colorable, Band98
der ReiheContemporary Mathematics, American Mathematical Society,
Providence RI,1989

Eine allgemeinverständliche Einf̈uhrung zum neuen Beweis (mit Refe-
renzen) bietet

N. ROBERTSON, D.P. SANDERS, P.D. SEYMOUR, R. THOMAS: The Four-
Color Theorem,
http://www.math.gatech.edu/∼thomas/FC/fourcolor.html

Auch die Biographie (stellenweise eher Hagiographie)

HANS-JÜRGEN BIGALKE: Heinrich Heesch. Kristallgeometrie, Parket-
tierungen, Vierfarbenforschung,Band 3 der Reihe Vita Mathematica,
Birkhäuser, Basel, Boston, Stuttgart,1988

entḧalt eine Darstellung der Grundideen des Beweises, die sich speziell
an Nichtmathematiker wendet. In erster Linie mit philosophischen und
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wissenschaftstheoretischen Konsequenzen beschäftigen sich

DONALD MACKENZIE: Slaying the Kraken: The Sociohistory of a Math-
ematical Proof,Social Studies in Science29(1999), S. 7–60 und

THOMAS TYMOCZKO: The Four-Color Problem and Its Philosophical
Significance,in: THOMAS TYMOCZKO [HRSG]: New Directions in the
Philosophy of Mathematics,Birkäuser, Boston, Basel, Stuttgart,1994

Beide stellen auch wesentliche Ideen des Beweises für ihre Leser-
schaft aus u.a. Soziologen und Philosophen vor, MACKENZIE mit erheb-
lich mehr Details als TYMOCZKO. Ansonsten geht es bei MACKENZIE

eher darum, wie die wissenschaftliche Gemeinschaft auf denBeweis
reagierte, bei TYMOCZKO dagegen eher um grundsätzlicheÜberlegun-
gen aus philosophischer Sicht.



Kapitel 5
Simpliziale Komplexe

In diesem Kapitel geht es darum, topologische Räume aus einfachen
Bausteinen zusammenzusetzen; im nächsten Kapitel werden wir dann
den so konstruierten R̈aumen Gruppen und Zahlen zuordnen, von de-
nen wir sehen werden, daß sie nur vom Homöomorphietyp des Raums
abḧangen.

Unsere Bausteine sind (offene) Simplizes:

Definition: a)k+1 PunkteP0, . . . , Pk ausRn sindin allgemeiner Lage,
wenn die Vektoren

−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pk linear unabḧangig sind.

b) SindP0, . . . , Pk ∈ Rn Punkte in allgemeiner Lage, so heißt

s =
{ k∑

i=0

λiPi

∣∣∣ λi > 0,
k∑

i=0

λi = 1
}

das vonP0, . . . , Pk aufgespannte (offene)k-Simplex.Die PunktePi

bezeichnen wir als dieEckenvons.
c) Die Randsimplizesvon s sind jene Simplizes, die von Teilmengen
von{P0, . . . , Pk} aufgespannt werden.
d) Das vonP0, . . . , Pk aufgespannteabgeschlossenek-Simplexist

s̄ =
{ k∑

i=0

λiPi

∣∣∣ λi ≥ 0,
k∑

i=0

λi = 1
}

.

Offensichtlich sind zwei Punkte genau dann in allgemeiner Lage, wenn
sie verschieden sind, drei Punkte sind genau dann in allgemeiner Lage,
wenn sie nicht auf einer Geraden liegen, vier Punkte genau dann, wenn
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sie nicht in einer Ebenen liegen, und so weiter. Ein 1-Simplex ist eine
Strecke, ein 2-Simplex ein Dreieck und ein 3-Simplex ein Tetraeder. Das
von k + 1 PunktenP0, . . . , Pk aufgespannte abgeschlossene Simplex
ist die disjunkte Vereinigung des von diesen Punkten aufgespannten
Simplex zusammen mit dessen sämtlichen Randsimplizes.

Definition: a) Ein (endlicher) geometrischer simplizialer KomplexK
ist eine endliche Menge von (offenen) Simplizes aus einem festenRn

mit folgenden Eigenschaften:
1. Für jedes Simplexs ∈ K liegen auch dessen sämtliche Randsim-

plizes inK.
2. Zwei verschiedene Simplizes ausK haben leeren Durchschnitt.

b) Die geometrische RealisierungvonK ist die Menge

|K| =
⋃

s∈K

s ⊂ Rn ,

versehen mit ihrer Spurtopologie als Teilmenge vonRn.

Die zweite Bedingung an einen Komplex besagt anschaulich inter-
pretiert, daß wir Simplizes nur entlang gemeinsamer Randsimplizes
aneinander setzen dürfen; Komplexe wie die unten eingezeichneten sind
also nicht erlaubt.

Die Topologie beschränkt sich keinesfalls nur auf endliche simpliziale
Komplexe; da wir aber keine unendlichen Komplexe brauchen,soll hier
die Endlichkeit stets vorausgesetzt werden. Da ein simplizialer Kom-
plex mit jedem seiner Simplizes auch dessen sämtliche Randsimplizes
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entḧalt, entḧalt er auch dessen Abschluß;|K| ist daher auch die Vereini-
gung aller ¯s mit s ∈ K. Da abgeschlossene Simplizes kompakt sind,
folgt aus der vorausgesetzten Endlichkeit vonK daher insbesondere,
daß|K| stets eine kompakte Menge ist.

Definition: Ein kompakter topologischer RaumX heißttriangulierbar,
wenn es einen simplizialen KomplexK und einen Hom̈oomorphismus
f : |K| → X gibt.

Somit ist beispielsweise dien-dimensionaleVollkugel

Bn =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣∣

n∑

i=1

x2
i ≤ 1

}

triangulierbar, denn sie ist hom̈oomorph zu einem abgeschlossenenn-
Simplex, und dieses wiederum gehört zu jenem KomplexK, der aus dem
zugeḧorigen offenenn-Simplex und dessen sämtlichen Randsimplizes
besteht. Auch der Rand vonBn, die (n− 1)-Spḧare

Sn−1 =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣∣

n∑

i=1

x2
i = 1

}

ist triangulierbar; hierzu m̈ussen wir einfach das einzigen-Simplex aus
dem KomplexK herausnehmen.

Auch der Torus ist triangulierbar: Wir konstruieren ihn auseinem
Rechteck, bei dem gegenüberliegende Seiten identifiziert werden. Zur
Zerlegung in Dreiecke reicht es nun aber nicht, das Rechteckeinfach in
zwei Dreiecke zu zerlegen: Durch die Identifikation gegenüberliegender
Seiten werden schließlich alle vier Eckpunkte des Rechtecks zu einem
einzigen Punkt des Torus, die beiden

”
Dreiecke“ haben also auf dem

Torus nur noch eine einzige Ecke, die zudem noch beiden gemeinsam
ist. Es reicht auch nicht, wenn wir jede Kante des Rechtecks in der Mitte
unterteilen: Ist etwaAB die obere Kante undM deren Mittelpunkt, so
haben nach der Identifikation vonA mit B die beiden KantenAM und
MB auf dem Torus beide die gleichen Endpunkte, wir hätten also f̈ur
zwei Ecken gleich zwei Kanten, die diese verbinden. Um dies zu ver-
meiden, m̈ussen wir jede Kante mindestens in drei Teilstücke zerlegen,
das Rechteck also in neun Teilrechtecke. Diese können wir dann durch
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eine Diagonale in jeweils zwei Dreiecke zerlegen und erhalten so einen
simplizialen Komplex aus 18 Dreiecken.

Beim Zählen der Kanten m̈ussen wir auf Identifizierungen achten: Von
den vier senkrechten Strichen, die jeweils dreifach unterteilt werden,
sind der erste und der letzte auf dem Torus identisch, als gibt es
dort nur 3× 3 = 9 Kanten, die senkrechten strichen im Rechteck
entsprechen. genauso gibt es auch nur neun Kanten zu waagrechten
Strichen und zus̈atzlich noch die neun Diagonalen. Insgesamt haben wir
somit 27 Kanten, die wir zum Beispiel durch die im Bild etwas dicker
eingezeichneten Kanten im Rechteck repräsentieren k̈onnen.

Bleiben noch die Ecken. Da Oberkante und Unterkante sowie linke
und rechte Kante des Rechtecks identifiziert werden, dürfen wir jeweils
nur eine davon z̈ahlen und kommen so auf neun Ecken; auch hier sind
Repr̈asentanten fett markiert. Für diese Triangulierung ist somit

# Ecken− # Kanten + # Fl̈achen = 9− 27 + 18 = 0 ;

hier gilt also der EULERsche Polyedersatz nicht. Wir werden allerdings
im nächsten Kapitel sehen, daß für jede Triangulierung des Torus die
obige alternierende Summe verschwindet, so daß wir auch hier eine
Gesetzm̈aßigkeit haben.

Da je zwein-Simplizes hom̈oomorph sind, ist es für die Topologie
eines simplizialen Komplexes irrelevant, wo seine Ecken imRn liegen;
wir müssen nur sicherstellen, daß sich keine zwei Simplizes schneiden.
Dies kann im Einzelfall durchaus schwierig sein; deshalb wollen wir
simpliziale Komplexe auch abstrakt ohne Bezug zu einemRn definieren.
Auch hier beschr̈anken wir uns wieder auf endliche Komplexe:
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Definition: Ein abstrakter simplizialer Komplexist ein PaarK = (E,S)
aus einer endlichen MengeE, deren Elemente alsEckenbezeichnet
werden, sowie einer MengeS ⊆ P(E) von nichtleeren Teilmengen
von E, die mit einer Mengeσ ∈ S auch jede nichtleere Teilmenge
vonσ entḧalt. Eine (q + 1)-elementige Mengeσ ∈ S wird alsabstraktes
q-Simplexbezeichnet.

Natürlich können wir jedem geometrischen simplizialen KomplexK
einen abstrakten simplizialen Komplex zuordnen: Wir nehmen die Men-
geE aller Ecken vonK und ordnen jedem Simplex vonK als abstraktes
Simplex die Menge seiner Ecken zu.

Weniger offensichtlich ist, daß wir auch jedem abstrakten simplizialen
KomplexK einen geometrischen zuordnen können: Dazu sein die An-
zahl der Ecken vonK. Wir wählen imRn irgendwelchen Punkte mit
linear unabḧangigen Ortsvektoren und ordnen jeder Ecke einen dieser
Punkte zu. Wegen der linearen Unabhängigkeit der Ortsvektoren ist jede
Teilmenge dieser Punktmenge in allgemeiner Lage; falls dieTeilmenge
zur Eckenmenge eines Simplex ausK geḧort, spannen die entsprechen-
den Punkte daher ein Simplex der richtigen Dimension auf, das wir in den
KomplexK aufnehmen. Ebenfalls wegen der linearen Unabhängigkeit
können zwei verschiedene solche (offene) Simplizes auch keine Punk-
te gemeinsamen haben; zwei abgeschlossene Simplizes schneiden sich
also ḧochstens in einem gemeinsamen Randsimplex. Auf diese Weise
können wir jedes abstrakte Simplex ausK als geometrisches Simplex
in Rn realisieren und erhalten einen geometrischen simplizialen Kom-
plexK. (Im allgemeinen wird es natürlich geometrische Realisierungen
auch schon in R̈aumen mit erheblich niedrigerer Dimension geben; in
der Tat kann man mit etwas mehr Aufwand zeigen, daß ein abstrakter
simplizialer Komplex, der keinq-Simplex mit q > n entḧalt, durch
einen geometrischen simplizialen Komplex inR2n+1 realisiert werden
kann. Da uns topologische Räume in erster Linieunabḧangigvon einer
Einbettung in einen umgebenden Raum interessierten, lohntsich der
Aufwand für diesen umfangreicheren Beweis jedoch nicht.)
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Die Homologie simplizialer Komplexe

In diesem Abschnitt wollen wir einem simplizialen Komplex abelsche
Gruppen und damit auch Zahlen zuordnen, die uns Informationenüber
die Geometrie des Komplexes geben. Wie wir am Ende sehen werden,
hängen diese Daten nicht vom simplizialen Komplex ab, sondern nur von
dessen topologischer Realisierung; sie geben also echte geometrische
Information.

Beginnen wir mit einigen Aussagen̈uber abelsche Gruppen. Eine
abelsche Gruppe ist bekanntlich eine Gruppe, deren Gruppenoperation
kommutativ ist; wir beschreiben diese Operation durch das Zeichen

”
+“

und nennen das neutrale Element Null. Auf einer abelschen GruppeA
gibt es eine natürliche Operation des RingsZ der ganzen Zahlen: Für
λ ∈ Z unda ∈ A setzen wir

λa =





a + · · · + a (λ Faktoren) für λ > 0
0 für λ = 0
−
(
(−λ)a

)
für λ < 0

.

In völliger Analogie zu den Vektorraumaxiomen gilt:

λ(a + b) = λa + λb

(λ + µ)a = λa + µa

1a = a und 0a = 0 .

Wir nennen eine Teilmenge{a1, . . . , ar} einer abelschen Gruppelinear
unabḧangig,wenn gilt: Eine Beziehung der Form

λ1a1 + · · · + λrar = 0

kann nur gelten, wenn alleλi verschwinden. Die maximale M̈achtigkeit
einer linear unabḧangigen Teilmenge vonA heißtRang vonA und wird
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mit rg(A) abgek̈urzt. Beispielsweise ist der Rang einer endlichen abel-
schen Gruppe stets Null, denn für jedesa ∈ A gibt es einλ ∈ Z \ {0},
so daßλa = 0 ist. Beispiele f̈ur Gruppen mit positivem Rang sind die
freien abelschen Gruppen:Eine abelsche GruppeA heißtfrei, wenn sie
isomorph ist zu einer der GruppenZr für ein r ≥ 0, das auch unend-
lich sein kann. Offensichtlich hat eine solche Gruppe den Rang r mit
den Urbildern der Einheitsvektoren (1,0,0, . . . ), (0,1,0, . . . ) als Ele-
menten einer maximalen linear unabhängigen Teilmenge. Allgemeiner
bezeichnen wir zu beliebiger vorgegebener MengeM die Gruppe

ZM =
⊕

m∈M

Zm

als freie abelsche GruppëuberM . Die Elemente dieser Gruppe lassen
sich also als endliche Linearkombinationen der Elemente vonM schrei-
ben. Die freie abelsche Gruppeüber der leeren Menge soll dabei einfach
die triviale Gruppe{0} sein.

In völliger Analogie zur Situation bei den Vektorräumen gilt:

Lemma: Alle maximalen linear unabḧangigen Teilmengen einer abel-
schen GruppeA haben die gleiche M̈achtigkeit.

Beweis:{a1, a2, . . . } und{b1, b2, . . . } seien zwei maximale linear un-
abḧangige Teilmengen vonA. Dann entḧaltA die Untergruppe

U = Za1 ⊕ Za2 ⊕ · · · ≤ A,

und naẗurlich läßt sichU einbetten in denR-Vektorraum

V = Ra1 ⊕ Ra2 ⊕ · · · .
Da dieai eine maximale linear unabhängige Menge bilden, muß es zu
jedembj einλj 6= 0 geben, so daßλjbj in U liegt; insbesondere bilden
dieλjbj also eine linear unabhängige Teilmenge vonV , die wegen ihrer
Maximalität inA sogar eine Basis vonV sein muß. Da alle Basen eines
Vektorraums die gleiche M̈achtigkeit haben, ist der Satz bewiesen.

Korollar: Für eine UntergruppeU einer abelschen GruppeA gilt:

rg(A/U ) = rg(A) − rg(U ).
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Beweis:Ergänze eine maximale linear unabhängige Teilmenge vonU
zu einer maximalen linear unabhängigen Teilmenge vonA; die Rest-
klassen der neu hinzukommenden Elemente bilden eine maximale linear
unabḧangige Teilmenge vonA/U .

Zum Schluß sei noch der Vollständigkeit halber derStruktursatz f̈ur
endlich erzeugbare abelsche Gruppenangegeben:

Satz: Jede endlich erzeugbare abelsche Gruppe vom Rangr ist iso-
morph zu einer Gruppe der Form

Zr ⊕
n⊕

i=1

Z/pei

i

mit eindeutig bestimmten Primzahlpotenzenpei

i .

Dieser Satz ist ein Korollar desElementarteilersatzes;für seinen Beweis
sei auf Vorlesungen̈uber (kommutative) Algebra verwiesen. Für diese
Vorlesung wird er nicht ben̈otigt.

In der Topologie treten abelsche Gruppen meist inKomplexenauf:

Definition: EinKettenkomplexist ein SystemC von abelschen Gruppen
Cq, q ≥ 0, zusammen mit Homomorphismen∂q :Cq → Cq−1 derart,
daß∂q−1 ◦ ∂q = 0 ist für alle q. Dabei setzen wir formalC−1 = 0
und∂0 = 0. Die Elemente vonCq heißenq-Ketten,die Abbildungen∂q

heißenRandabbildungen.Eineq-Kettec heißtq-Zyklus,wenn∂q(c) = 0
ist; sie heißtq-Rand,wenn sie im Bild vonCq+1 liegt. Insbesondere
ist jederq-Rand einq-Zyklus, denn∂q ◦ ∂q+1 = 0. Die Gruppe aller
q-Zykeln vonC wird mit Zq(C) bezeichnet, die derq-Ränder mitBq(C).
Die Faktorgruppe

Hq(C) = Zq(C)/Bq(C)

heißtq-te HomologiegruppevonC.

Da ∂q nur aufCq definiert ist, werden wir anstelle von∂q(c) im Allge-
meinen einfach∂(c) schreiben, denn der Indexq ist durchc eindeutig
bestimmt.
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Wir wollen nun jedem abstrakten simplizialen KomplexK einen Ket-
tenkomplexC(K) zuordnen. Dazu m̈ussen wir zun̈achst die Simplizes
vonK orientieren:

Definition: Eine Orientierung eines abstrakten Simplex{v0, . . . , vq} ist
eine Festlegung der Reihenfolge dervi bis auf gerade Permutationen. Ein
orientiertes Simplex [v0, . . . , vq] ist ein Simplex{v0, . . . , vq} zusammen
mit der Orientierung, zu der die angegebene Reihenfolge dervi geḧort.

Offensichtlich hat also jedesq-Simplex mitq 6= 0 genau zwei verschie-
dene Orientierungen.

Für den Rest dieses Paragraphen wollen wir annehmen, daß wir stets
eine Orientierung der sämtlichen Simplizes vonK vorgegeben haben.

Definition: Cq(K), die Gruppe derq-Ketten vonK, ist die freie abelsche
Gruppeüber der Menge derq-Simplizes vonK.

Istσ ein orientiertes Simplex ausK undτ dasselbe Simplex mit der ent-
gegengesetzten Orientierung, so identifizieren wirτ mit der Kette−σ.
Es ist klar, daß die Homologie vonK nicht von der vorgegebenen Orien-
tierung der Simplizes abhängt: Eine andere Orientierung bedeutet nur,
daß wir andere Basen derselben Kettengruppen betrachten.

Um Randabbildungen definieren zu können, m̈ussen wir zun̈achst wis-
sen, was der Rand eines orientiertenq-Simplex ist. Wir definieren

∂q

(
[v0, . . . , vq]

)
=
def

q∑

i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vq],

wobei das Dacḧubervi bedeuten soll, daß diese Ecke ausgelassen wird:

[v0, . . . , v̂i, . . . , vq] =
def

[v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vq].

Die (q − 1)-Kette ∂q[v0, . . . , vq] hängt nur von der Orientierung des
Simplex ab, nicht von der genauen Reihenfolge dervi: Vertauschen wir
zwei Eckenvr undvs, so ändert [v0, . . . , v̂i, . . . , vq] f ür i 6= r, s seine
Orientierung, wird also mit (−1) multipliziert. F̈ur i = r oders werden
die beiden Randsimplizes zu den Indizesr undsmiteinander vertauscht
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und mit (−1)r−s−1 multipliziert, denn wir brauchenr − s − 1 Trans-
positionen umvr bzw. vs wieder auf seine

”
richtige“ Position zu brin-

gen. Außerdem wird aber auch der Vorfaktor (−1)i noch mit (−1)r−s

multipliziert, insgesamt gesehen wird also jedes Randsimplex mit (−1)
multipliziert und damit der gesamte Rand. Da sich jede gerade Permu-
tation als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen schreiben
läßt, folgt die Behauptung.

Nachdem wir den Rand eines einzelnen orientierten Simplex definiert
haben, k̈onnen wir durch lineare Fortsetzung auch den Rand einer be-
liebigenq-Kette definieren: Wie ober vereinbart nehmen wir dazu an,
daß alle Simplizes im KomplexK irgendwie orientiert sind und betrach-
ten die Abbildung

∂q:

{
Cq(K) → Cq−1(K)
∑
λiσi 7→ ∑

λi∂q(σi)
.

Lemma: ∂q−1 ◦ ∂q = 0.

Beweis:Es gen̈ugt naẗurlich, dies f̈ur jedesq-Simplex einzeln nachzu-
rechnen:

∂q−1 ◦ ∂q

(
[v0, . . . , vq]

)

= ∂q−1

(∑
(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vq]

)

=
∑

(−1)i∂q−1

(
[v0, . . . , v̂i, . . . , vq]

)

=
∑

i

∑

j<i

(−1)i+j[v0, . . . , v̂j , . . . , v̂i, . . . , vq]

+
∑

i

∑

j>i

(−1)i+j−1[v0, . . . , v̂i, . . . , v̂j , . . . , vq]

=
∑

i

∑

j<i

(−1)i+j[v0, . . . , v̂j , . . . , v̂i, . . . , vq]

−
∑

j

∑

i<j

(−1)i+j [v0, . . . , v̂j , . . . , v̂i, . . . , vq]

= 0 .
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Damit haben wir also jedem abstrakten simplizialen KomplexK einen
KettenkomplexC(K) zugeordnet; seine Zykeln, Ränder und Homologie
bezeichnen wir kurz auch als Zykeln, Ränder und Homologie vonK.
Insbesondere schreiben wir auchHq(K) für Hq

(
C(K)

)
. Der Rangβq

von Hq(K) wird als q-te BETTI-Zahl des simplizialen KomplexesK
bezeichnet.

Beispiel 1: Die Kreislinie: K sei ein abstrakter simplizialer Komplex,
dessen topologische Realisierung die KreislinieS1 ist. Ein solcher Kom-
plex ist geometrisch gesehen natürlich nichts anderes als der Kantenzug
einesn-Ecks. Wir orientieren die 1-Simplizes so, daß jede Ecke sowohl
Anfangspunkt als auch Endpunkt einer Kante ist; wenn wir dieOrien-
tierung einer Kante willk̈urlich vorgeben, ist dadurch die Orientierung
aller weiteren Kanten eindeutig bestimmt.

Da es inK keineq-Simplizes mitq ≥ 2 gibt, istHq(K) = 0 für q ≥ 2,
wir müssen also nurH0(K) undH1(K) berechnen.

Offensichtlich ist jedes 0-Simplex ein Zyklus, denn∂0 ist ja nach Defi-
nition gleich der Nullabbildung, und die Differenz zweier 0-Simplizes
ist ein Rand, n̈amlich der Rand eines zusammenhängenden Kantenzugs,
der die beiden Punkte miteinander verbindet. Also ist für zwei Nullsim-
plizesσi undσj die Ketteσi − σj ein Rand, undB0(K) ist gerade der
Kern der Abbildung

Z0(K) = C0(K) → Z;
∑

λiσi 7→
∑

λi,

d.h.H0(K) ∼= Z.

Eine 1-Kette kann nur dann ein Zyklus sein, wenn sie mit jederKante
auch deren Vorg̈anger- und Nachfolgerkante mit genau der gleichen
Vielfachheit entḧalt; ist alsoc die Summe aller 1-Simplizes, so ist
Z1(K) = Zc. Da es keine 2-Ketten gibt, gibt es auch keine 1-Ränder, d.h.
H1(K) = Z1(K) ∼= Z.

Beispiel 2: Der Torus: Sei K eine seiner Triangulierungen. Da der
Torus alsR2/Z2 geschrieben werden kann, läßt sichK durch perio-
dische Fortsetzung zu einer TriangulierungK′ der Ebene fortsetzen.
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Genauer: Das Urbild einesq-Simplex aus|K| unter der Quotientenabbil-
dungR2 → R2/Z2 zerf̈allt in unendlich vieleq-Simplizes, und die Men-
ge aller so erhaltener Simplizes bildet eine Triangulierung vonR2. Den
zugeḧorigen unendlichen abstrakten simplizialen Komplex bezeichnen
wir mit K′ und wir wählen die Orientierungen seiner Dreiecke so, daß
sie alle im Uhrzeigersinn durchlaufen werden. Dies definiert dann auch
eine Orientierung der Dreiecke ausK, denn die verschiedenen Urbilder
eines solchen Dreiecks gehen durch Parallelverschiebung auseinander
hervor, sind also inK′ konsistent orientiert. Die Kanten seien irgendwie
orientiert.

Wie üblich (?) ist auch hier wiederH0(K) = Z, gehen wir also gleich
zuH1. Ein 1-Zyklusz vonK ist eine endliche Summe von geschlossenen
zusammenḧangenden Kantenzügen aufK; betrachten wir einen davon.
O.B.d.A. sei die Identifikation des Torus mitR2/Z2 so geẅahlt, daß
das Bild von (0,0) eine Ecke vonz ist. Dann l̈aßt sichz liften zu
einem zusammenhängenden Kantenzugc in K′, der in (0,0) beginnt
und in einem Punkt (n,m) ∈ Z2 endet. Seienc1 und c2 zwei fest
geẅahlte zusammenhängende Kantenzüge ausK′ von (0,0) nach (0,1)
bzw. (1,0), in denen keine Kante doppelt vorkommt und keine Ecke zu
mehr als zwei Kanten gehört. Dann ist

d = c−mc1 − nc2

ein 1-Zyklus vonK′, also – wie wir im vorigen Beispiel gesehen haben –
sogar ein 1-Rand, und damit ist auch das Bild vond in K ein 1-Rand. Sind
alsoz1 undz2 die Bilder vonc1 undc2 in K, so sindz1 undz2 1-Zykeln
mit der Eigenschaft, daß es für jeden beliebigen 1-Zyklusz vonK ganze
Zahlenn,m gibt, so daßz−mz1 − nz2 ein Rand ist,H1(K) ∼= Z2 wird
also von denÄquivalenzklassen vonz1 und z2 modulo den R̈andern
erzeugt. Geometrisch gesehen sindz1 undz2 gerade die beiden Kreise,
deren Produkt der Torus ist.

Ein 2-Zyklus, schließlich, muß auch hier wieder mit jedem Dreieck auch
dessen s̈amtliche Nachbarn enthalten, und daK ein endlicher Komplex
ist, ist das auch m̈oglich: Der Zyklus muß einfach ein ganzzahliges
Vielfaches der Summe aller Dreiecke sein. Da es keine 2-Ränder gibt,
ist alsoH2(K) = Z2(K) ∼= Z.
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In beiden hier betrachteten Beispielen hingen die Homologiegruppen
nicht vom simplizialen KomplexK ab, sondern nur vom topologischen
Raum|K|. Im Rest dieses Paragraphen geht es hauptsächlich um den
Beweis, daß dies allgemein so ist. Zuerst möchte ich aber eine Art
schwache Version des EULERschen Polyedersatzes beweisen:

Satz: K sei ein endlicher simplizialer Komplex der Dimensionn; die
Anzahl seineri-Simplizes seiαi. Dann ist die alternierende Summe
derαi gleich der alternierenden Summe der BETTI-Zahlen vonK:

n∑

q=0

(−1)qαq =
n∑

q=0

(−1)qβq

Beweis:DaZq(K) der Kern von∂q ist undBq−1(K) das Bild, ist

Cq(K)/Zq(K) ∼= Bq−1(K),

also
αq = rg

(
Cq(K)

)
= rg

(
Zq(K)

)
+ rg

(
Bq−1(K)

)
.

Genauso folgt wegenHq(K) = Zq(K)/Bq(K):

βq = rg
(
Hq(K)

)
= rg

(
Zq(K)

)
− rg

(
Bq(K)

)
.

Mithin ist
βq = αq − rg

(
Bq−1(K)

)
− rg

(
Bq(K)

)
,

wobei formalB−1(K) = 0 zu setzen ist. Bildet man die alternierende
Summe, so heben sich wegenBn(K) = 0 die R̈ange der Gruppen der
Ränder gerade weg, womit die Behauptung gezeigt wäre.

Als nächstes wollen wir sehen, daß die Homologiegruppen eines sim-
plizialen KomplexesK nur vom topologischen Raum|K| abḧangen. Die
Beweisstrategie wird folgende sein: Wir betrachten zunächst spezielle
Unterteilungen von endlichen simplizialen Komplexen und zeigen, daß
eine solche Unterteilung eines Komplexes dieselbe Homologie hat wie
der Komplex selbst. Dann folgern wird, daß dies auch noch für allge-
meinere Unterteilungen gilt und zeigen, daß zwei endliche simpliziale
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Komplexe eine gemeinsame verallgemeinerte Unterteilung und damit
die gleiche Homologie haben. Dies beweist den Satz für kompakte
Räume|K|.

1. Schritt: Unterteilungen

Beginnen wir mit Unterteilungen. Der Bequemlichkeit halber arbeiten
wir im Rest dieses Paragraphen mitgeometrischensimplizialen Kom-
plexen, alle Simplizes sind also geometrische Simplizes ineinem fe-
stenRN . Da jeder abstrakte simpliziale KomplexK eine geometrische
RealisierungK hat, bedeutet dies keine Einschränkung der Allgemein-
heit.

Umgekehrt bestimmt ein geometrischer simplizialer Komplex K auf
eindeutige Weise einen abstrakten simplizialen KomplexK. Da wir im
weiteren Verlauf dieses Paragraphen hauptsächlich mit geometrischen
simplizialen Komplexen arbeiten werden, bezeichnen wir die Ketten,
Zykeln und R̈andern vonK auch als Ketten, Zykeln und Ränder vonK
und setzenHq(K) = Hq(K). Da sich der Leser hoffentlich schon bis-
her alle Ketten als Aneinanderreihungen von geometrischenSimplizes
vorgestellt hat, sollte dies zu keiner Verwirrung führen.

Definition: Ein (geometrischer) simplizialer KomplexL heißt Un-
terteilung des KomplexesK, wenn|L| = |K| ist und wenn es f̈ur jedes
Simplext ausL ein Simplexs ausK gibt, so daßt ⊂ s ist.

Man beachte, daß die beiden Simplizess undt nicht die gleiche Dimen-
sion haben m̈ussen: Wenn wir das verlangen wollten, hätteL genau die
gleichen Ecken wieK, und es ẅareL = K.

Es gibt eine kanonische M̈oglichkeit zur Unterteilung eines geometri-
schen simplizialen Komplexes, diebaryzentrische Unterteilung.Erin-
nern wir uns daran, daß derSchwerpunkteines Simplexs mit Ecken
P0, . . . , Pq der Punkt

b(s) =
1

q + 1

q∑

i=0

Pi

ist und definieren wir
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Definition: Die erste baryzentrische Unterteilungeines geometrischen
simplizialen KomplexesK ist jener KomplexK ′, dessen Ecken die
Schwerpunkte der sämtlichen Simplizes vonK sind und dessen Sim-
plizes aufgespannt werden von Punktenb(s0), . . . , b(sq), wobeis0 ein
beliebiges Simplex vonK ist undsi+1 für jedesi ein echtes Randsimplex
(nicht notwendigerweise in Kodimension eins) vonsi ist.

Da jedes Nullsimplex sein eigener Schwerpunkt ist, kommen insbeson-
dere auch alle Ecken vonK unter den Ecken vonK ′ vor. Dieq-Simplizes〈
b(s0), . . . , b(sq)

〉
mit q > 0 sind echte Teilmengen vons0, da sie

höchstenseineEcke vons0 enthalten k̈onnen.b(s0), . . . , b(sq) sind in all-
gemeiner Lage, denn sie sind konvexe Linearkombinationen der Ecken
von s0, und jedesb(si) hängt von mindestens einer Ecke mehr ab als
die folgendenb(sj). Eine nichttriviale lineare Beziehung zwischen den
b(si) wäre daher automatisch auch eine nichttriviale lineare Beziehung
zwischen den Ecken vons0, und die kann es nicht geben. Also istK ′

ein Komplex und somit ein Unterkomplex vonK.

Völlig analog k̈onnen wir f̈ur jedesn ∈ N die n-te baryzentrische
UnterteilungK (n) von K rekursiv definieren durchK (1) = K ′ und
K (n+1) = K (n)′. Der wesentliche Punkt des Beweises, daß die Homolo-
gie eines Komplexes nur von seiner topologischen Realisierung abḧangt,
besteht darin, zu zeigen, daß die sämtlichenK (n) gleiche Homologie
haben.

Wir zeigen dies zun̈achst in einem ganz einfachen, aber wichtigen Fall:
für die baryzentrische Unterteilung eines einzelnen Simplex.

2. Schritt: Die Homologie von Kegeln

Der KomplexK bestehe aus einem Simplexs und dessen sämtlichen
Randsimplizes, undK ′ sei seine erste baryzentrische Unterteilung.
K ′ hat einen UnterkomplexL, der aus jenen Simplizes vonK ′ be-
steht, die auf dem Rand vons liegen. Jedes Simplext vonK ′, das nicht
zuL geḧort, hat den Schwerpunktb(s) von s als Ecke, denn das ist die
einzige Ecke vonK ′, die nicht inL liegt. Zu einem solchen Simplext
gibt es daher ein Simplexu =

〈
P1, . . . , Pq

〉
ausL, so daß sicht in der
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Form
t = b(s) · u =

def

〈
b(s), P1, . . . , Pq

〉

schreiben l̈aßt. Diese Situation wollen wir formalisieren und verallge-
meinern:

Definition: K sei ein geometrischer simplizialer Komplex inRN und
P sei ein Punkt ausRN , der entweder eine Ecke vonK ist oder aber
in keinem von einem Simplex ausK aufgespannten affinen Unterraum
von RN liegt. Der Kegel überK mit SpitzeP ist jener geometrische
simpliziale KomplexL = P ·K mit L0 = K0∪{P}, dessenq-Simplizes
für q > 0 einerseits die s̈amtlichenq-Simplizes vonK sind, andererseits
alle Simplizes der FormP · s, wobeis ein (q − 1)-Simplex vonK ist,
dasP nicht als Ecke hat.

Im obigen Beispiel ist alsoK ′ der KegelüberL mit Spitzeb(s).

Im folgenden schreiben wir für eine beliebige Kettec =
∑
λisi

P · c =
def

∑
λi P · si ,

wobeiP · si = 0 sein soll, wennP eine Ecke vonsi ist.

Wir beweisen nun allgemein, daß die Homologie eines Kegels trivial ist.
Da die nullte Homologiegruppe eines simplizialen Komplexes immer
zumindest dieÄquivalenzklasse eines einzelnen Punktes enthält, kann

”
Trivialit ät“ hier naẗurlich nicht bedeuten, daß alle Homologiegruppen

verschwinden, sondern

Definition: Wir sagen, ein KomplexK seiazyklischoder habetriviale
Homologie,wennHq(K) = 0 ist für q > 0 undH0(K) ∼= Z.

Lemma: Ein KegelL = P ·K hat triviale Homologie.

Beweis:Da jede Ecke vonL durch eine Kante mitP verbunden werden
kann, ist naẗurlich H0(L) ∼= Z. Für q > 0 hat jederq-Zyklus z vonL
eine eindeutige Darstellungz = P · c + d, wobei c ∈ Cq−1(K) und
d ∈ Cq(K). Daher ist

0 = ∂qz = c− P · ∂q−1c + ∂qd.
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Dabei ist c + ∂d eine Kette ausK, keines ihrer Simplizes hat also
den PunktP als Ecke, wohingegen in der KetteP ·∂q−1c jedes Simplex
P als Ecke hat. Daher haben die beiden Ketten kein Simplex gemeinsam,
müssen also beide verschwinden:

c + ∂qd = 0 und P · ∂q−1c = 0.

Nach der ersten dieser Gleichungen ist

z = P · c + d = d− P · ∂qd = ∂q+1(P · d)

ein Rand, wie behauptet.

Korollar: Der Komplex, der aus einem Simplexs und dessen sämtli-
chen Seitensimplizes besteht, hat triviale Homologie.

Das ist klar, denn f̈ur jede EckeP von s läßt sichs als KegelP · s′
schreiben, wobeis′ dasP gegen̈uberliegende Simplex ist, oder auch
einfach alsP · ∂s.

3. Schritt: Simpliziale Abbildungen und Kettenabbildungen

Zum Vergleich der Homologie zweier simplizialer Komplexe müssen
wir Abbildungen zwischen diesen Komplexen betrachten und diese auf
die zugeḧorigen Kettenkomplexe und Homologiegruppen fortsetzen.
Der naẗurliche Abbildungsbegriff f̈ur Abbildungen zwischen Komple-
xen ist folgender:

Definition: Eine simpliziale Abbildungzwischen zwei simplizialen
KomplexenL undK ist eine Abbildungϕ:L0 → K0 von der Men-
geL0 der Ecken vonL in die MengeK0 der Ecken vonK derart, daß
die Ecken eines jeden Simplexs vonL auf (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) Ecken eines Simplex vonK abgebildet werden. Das kleinste
Simplex ausL mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir mitϕ(s).

Eine simpliziale Abbildungϕ:L0 → K0 definiert eine Abbildung
ϕ̂: |L| → |K| durch lineare Fortsetzung in das Innere der Simplizes:
Jeder PunktP ∈ |L| ist innerer Punkt eines Simplex vonL und l̈aßt
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sich daher als konvexe Linearkombination
∑
λiPi von dessen Ecken

P0, . . . , Pr schreiben; wir setzen

ϕ̂(P ) =
r∑

i=0

λiϕ(Pi).

ϕ induziert auch eine Abbildung zwischen den Kettenkomplexen C(K)
und C(L), aber dazu m̈ussen wir zun̈achst definieren, was eine solche
Abbildung sein soll:

Definition: Eine Kettenabbildungϕ: C → D zwischen zwei Ketten-
komplexenC = {Cq, ∂q} undD = {Dq, ∂

′
q} ist ein System von Abbil-

dungenϕq:Cq → Dq derart, daßϕq−1 ◦ ∂q = ∂′q ◦ ϕq ist.

Versuchen wir also, der simplizialen Abbildungϕ:K0 → L0 eine Ket-
tenabbildung ˜ϕ: C(K) → C(L) zuordnen. Dabei stoßen wir auf das Pro-
blem, daß eine simpliziale Abbildung ein Simplex vonK auf ein Simplex
vonL mit niedrigerer Dimension abbilden kann. Wie sich zeigen wird,
verlieren wir nichts, wenn wir solche Simplizes einfach ignorieren; wir
definieren also ˜ϕ(s) für ein q-Simplexs mit EckenP0, . . . , Pq ausK
als Null, falls die Punkteϕ(P0), . . . , ϕ(Pq) nicht paarweise verschieden
sind, und sonst als das von ihnen aufgespannteq-Simplex vonL. Durch
lineare Fortsetzung auf die Kettengruppe erhalten wir daraus einen Ho-
momorphismus

ϕ̃q:Cq(K) → Cq(L);
∑

λisi 7→
∑

λiϕ̃q(si) .

Beim Nachweis, daß dies in der Tat eine Kettenabbildung ist,können wir
uns auf ein einzelnes Simplexs ausK zu beschr̈anken; dessen Ecken
seienP0, . . . , Pq. Falls alleϕ(Pi) verschieden sind, gibt es keinerlei
Probleme. Wenn zwei PunktePi undPj übereinstimmen, ist ˜ϕq(s) = 0,
also auch∂′q

(
ϕ̃q(s)

)
= 0; wir müssen zeigen, daß auch ˜ϕq−1

(
∂q(s)

)

verschwindet. F̈ur alle Randsimplizes, in denen sowohlPi als auchPj

vorkommen, ist das klar, ˜ϕq−1

(
∂q(s)

)
entḧalt also ḧochstens die beiden

Randsimplizes, in denenϕ(Pi) bzw.ϕ(Pj) gestrichen wird. Diese beiden
sind aber gleich und treten mit entgegengesetztem Vorzeichen auf, da
der Vorfaktor den Beitrag (−1)(i−j) liefert und die Transposition den
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Beitrag (−1)(i−j−1). (Man vergleiche mit der Rechnung, die zeigte, daß
der Rand eines Simplex nur von der Orientierung abhängt.)

Als nächstes brauchen wir Abbildungen zwischen den Homologiegrup-
pen; die gibt es f̈ur jede Kettenabbildung nach dem folgenden

Lemma: Eine Kettenabbildungϕ: C → D induziert Homomorphismen
ϕ∗q:Hq(C) → Hq(D) für alle q ≥ 0. Ist ψ:D → E eine weitere
Kettenabbildung, so ist auchψ◦ϕ: C → E , das System der Abbildungen
ψq ◦ ϕq, eine Kettenabbildung, und (ψ ◦ ϕ)∗q = ψ∗q ◦ ϕ∗q.

Beweis:Jedesh ∈ Hq(C) hat einen Repr̈asentantenz ∈ Zq(C); wir
wollen ϕ∗q(h) als die Homologieklasse vonϕq(z) definieren. Dies ist
wohldefiniert, denn wegen

∂′q
(
ϕq(z)

)
= ∂′q ◦ ϕq(z) = ϕq−1 ◦ ∂q(z) = ϕq−1(0) = 0

liegt ϕq(z) in Zq(D), und wenn wir anstelle vonz einen anderen
Repr̈asentantenz′ nehmen, so unterscheiden sichz undz′ durch einen
Rand, d.h.z′ = z + ∂q+1(c) für eine Kettec ∈ Cq+1 und

ϕq(z′) = ϕq(z) + ϕq

(
∂q+1(c)

)
= ϕq(z) + ∂′q+1

(
ϕq+1(c)

)
,

ϕq(z) undϕq(z′) unterscheiden sich also nur um einen Rand und definie-
ren daher die gleiche Restklasse inHq(D). Die restlichen Behauptungen
sind trivial.

Da somit jede Kettenabbildung Homomorphismen zwischen denHo-
mologiegruppen induziert, induziert auch jede simpliziale Abbildungϕ
Homomorphismen ˜ϕ∗q, die wir der Einfachheit halber alsϕ∗q schrei-
ben. Naẗurlich gilt auch hier wieder f̈ur zusammengesetzte Abbildungen
ψ ◦ ϕ, daß (ψ ◦ ϕ)∗q = ψ∗q ◦ ϕ∗q ist.

4. Schritt: Benachbarte Abbildungen und Kettenhomotopien

Hier geht es um hinreichende Bedingungen dafür, daß zwei Kettenabbil-
dungen die gleichen Homomorphismen auf der Homologie induzieren.
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Definition: a) Zwei simpliziale Abbildungenϕ,ψ: C(K) → C(L) zwi-
schen den Kettenkomplexen zu den simplizialen KomplexenK undL
heißenbenachbart,wenn es zu jedemq-Simplexs vonK ein Simplex
t vonL gibt, so daßϕ(s) undψ(s) beide Randsimplizes vont sind.

b) Zwei simpliziale Abbildungenϕ,ψ: C(K) → C(L) zwischen den
Kettenkomplexen zu den simplizialen KomplexenK undL heißen̈ahn-
lich, wenn es zu jedemq-Simplexs vonK einen UnterkomplexL(s)
vonL gibt, so daß gilt:

1. L(s) hat triviale Homologie.

2. Für jedes Simplexs vonK liegen sowohlϕ(s) als auchψ(s) inL(s).

3. Für jedes Randsimplext eines Simplexs ausK ist L(t) ein Un-
terkomplex vonL(s).

c) Zwei Kettenabbildungenϕ,ψ: C → D zwischen den Kettenkomple-
xenC = {Cq, ∂q} undD = {Dq, ∂

′
q} heißenhomotop,wenn es f̈ur jedes

q ≥ 0 einen Homomorphismusγq:Cq → Dq+1 gibt, so daß gilt:

∂′q+1 ◦ γq + γq−1 ◦ ∂q = ϕq − ψq.

Damit dies auch f̈ur q = 0 sinnvoll ist, setzen wir formalγ−1 = 0.

Natürlich sind benachbarte Abbildungenähnlich, wir m̈ussen nurL(s)
gleich dem kleinsten Simplex setzen, dasϕ(s) undψ(s) als Randsim-
plizes hat, denn wir wissen schon aus dem zweiten Schritt, daß Sim-
plizes triviale Homologie haben. Wir wollen nun sehen, daßähnliche
Abbildungen homotop sind, und daß homotope Abbildungen zwischen
Kettenkomplexen die gleichen Homomorphismen zwischen denHomo-
logiegruppen induzieren.

Lemma: Ähnliche Abbildungenϕ,ψ: C(K) → C(L) sind homotop.

Beweis:Wir müssen f̈ur jedesq-Simplex s von K eine (q + 1)-Kette
γq(s) ausL angeben, so daß

∂′q+1 ◦ γq + γq−1 ◦ ∂q = ϕq − ψq

ist. Die entsprechenden Abbildungenγq werden induktiv definiert; we-
gen ihrer Lineariẗat gen̈ugt es,γq(s) für q-Simplizess anzugeben.γq(s)
wird dabei immer sogar eine Kette aus dem UnterkomplexL(s) sein.
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Für q = 0, eine Eckes vonK also, sindϕ(s) undψ(s) Ecken des azykli-
schen UnterkomplexesL(s) vonL. Da dessen nullte Homologiegruppe
gleichZ ist, muß die 0-Ketteϕ(s) − ψ(s) Rand einer 1-Kette ausL(s)
sein; diese 1-Kette nennen wirγ0(s). Nach Konstruktion ist

∂′1 ◦ γ0(s) = ϕ0(s) − ψ0(s),

wie geẅunscht.

Seien nunγ0, . . . , γq−1 bereits so definiert, daß die geforderte Gleichung
für allep-Simplizes mitp < q gilt, und seis ein q-Simplex ausK. Für
jedes (q − 1)-Simplext aus dem Rand vons ist γq−1(t) definiert und
liegt inL(t) ⊂ L(s). Daher liegt auchγq−1

(
∂q(s)

)
in L(s), genauso wie

ϕ(s) undψ(s). Folglich ist

c = ϕq(s) − ψq(s) − γq−1

(
∂q(s)

)

eine Kette inL(s), sogar ein Zyklus, denn

∂′q(c) = ∂′q ◦ ϕq(s) − ∂′q ◦ ψq(s) − ∂′q ◦ γq−1

(
∂q(s)

)

= ϕq−1 ◦ ∂q(s) − ψq−1 ◦ ∂q(s) − ∂′q ◦ γq−1

(
∂q(s)

)

=
(
ϕq−1 − ψq−1 − ∂′q ◦ γq−1

)(
∂q(s)

)
,

und das ist nach Induktionsvoraussetzung gleich

γq−2 ◦ ∂q−1 ◦ ∂q(s) = 0 .

Da derq-Zyklus c im azyklischen KomplexL(s) liegt, ist er Rand einer
(q+1)-Kette ausL(s). Wir setzenγq(s) gleich einer solchen Kette; dann
ist die Bedingung anγq nach Konstruktion erf̈ullt.

Das zweite Lemma ist noch einfacher:

Lemma: Für homotope Kettenabbildungenϕ,ψ: C → D stimmenϕ∗q

undψ∗q für alleq überein.

Beweis:Wir müssen zeigen, daßϕq(z) − ψq(z) für jeden Zyklusz aus
Zq(C) in der R̈andergruppeBq(D) liegt. Das ist aber klar, denn

ϕq(z) − ψq(z) = ∂′q+1

(
γq(z)

)
+ γq−1

(
∂q(z)

)
= ∂′q+1

(
γq(z)

)
,
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denn∂q(z) verschwindet f̈ur einen Zyklusz.

Insbesondere induzieren alsoähnliche Abbildungen die gleichen Ho-
momorphismen auf der Homologie. Um im nächsten Schritt zu zeigen,
daß die Homologie eines Komplexes gleich der seiner baryzentrischen
Unterteilungen ist, werden wir dies auf eine spezielle Abbildung anwen-
den:

5. Schritt: Die SPERNER-Abbildung

K sei ein simplizialer Komplex,K ′ seine erste baryzentrische Un-
terteilung. Als SPERNER-Abbildung bezeichnen wir

”
die“ simpliziale

Abbildungω: (K ′)0 → K0, die jeder Eckeb(s) vonK ′ irgendeine der
Ecken vons zuordnet, sowie auch die dadurch auf den Kettengruppen
induzierte Abbildungω: C(K ′) → C(K).

Wir wollen in diesem Schritt einsehen, daß die auf der Homologie
induzierten Abbildungen

ω∗q :Hq(K ′) → Hq(K)

Isomorphismen sind. Zu diesem Zweck konstruieren wir eine Kettenab-
bildungω−: C(K) → C(K ′) derart, daßω∗q undω−

∗q für alleq zueinan-
der invers sind. Die linearen Abbildungenω−

q :Cq(K) → Cq(K ′) wer-
den induktiv konstruiert:

ω−
0 :C0(K) → C0(K ′) ist diejenige Abbildung, die jede Ecke auf sich

selbst abbildet. F̈ur q > 0 sollω−
q jedesq-Simplexs vonK abbilden auf

die Summe allerq-Simplizes vonK ′, die in s liegen. Formal erkl̈aren
wir das folgendermaßen: Für eineq-Kette c =

∑
λisi aus einem sim-

plizialen Komplex und eine EckeP , die in keinem dersi vorkommt,
definieren wir ein (q + 1)-Kette

P · c =
∑

λi P · si,

wobei P · s für ein orientiertesq-Simplexs mit EckenP0, . . . Pq das
orientierte (q + 1)-Simplex mit EckenP, P0, . . . , Pq bezeichnen soll,
also den Kegel̈ubers mit SpitzeP . Mit dieser Bezeichnung soll dann
gelten

ω−
q (s) =

def
b(s) · ω−

q−1

(
∂q(s)

)
.
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Man überzeugt sich leicht durch Induktion, daß dies eine Kettenabbil-
dung definiert, denn

∂q

(
ω−

q (s)
)

= ∂q

(
b(s) · ω−

q−1

(
∂q(s)

))

= ω−
q−1

(
∂q(s)

)
− b(s) · ∂q−1

(
ω−

q−1(∂q(s))
)

= ω−
q−1

(
∂q(s)

)
− b(s) · ω−

q−2

(
∂q−1 ◦ ∂q(s)

)

= ω−
q−1

(
∂q(s)

)
.

Ebenfalls durch Induktion folgt, daß

ωq ◦ ω−
q = idCq(K)

ist, denn f̈ur q = 0 ist dies klar, und f̈ur jedesq-Simplexs mit q > 0 ist

ωq ◦ ω−
q (s) = ωq

(
b(s) · ω−

q−1(∂qs)
)

= ω
(
b(s)
)
·
(
ωq−1 ◦ ω−

q−1

)
(∂qs)

= ω
(
b(s)
)
· ∂q(s) = s,

weil ω
(
b(s)
)

nach Konstruktion eine Ecke vons ist und∂q(s) insbeson-
dere auch das dieser Ecke gegenüberliegende Randsimplex enthält.

Die umgekehrte Gleichung

ω−
q ◦ ωq = idCq(K′)

ist offensichtlich falsch, denn natürlich kannωq nicht injektiv sein. F̈ur
unsere Zwecke genügt es aber, wenn wir anstelle der Gleichheit nur die
Ähnlichkeit der beiden Abbildungen zeigen, und die ist fastklar: Ein
Simplexs′ ausK ′ hat die Form

s′ =
〈
b(s), b(s1), . . . , b(sq)

〉
,

wobei diesi Seitensimplizes vons sind; wir definierenK ′(s′) als die
Menge aller Simplizes ausK ′, die ins liegen. Wie wir im zweiten Schritt
gesehen haben, hat dieser Komplex triviale Homologie, außerdem liegen
sowohlωq ◦ω−

q (s′) als auch idCq(K)(s
′) in K ′(s′), also sind die beiden

Abbildungenähnlich. Es folgt, daß sowohl

ω−
∗q ◦ ω∗q:Hq(K ′) → Hq(K ′)

als auch
ω∗q ◦ ω−

∗q:Hq(K) → Hq(K)
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identische Abbildungen sind, also ist

ω∗q :H∗q(K) → H∗q(K ′)

ein Isomorphismus. Durch Iteration von SPERNER-Abbildungen folgt
sofort

Satz: Für jeden simplizialen KomplexK und für jede baryzentrische
UnterteilungK (n) vonK istHq(K) ∼= Hq

(
K (n)

)
.

6. Schritt: Verfeinerungen endlicher simplizialer Komplexe

Hier kommen wir nun zu der angekündigten Verallgemeinerung des
Unterteilungsbegriffs. Dazu brauchen wir zunächst zwei neue Begriffe
aus der Theorie der simplizialen Komplexe:

Definition: K sei ein simplizialer Komplex undP sei eine Ecke vonK.
DerSternvonP ist die Vereinigung stK(P ) der Inneren aller jener Sim-
plizes ausK, dieP als Ecke haben. DerLink vonP ist die Vereinigung
lkK(P ) aller Simplizes ausstK(P ) , dieP nicht als Ecke enthalten.

Offensichtlich ist der abgeschlossene SternstK (P ) von P die geo-
metrische Realisierung eines Unterkomplexes StK(P ), und der Link
von P ist geometrische Realisierung eines Unterkomplexes LkK (P )
von StK(P ). Weiter ist StK(P ) = P · LkK(P ) ein Kegel; insbesondere
hat StK(P ) also nach dem Lemma aus dem zweiten Schritt triviale
Homologie.

Wenn der zugrundeliegende Komplex klar ist, werden wir in Zukunft
den IndexK weglassen.

Der Stern vonP ist nach Konstruktion eine offene Menge, und die
Sterne der s̈amtlichen Ecken vonK bilden eineÜberdeckung von|K|.
Verfeinerungen von Komplexen sollen nun so definiert werden, daß sie
Verfeinerungen dieser̈Uberdeckung entsprechen. Einen trivialen, aber
nützlichen Zusammenhang zwischen den Eigenschaften derÜberdek-
kungsmengen und der simplizialen Struktur des Komplexes liefert das
folgende
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Lemma: Die EckenP0, . . . , Pq eines simplizialen KomplexesK ge-
hören genau dann zu einem gemeinsamen Simplex vonK, wenn ihre
Sterne nichtleeren Durchschnitt haben.

Beweis:FallsP0, . . . , Pq zu einem gemeinsamen Simplex gehören, liegt
dessen Inneres natürlich im Stern eines jedenPi, also auch im Durch-
schnitt dieser Sterne. Enthält umgekehrt∩q

i=0st(Pi) einen PunktQ, so
muß dieser f̈ur jedesi innerer Punkt eines Simplex mit EckePi sein.
Da jeder Punkt aber nur im Innern eines einzigen Simplex ausK liegen
kann, geḧortQ zu einem Simplex, das allePi als Ecken hat.

Damit können wir nun endlich die Verfeinerungen eines Komplexes
definieren:

Definition: Ein (geometrischer) simplizialer KomplexL heißt Ver-
feinerungeines KomplexesK, in ZeichenL < K, wenn |L| = |K|
ist und wenn es zu jeder EckeP vonL eine EckeQ vonK gibt, so daß
stL(P ) in stK(Q) liegt.

Beispielsweise ist jede baryzentrische Unterteilung eineVerfeinerung;
hier erḧalt manQ ausP durch eine SPERNER-Abbildung.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daß je zwei endliche simpli-
ziale Komplexe, die die gleiche Teilmenge vonRN triangulieren, eine
gemeinsame Verfeinerung haben, und daß Verfeinerungen diegleichen
Homologiegruppen haben wie der ursprüngliche Komplex. Der hier
vorgestellt Beweis mit baryzentrischen Unterteilungen läßt sich nur f̈ur
endliche simpliziale Komplexe durchführen, ab jetzt m̈ussen wir also
Endlichkeit voraussetzen. Um dafür ein kurzes Wort zu haben, definie-
ren wir

Definition: Eine TeilmengeX ⊂ RN heißtPolyeder,wenn sie Vereini-
gung der Simplizes eines endlichen geometrischen simplizialen Kom-
plexes ist.

Ein Polyeder ist also eine Teilmenge desRN , die durch endlich viele Hy-
perebenen (mit nicht notwendigerweise gleicher Dimension) begrenzt
wird.
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Um nun zu zeigen, daß die Homologie eines Polyeders nur von diesem
selbst abḧangt, nicht aber von einer Triangulierung, brauchen wir zu-
nächst einige metrische Vorbereitungen.

Definition: DieMaschenweiteµ(K) eines endlichen simplizialen Kom-
plexesK im RN ist das Supremum der Abstände zwischen zwei Punkten
eines Simplex vonK bez̈uglich der Metrik desRN .

Lemma: µ(K) ist das Maximum der Abstände zwischen zwei Ecken
eines Simplex ausK.

Beweis:a sei der gr̈oßte Abstand zwischen zwei Ecken. Für einen be-
liebigen PunktQ aus dem Simplex seiPi die am weitesten entfernte
Ecke; dann entḧalt die Kugel mit Radiusd(Q,Pi) alle Ecken, also das
ganze Simplex, und somit ist

d(Q,R) ≤ d(Q,Pi)

für alle SimplexpunkteR. Ist Pj diejenige Ecke, die am weitesten von
Pi entfernt ist, so gilt aus dem gleichen Grund

d(Q,Pi) ≤ d(Pj , Pi),

also

d(Q,R) ≤ d(Q,Pi) ≤ d(Pj , Pi) ≤ a,

wie behauptet.

Bei der Konstruktion einer gemeinsamen Verfeinerung werden naẗurlich
die baryzentrischen Unterteilungen eine große Rolle spielen; insbeson-
dere m̈ussen wir wissen, daß ihre Maschenweite beliebig klein werden
kann. Dies folgt aus

Lemma: K sei ein geometrischer simplizialer Komplex inRN , dessen
Simplizes alle ḧochstens die Dimensionr haben. Dann ist

µ(K ′) ≤ r

r + 1
µ(K).
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Beweis:Die Maschenweite vonK ′ ist der gr̈oßte Abstand zwischen zwei
Ecken eines Simplex ausK ′; seien also zwei solche Ecken gegeben.
Nach Konstruktion vonK ′ gibt es dazu ein Simplex

s =
〈
P0, . . . , Pq

〉

vonK und ein Randsimplext von s, o.B.d.A. das vonP0 bis Pp auf-
gespannte, so daß die gegebenen Ecken die Schwerpunkteb(s) undb(t)
vons undt sind. Der Vektor zwischen den beiden Ecken ist dann

b(t) − b(s) =
1

p + 1

p∑

i=0

Pi −
1

q + 1

q∑

i=0

Pi

=

(
1

p + 1
− 1
q + 1

) p∑

i=0

Pi −
1

q + 1

q∑

i=p+1

Pi

=
q − p

(p + 1)(q + 1)

p∑

i=0

Pi −
1

q + 1

q∑

i=p+1

Pi

=
q − p

q + 1


 1
p + 1

p∑

i=0

Pi −
1

q − p

q∑

i=p+1

Pi


 .

In der Klammer steht der Verbindungsvektor zwischen einem der
Punkte des Simplex

〈
P0, . . . , Pp

〉
und einem der Punkte des Simplex〈

Pp+1, . . . , Pq

〉
, von zwei Punkten auss also, und deren Abstand kann

nicht gr̈oßer sein alsµ(K). Also ist

d
(
b(t), b(s)

)
≤ q − p

q + 1
µ(K) ≤ q

q + 1
µ(K) ≤ r

r + 1
µ(K),

wie behauptet.

Damit können wir zeigen

Lemma: Für zwei endliche simpliziale KomplexeK und L, für die
|K| = |L| ist, gibt es stets eine natürliche Zahln, so daß dien-te
baryzentrische UnterteilungK (n) vonK eine Verfeinerung vonL ist.
Insbesondere habenK undL eine gemeinsame VerfeinerungM .
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Beweis:Die Sterne der EckenP vonL bilden eine offenëUberdeckung
von |L| = |K|. Da |L| wegen der Endlichkeit vonL eine kompakte
Teilmenge einesRN ist, gibt es zu dieser̈Uberdeckung eine LEBESGUE-
Zahlδ derart, daß jede offene Teilmenge vonRN mit einem Durchmesser
kleinerδ in einerÜberdeckungsmenge liegt. Aus dem gerade gezeigten
Lemma folgt, daß wir eine Zahln finden k̈onnen, so daßµ(K (n)) < δ/2
ist. Da der Durchmesser eines Sterns höchstens gleich der doppelten
Maschenweite sein kann, istK (n) eine Verfeinerung vonL und erst
recht naẗurlich vonK.

Satz: Für zwei endliche geometrische simpliziale KomplexeK undL
mit |K| = |L| sindHq(K) undHq(L) isomorph f̈ur alleq.

Beweis:Da L undK eine gemeinsame Verfeinerung haben, können
wir uns auf den FallL < K beschr̈anken. Dann l̈aßt sich leicht eine
simpliziale AbbildungL→ K angeben: Man ordnet einfach jeder Ecke
P ∈ L0 eine EckeQ ∈ K0 zu derart, daß stL(P ) ⊂ stK(Q) ist. Diese
Abbildung definiert Homomorphismen

τ (L,K)q:Hq(L) → Hq(K)

für alleq, und diese ḧangen nur vonL,K undq ab, nicht von der simpli-
zialen AbbildungL → K, denn je zwei solche Abbildungen sindähn-
lich, da st(Q) und st(Q′) nur dann einen nichtleeren Durchschnitt haben
können, wennQQ′ eine Kante vonK ist. Sei nunn so geẅahlt, daßK (n)

eine Verfeinerung vonL ist. Dann istK (n) < L < K, und wegen der
Eindeutigkeit vonτ ist einerseitsτ (K (n),K)q = τ (L,K)q◦τ (K (n), L)q,
andererseits aber wirdτ (K (n),K)q von einer Iteration von SPERNER-
Abbildungen induziert, ist also ein Isomorphismus. Damit ist auch
τ (L,K)q ein Isomorphismus, und der Satz ist bewiesen.

7. Schritt: Simpliziale Approximation von Abbildungen

Wir wissen nun, daß die Homologie eines Polyeders nicht von dessen
Triangulierung abḧangt, sondern nur vom Polyeder selbst. Wir wis-
sen aber noch nicht, daß zueinander homöomorphe Polyeder wie etwa
der Würfel und das Tetraeder beide die gleiche Homologie haben, und
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wir können daher insbesondere noch nicht von
”
der“ Homologie der

Vollkugel oder eines anderen krummlinig begrenzten Körpers sprechen.
Diese letzte L̈ucke schließt der siebte Schritt, in dem wir stetigen Abbil-
dungen zwischen Polyedern simpliziale Abbildungen zwischen deren
Triangulierungen und damit Homomorphismen zwischen den Homolo-
giegruppen zuordnen und zeigen, daß einem Homöomorphismus Iso-
morphismen der Homologiegruppen zugeordnet werden.

Definition: K undL seien simpliziale Komplexe. Eine simpliziale Ab-
bildungϕ:K0 → L0 heißtsimpliziale Approximationder stetigen Ab-
bildung f : |K| → |L|, wenn f̈ur jeden Punktx ∈ |K| die Bildpunkte
f (x) und|ϕ|(x) in einem gemeinsamen Simplex vonL liegen.

Lemma: Jede stetige Abbildungf : |K| → |L| zwischen zwei kom-
pakten Polyedern hat eine simpliziale Approximationϕ:K (n) → L für
hinreichend großesn.

Beweis: U = {stL(P )
∣∣ P ∈ L0} ist eine offeneÜberdeckung

von |L|. Die Urbilder derÜberdeckungsmengen unterf bilden eine
offene Überdeckung der kompakten Teilmenge|K| von RN ; deren
LEBESGUE-Zahl seiδ. Wie im letzten Schritt gibt es dann einn, so
daßµ(K (n)) < δ/2 ist, und wir k̈onnen eine Abbildungϕ:K (n)

0 → L0
definieren, indem wirP ∈ K0 abbilden auf irgendeinQ ∈ L0 mit

stK(n) (P ) ⊂ f−1
(
stL(Q)

)
.

Dies ist eine simpliziale Abbildung, denn sindP0, . . . , Pq Ecken eines
Simplex ausK (n), so haben die Sterne stK(n) (P ) nichtleeren Durch-
schnitt, und dieser Durchschnitt liegt im Durchschnitt derUrbilder
f−1

(
stL(ϕ(Pi))

)
, so daß auch dieser Durchschnitt und damit der Durch-

schnitt der stL
(
ϕ(Pi)

)
nicht leer ist; dieϕ(Pi) sind also Ecken eines

Simplex ausL.

Schließlich istϕ auch eine simpliziale Approximation vonf , denn
liegt x ∈ |K| im vonP0, . . . , Pq aufgespannten Simplex, so liegtx im
Durchschnitt der Sterne derPi inK (n), also liegtf (x) nach Konstruktion
von ϕ im Durchschnitt der Sterne derϕ(Pi) in L, also im Simplex,
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das vonϕ(P0), . . . ϕ(Pq) aufgespannt wird, und genau dort liegt nach
Konstruktion auch|ϕ|(x).

Satz: Zu jeder stetigen Abbildungf :X → Y zwischen zwei Polyedern
gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen

f∗q:Hq(X) → Hq(Y )

für alle q. Ist g:Y → Z eine weitere stetige Abbildung nach einem
PolyederZ, so ist (g ◦ f )∗q = g∗q ◦ f∗q. Ist f ein Hom̈oomorphismus,
so sind allef∗q Isomorphismen.

Beweis:K,L seien simpliziale Komplexe, dieX undY triangulieren,
undϕ:K (n) → L sei eine simpliziale Approximation vonf . Wir setzen
f∗q = ϕ∗q und m̈ussen zeigen, daß diese Abbildungen nicht vonK, L,
n undϕ abḧangen.

Die Unabḧangigkeit vonϕ bei gegebenemK, L undn ist klar: Zwar
ist die Definition vonϕ im obigen Beweis alles andere als eindeutig,
aber zwei verschiedene Wahlen vonϕ sind benachbart und liefern da-
her die gleichen Homomorphismen auf der Homologie. Auch dieUn-
abḧangigkeit vonn folgt dann sofort, da man mit SPERNER-Abbildungen
leicht von einemn zu einem gr̈oßeren kommen kann.

Ersetzt manK undL durch andere Triangulierungen, so haben diese
nach den Ergebnissen des letzten Schritts gemeinsame Verfeinerungen
mit K beziehungsweiseL, es gen̈ugt also, eine Verfeinerung̃K vonK
und eine Verfeinerung̃L vonL zu betrachten und zu zeigen, daß eine
simpliziale Approximationψ : K̃ (m) → L̃ die gleichen Homomorphis-
men definiert. Dies ist aber klar nach dem letzten Schritt.

Die Formel (g ◦ f )∗q = g∗q ◦ f∗q ist ebenfalls (ziemlich) klar, und
da die Identiẗaten aufX und Y naẗurlich identische Abbildungen auf
den Homologiegruppen induzieren, folgt auch, daß Homöomorphismen
zwischen topologischen R̈aumen Isomorphismen zwischen den Homo-
logiegruppen induzieren.

Damit können wir definieren



 Topologie und Gleichgewichte

Definition: Falls es zu dem topologischen RaumX einen abstrakten
simplizialen KomplexK gibt, so daßX homöomorph zu|K| ist, definie-
ren wir dieq-te Homologiegruppe vonX als

Hq(X) =
def
Hq(K).

Ist Y ein weiterer topologischer Raum, der homöomorph zur topo-
logischen Realisierung eines simplizialen KomplexesL sei, und ist
f :X → Y eine stetige Abbildung, so definieren wir lineare Abbil-
dungen

f∗q:Hq(X) → Hq(Y )

wie folgt: |K| und|L| seien geometrische Realisierungen vonK undL;
dann gibt es Hom̈oomorphismenρ: |K| → X und σ:Y → |L|, die
zusammen mitf eine stetige Abbildung

g = σ ◦ f ◦ ρ : |K| → |L|
ergeben. Diese Abbildung hat nach dem gerade bewiesenen Satz eine
simpliziale Approximationϕ:K (n) → L, und wir setzenf∗q = ϕ∗q.

Man kann sich leicht (wenn auch umständlich) davon̈uberzeugen, daß
f∗q nur vonf abḧangt.

Die GruppenHq(X) sind für kompaktesX bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt, und das soll uns ausreichen. Mit etwas mehr Aufwand kann
man f̈ur beliebige topologische R̈aume Homologiegruppen definieren,
wobei man zeigen kann, daß sie für kompakte triangulierbare Räume
mit den hier definierten̈ubereinstimmen.

Natürlich kann man die Homologiegruppen eines kompakten trian-
gulierbaren topologischen RaumsX auch dadurch ausrechnen, daß
man einen geometrischen simplizialen KomplexK betrachtet mit|K|
homöomorph zuX und dann die Homologie vonK berechnet.

Korollar: Für jede Triangulierung des Torus mite Ecken,k Kanten
undf Dreiecken iste− f + k = 0.



Kapitel 7
Anwendungen der Homologietheorie

Als erste und elementarste Anwendung möchte ich zeigen, daß Di-
mensionen zumindest bei

”
gutartigen“ topologischen R̈aumen nur von

der Hom̈oomorphieklasse des Raums abhängen. Beginnen wir mit den
Spḧaren. Dien-Spḧare Sn läßt sich triangulieren durch einen Kom-
plex K, der aus den s̈amtlichen Randsimplizes eines (n + 1)-Simplexs
besteht. IstL der Komplex, der zus̈atzlich auch noch das Simplexs
entḧalt, so hatL nach dem Korollar aus Schritt 2 im vorigen Para-
graphen triviale Homologie. F̈ur q < n ist aberHq(K) = Hq(L), denn
K undL haben f̈ur i ≤ n genau die gleicheni-Ketten, und auch die
Randoperatoren sind gleich. Für q = n ist in L wegen dessen triv-
ialer HomologieZn(L) = Bn(L), d.h.Zn(L) wird erzeugt vom Rand
∂s von s. DaZn(L) = Zn(K) ist, K aber keinen-Ränder hat, ist also
Hn(K) ∼= Z und wir erhalten

Lemma: Die n-SpḧareSn hat für n ≥ 1 die Homologiegruppen

Hq(Sn) =
{

Z für q = 0 undq = n
0 sonst.

Korollar: Die SpḧarenSn und Sm sind nur dann hom̈oomorph, wenn
n = m ist.

Beweis:Falls zwei topologische R̈aume hom̈oomorph sind, haben sie
isomorphe Homologiegruppen; dies ist aber für Spḧaren positiver Di-
mension nach dem Lemma nur für n = m möglich. Die 0-Spḧare kann
zu keiner Spḧare positiver Dimension hom̈omorph sein, da sie endlich
(und auch nicht zusammenhängend) ist.
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Korollar: Rn undRm sind für n 6= m nicht hom̈oomorph.

Beweis:Wären Rn und Rm isomorph, so ẅaren es auch ihre ALE-
XANDROFF-Kompaktifizierungen (s. 6. Übungsblatt, Aufgabe 1). Die
ALEXANDROFF-Kompaktifizierung vonRn mit n > 0 ist aber dien-
SpḧareSn: Identifiziert man den NordpolN vonSn mit dem Punkt∞,
so wird Sn \ {N} über die stereographische Projektion homöomorph
zu Rn. Damit folgt die Behauptung für positivesn aus dem gerade
bewiesenen Lemma, undR0 als einpunktige Menge kann natürlich nicht
homöomorph zu einem anderenRn sein.

Dieses Korollar l̈aßt sich leicht dahingehend verallgemeinern, daß man
für größere Klassen topologischer Räume einen unter Hom̈oomorphie
invarianten Dimensionsbegriff erklären kann; f̈ur uns sind jedoch andere
Fragen wichtiger, so daß ich nicht näher darauf eingehen m̈ochte.

Eine zweite wichtige Anwendung der Homologietheorie sind Fixpunkt-
sätze. Ein m̈oglicher Zugang dazu ist der HOPFsche Spursatz, der den EU-
LERschen Polyedersatz verallgemeinert. Um ihn zu formulieren, müssen
wir zunächst f̈ur Homomorphismen von abelschen Gruppen eine Spur
definieren,ähnlich zur Spur einer linearen Abbildung zwischen Vek-
torräumen. Da wir uns auf endliche Komplexe beschränken, reicht es,
diese Spur f̈ur endlich erzeugbare abelsche Gruppen zu definieren; sei
alsoA eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe, und seif :A → A
ein Homomorphismus. Weiter sei{v1, . . . , vr} eine maximale linear
unabḧangige Teilmengen vonA. Dann sind dief (vi) nicht notwendi-
gerweise darstellbar als Linearkombinationen dervi, dennf (vi) könnte
endliche Ordnung haben, also schon für sich alleine linear abḧangig
sein. Auf jeden Fall ist aber ein ganzzahliges Vielfachesnif (vi) eine
Linearkombination dervi, denn sonst ẅare{v1, . . . , vr, f (vi)} eine li-
near unabḧangige Menge. Daher können wir schreiben

nif (vi) =
r∑

j=1

aijvj .

Falls f (vi) endliche Ordnung hat, ist dabei natürlich nif (vi) = 0, also
verschwindetaij = 0 für alle j. Offensichtlich sind die Quotienten
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cij = aij/ni unabḧangig von der Wahl vonni, die Matrix (cij) hängt
also nur ab vonf und wir bezeichnen ihre Spur als Spur vonf :

Spur(f ) =
def

r∑

i=1

cii =
r∑

i=1

aii/ni .

Dies ist gerade die Spur jener Abbildung̃f , die ausf entsteht durch
Fortsetzung auf denR-Vektorraum mit Basis{v1, . . . , vr}, sie entspricht
also dem, was wir aus der linearen Algebra gewohnt sind. Aus diesem
Grund ist sie auch unabhängig von der Wahl dervi, denn die Spur
einer linearen Abbildung zwischen Vektorräumen ist die Summe der
Eigenwerte dieser Abbildung und damit unabhängig von der Basis.

Definition: f :X → X sei eine stetige Selbstabbildung des kompakten
triangulierbaren RaumsX, undf∗q seien die auf der Homologie vonX
induzierten linearen Abbildungen. Die LEFSCHETZ-Zahl vonf ist

Λ(f ) =
∑

q≥0

(−1)qSpur(f∗q).

In völliger Analogie zum Beweis des EULERschen Polyedersatzes folgt
nun der

Spursatz vonHOPF: ϕ: C(K) → C(K) sei eine simpliziale Selbstab-
bildung des endlichen simplizalen KomplexesK. Dann ist

∑

q≥0

(−1)qSpur(ϕq) = Λ(|ϕ|).

Beweis:Zunächsẗuberlegt man sich leicht, daß jeder Homomorphismus
abelscher Gruppenh:A → A, der die UntergruppeB auf sich selbst
abbildet, ein Homomorphismus̄h:A/B → A/B induziert und daß gilt

Spur(h) = Spur(h|B) + Spur(̄h).

Nun geht alles genauso weiter wie beim EULERschen Polyedersatz: Da
Zq(K) der Kern von∂q ist undBq−1(K) das Bild, ist

Cq(K)/Zq(K) ∼= Bq−1(K),
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also
Spur(ϕq) = Spur(ϕq|Zq (K)) + Spur(ϕq−1|Bq−1(K)),

und auf Grund der DefinitionHq(K) = Zq(K)/Bq(K) ist

Spur(ϕq|Zq (K)) = Spur(ϕ∗q ) + Spur(ϕq|Bq (K))

= Spur(|ϕ|∗q) + Spur(ϕq|Bq (K)).

Mithin ist

Spur(|ϕ|∗q) = Spur(ϕq) − Spur(ϕq−1|Bq−1(K)) − Spur(ϕq|Bq (K)),

wobei formalB−1(K) = 0 zu setzen ist. Bildet man die alternierende
Summe, so heben sich wegenBn(K) = 0 die Spuren auf den Gruppen
der R̈ander gerade weg, womit die Behauptung gezeigt wäre.

Der folgende Satz erlaubt es in vielen Fällen, die Existenz eines Fix-
punkts zu zeigen:

Satz: Falls die stetige Selbstabbildungf :X → X des kompakten tri-
angulierbaren RaumsX keinen Fixpunkt hat, istΛ(f ) = 0.

Beweis:K sei ein geometrischer simplizialer Komplex, derX trian-
guliert, undg sei die durch den Hom̈oomorphismusX → |K| induzierte
stetige Selbstabbildung|K| → |K|. Dann hat auchg keinen Fixpunkt,
für jeden PunktP ∈ |K| ist also der Abstandd

(
P, g(P )

)
positiv. Da

|K| kompakt ist, gibt es daher eine Zahlǫ > 0, so daßd
(
P, g(P )

)
≥ ǫ

für alleP ∈ |K|. Indem wir zu einer baryzentrischen Unterteilung von
K übergehen, k̈onnen wir o.B.d.A. annehmen, daß die Maschenweite
vonK kleiner alsǫ/3 ist.

Wie wir aus dem letzten Paragraphen wissen, hatg für hinreichend
großesr eine simpliziale Approximationϕ:K (r) → K, und damit gibt
es auch Gruppenhomomorphismen

ϕq:Cq(K (r)) → Cq(K).

Im fünften Schritt der Konstruktion in Kapitel 6 haben wir zur SPERNER-
Abbildung ω:K ′ → K eine KettenabbildungCq(K) → Cq(K ′)
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definiert, die im wesentlichen jedem Simplex die Summe seiner Un-
terteilungssimplizes zuordnet; wenn wir mitr solchen Abbildungen
schachteln, erhalten wir ausϕ eine Kettenabbildungψ: C(K) → C(K),
die auf der Homologie diesselbe Abbildung induziert wieϕ. Wir wollen
einsehen, daß Spur(ψq) für alle q verschwindet; daraus folgt dann
naẗurlich sofort die Behauptung des Satzes.

Sei alsot einq-Simplex ausK undP ein Punkt aust. Da die Maschen-
weite vonK kleiner alsǫ/3 ist undϕ die Abbildungg simplizial ap-
proximiert, istd

(
|ϕ|(P ), g(P )

)
< ǫ/3. Andererseits ist nach Definition

vonǫ der Abstandd
(
P, g(P )

)
> ǫ, alsod

(
P, |ϕ|(P )

)
> 2ǫ/3. Für einen

beliebigen PunktQ aust, dessen Abstand vonP ja höchstensǫ/3 sein
kann, ist also immer nochd

(
Q, |ϕ|(P )

)
> ǫ/3, daher ist|ϕ|(t) ∩ t = ∅.

Damit ist auch f̈ur jedes Simplexs ausK (r), das int liegt, |ϕ|(s)∩ t = ∅,
also istϕq(s) 6= t und t tritt nicht auf in der Ketteψq(t), die ja gerade
die Summe derϕq(s) ist. Also kommt kein Simplext ausK in ψq(t)
vor, der entsprechende Koeffizient in der Diagonale der Matrix von ψq

ist also stets Null, und damit verschwindet auch die Spur vonψq, wie
behauptet.

Als unmittelbare Anwendung erhalten wir den

Fixpunktsatz von BROUWER: Jede stetige Abbildungf : Bn → Bn der
Kugel auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:Da Hq(Bn) = 0 für q > 0, ist Λ(f ) gleich der Spur vonf∗0

aufH0(Bn) ∼= Z. Ist aberϕ:K (r) → K eine simpliziale Approximation
von f , so wirdH0(K) erzeugt von der Homologieklasse irgendeiner
EckeP ausK, undϕ∗0([P ]) = [ϕ0(P )] = [P ], da je zwei Ecken durch
einen Kantenzug inK verbunden werden k̈onnen. Daher istϕ∗0 die
Identiẗat und hat somit Spur eins, also istΛ(f ) = 1 von Null verschieden,
und der Satz folgt aus dem davor bewiesenen.

Auch für die Spḧare istH0(Sn) ∼= Z, und f̈ur jede Abbildungf : Sn → Sn

ist f∗0 die Identiẗat, hat also Spur eins. Die einzige weitere nichttriviale
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Homologiegruppe istHn(Sn) ∼= Z; sie wird erzeugt von der Klassec
der Summe allern-Simplizes eines Komplexes, derSn trianguliert.

Definition: Der Grad deg(f ) einer stetigen Abbildungf : Sn → Sn ist
jene ganze Zahl, für dief∗n(c) = deg(f ) · c ist.

Dann folgt naẗurlich sofort

Satz: Die LEFSCHETZ-Zahl einer stetigen Abbildungf : Sn → Sn ist
Λ(f ) = 1 + (−1)n deg(f ); falls f keinen Fixpunkt hat, ist also deg(f ) =
(−1)n+1.

Ein einfaches Beispiel einer fixpunktfreien Abbildungf : Sn → Sn

ist die Antipoden-Abbildung,die jedem Punkt sein Bild unter der
Spiegelung am Mittelpunkt der Kugel zuordnet. Diese Abbildung hat
offensichtlich keinen Fixpunkt aufSn, ihr Grad ist also (−1)n+1.

Satz: Eine stetige Abbildungf : Sn → Sn mit deg(f ) 6= 0 ist surjektiv.

Beweis:Angenommen,f sei nicht surjektiv. Daf (Sn) auf jeden Fall
kompakt ist, gibt es dann eine abgeschlossene TeilmengeA ⊂ Sn mit
positivem Durchmesserδ, so daßA nicht im Bild liegt. Der Komplex
K sei eine Triangulierung vonSn mit Maschenweite kleinerδ/3, und
c sei die Summe allern-Simplizes ausK. Dann folgt genau wie beim
Beweis, daßΛ(f ) = 0 für fixpunktfreie Abbildungen, daß es inA ein
n-Simplex gibt, das nicht in der Kettef∗n(c) auftritt. Da f∗n(c) aber
jedesn-Simplex mit gleicher Vielfachheit enthält, mußf∗n(c) = 0 sein,
also deg(f ) = 0, wie behauptet.

Als Beispiel k̈onnen wir etwa ein Polynomn-ten Grades

f (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0, an 6= 0

mit komplexen Koeffizientenai betrachten. Die dadurch definierte Ab-
bildung f : C → C läßt sich fortsetzen zu einer stetigen Abbildung
f̂ : Ĉ → Ĉ der RIEMANNschen Zahlenkugel̂C = C ∪ {∞}; diese
wiederum ist hom̈oomorph zuS2. Falls wir nun ẅußten, daß deg(̂f ) 6= 0
ist, würde folgen, daß̂f surjektiv ist, insbesondere würde also der Wert
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Null angenommen, und das bedeutet wegenf̂ (∞) = ∞, daßf eine
Nullstelle hat – wir ḧatten also den Fundamentalsatz der Algebra be-
wiesen.

Für das spezielle Polynomf (z) = anz
n können wir den Grad leicht aus-

rechnen: Da die Gleichungzn = w/an fürw 6= 0 genaun Lösungen hat,
ist in diesem Fall deg(f ) = n. Für ein beliebiges Polynomn-ten Grades
können wir nur dann so argumentieren, wenn wir den Fundamentalsatz
der Algebra voraussetzen; für seinen Beweis m̈ussen wir uns also etwas
anderes einfallen lassen.

Die neue Idee ist folgende: Wir können ein beliebiges Polynom

f = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0

vom Gradn deformieren in das spezielle Polynomanz
n durch die

Abbildung

F :

{
[0,1] × C → C

(t, z) 7→ tanz
n + (1− t)f (z),

für dieF (0, z) = f (z) undF (1, z) = anz
n ist für allez. Diese Abbildung

kann fortgesetzt werden zu einer stetigen Abbildung

F : [0,1] × Ĉ → Ĉ ,

wobeiF (t,∞) = ∞ für alle t: Um deren Stetigkeit in∞ zu zeigen,
können wir einfach die Kugel am̈Aquator spiegeln und dadurch∞ mit
Null vertauschen; die Funktion, deren Stetigkeit im Nullpunkt für allet
dann nachzurechnen ist, ist

G(t, w) =
1

tanw
−n + (1− t)f (1/w)

=
wn

an + (1− t)(an−1w + · · · + a0w
n)
,

und diese Funktion ist wegenan 6= 0 in der Tat stetig in der Umgebung
eines jeden Punktes (t,0).

Wenn wir zeigen k̈onnen, daß sich der Grad bei einer solchen Deforma-
tion nicht ändert, ist der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen. Diese
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Invarianz des Grades wollen wir gleich etwas allgemeiner beweisen;
der Homotopiebegriff, den wir dazu einführen, wird uns auch noch für
andere Anwendungen nützlich sein.

Definition: Zwei stetige Abbildungenf, g:X → Y zwischen zwei
topologischen R̈aumenX undY heißenhomotop,in Zeichenf ≃ g,
wenn es eine stetige AbbilungF : [0,1] × X → Y gibt, so daß gilt:
F (0, x) = f (x) undF (1, x) = g(x) für allex ∈ X.

Satz: X und Y seien kompakte triangulierbare topologische Räume,
und f, g:X → Y seien zueinander homotope stetige Abbildungen.
Dann istf∗q = g∗q für alleq.

Beweis:Wir können o.B.d.A. annehmen, daßX undY Polyeder sind;
sie seien gegeben durch die geometrischen simplizialen KomplexeK
undL. Weiter seiδ die LEBESGUE-Zahl zurÜberdeckung vonY durch
die Sterne der Ecken vonL; da die AbbildungF : [0,1]×X → Y stetig
ist auf einer kompakten Menge, ist sie gleichmäßig stetig, es gibt also
ein ǫ > 0, so daß gilt

|t2 − t1| < ǫ⇒ |F (x, t2) − F (x, t1)| < δ/3 für allex ∈ X.

Wir wählen eine Unterteilung

0 = t0 < t1 < · · · < tr = 1

des Einheitsintervalls derart, daß|ti − ti−1| < ǫ für i = 1, . . . , n und
setzenfi(x) = F (ti, x) für allei. Naẗurlich gen̈ugt es, wenn wir zeigen,
daß (fi−1)∗q = (fi)∗q für allei undq.

Setzen wir der Einfachheit halberh = fi−1 undk = fi; nach Konstruk-
tion ist |k(x) − h(x)| < δ/3 für allex.

Die Behauptung, daßh∗q = k∗q für alleq, folgt naẗurlich sofort, wenn
wir wissen, daßh undk eine gemeinsame simpliziale Approximation
haben, und genau das soll nun gezeigt werden:

Q1, . . . , Qℓ seien die Ecken vonL. Dann haben wir zu jedemQi den
Stern st(Qi) , und darin die offene Teilmenge

Vi = {Q ∈ Y
∣∣ d
(
Q, |L| \ st(Qi)

)
> δ/3},
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die aus allen jenen Punkten des Sterns besteht, die einen hinreichend
großen Abstand vom Rand des Stern haben. DieVi sind immer noch
groß genug, um ganzY zu überdecken: Ist n̈amlichQ ein beliebiger
Punkt vonY , so hat die abgeschlosseneδ/3-Umgebung vonQ einen
Durchmesser kleinerδ, liegt also nach Wahl vonδ ganz in einem der
Sterne st(Qj) , und ihr MittelpunktQ hat somit mindestens den Abstand
δ/3 von jedem Punkt ausY , der nicht in st(Qj) liegt.

Da dieVi somit eineÜberdeckung vonY bilden, bilden ihre Urbilder
h−1(Vi) eine offeneÜberdeckung vonX; deren LEBESGUE-Zahl seiǫ.
Dazu gibt es, wie wir im letzten Paragraphen gesehen haben, eine
baryzentrische UnterteilungK (n) von K, deren Maschenweite klei-
ner ist alsǫ. Wir approximierenh durch eine simpliziale Abbildung
ϕ:K (n) → L, die jeder EckeP ausK (n) irgendeine EckeQi von L
zuordnet, so daß st(P ) ⊂ h−1(Vi) ist. Diese Abbildung ist auch eine
simpliziale Approximation vonk, denn dah(P ) undϕ(P ) beide inVi

liegen undk(P ) höchstens den Abstandδ/3 vonh(P ) hat, liegt auch
k(P ) im Stern vonQi = ϕ(P ). Damit ist der Satz bewiesen.

Damit zur̈uck zum Fundamentalsatz der Algebra: Ein Polynom

f (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0, an 6= 0

vom Gradn, aufgefaßt als Funktion auf der RIEMANNschen Zahlenkugel,
ist – wie wir schon vor der Definition des Homotopiebegriffs gesehen
haben – homotop zur Abbildungz 7→ anz

n vom Gradn, hat also auch
topologisch den Gradn 6= 0 und ist somit surjektiv. Insbesondere folgt
der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom positiven Grades mit
komplexen Koeffizienten hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Doch nun zu den eigentlichen Anwendungen der Homotopie! Alserstes
erlaubt sie es uns, eine größere

”
Deformationsinvarianz“ der Homologie

zu zeigen, als wir sie bislang kennen:
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Definition: Zwei topologische R̈aumeX undY heißenahomotop,in
ZeichenX ≃ Y , falls es stetige Abbildungenf :X → Y undg:Y → X
gibt, so daßg ◦ f homotop zur Identiẗat vonX ist undf ◦ g homotop
zur Identiẗat vonY . Ein topologischer RaumX heißtzusammenziehbar,
wenn er homotop zum einpunktigen topologischen Raum ist.

Falls wir anstelle der Homotopie zur Identität Gleichheit verlangt ḧatten,
wäre dies gerade die Definition der Homöomorphie, Hom̈oomorphie ist
also ein Spezialfall der Homotopie. Homotopie ist allerdings sehr viel
allgemeiner; beispielsweise gilt

Lemma: Die n-dimensionale VollkugelBn ist zusammenziehbar.

Beweis:f sei die Identiẗat von

Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ x2

1 + · · · + x2
n ≤ 1},

undg sei die konstante Abbildung, die jeden Punkt auf den Nullpunkt
abbildet. Dann istf ◦ g die Identiẗat auf der einpunktigen Menge, und
g ◦ f = g ist homotop zur Identiẗat aufBn via F (t, x) = tx.

Genausöuberlegt man sich leicht, daß auch jederRn zusammenziehbar
ist, nicht aber beispielsweise eine Sphäre, denn natürlich gilt

Satz: Homotope topologische R̈aume haben isomorphe Homologie-
gruppen; insbesondere haben zusammenziehbare topologische R̈aume
triviale Homologie.

Dieser Satz l̈aßt sich ḧaufig anwenden, um die Berechnung von Homo-
logiegruppen zu vereinfachen. Betrachten wir etwa den Zylinder und
das MOEBIUSband. Beide sind definiert als Quotienten des Quadrats,
das wir hier am besten in der Form

Q = [0,1] × [− 1
2,

1
2]

darstellen; f̈ur den Zylinder wird der Punkte (0, y) identifiziert mit (1, y),
für das Moebiusband mit (1,−y). Beide topologische R̈aume enthalten
die Kreislinie als die durchy = 0 definierte Teilmenge, und beide sind
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homotop zur Kreislinie, wie man sich leichtüberzeugt anhand der Ab-
bildung

F
(
t, (x, y)

)
= (x, ty).

Also haben beide R̈aume dieselbe Homologie wieS1, die nullte und
erste Homologiegruppe sind also isomorph zuZ, und alle anderen sind
Null.

Eine weitere Anwendung des gerade bewiesenen Satzes ist eine Verall-
gemeinerung des BROUWERschen Fixpunktsatzes:

Satz: Für ein zusammenziehbares PolyederX hat jede stetige Abbil-
dungf :X → X mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:DaX zusammenziehbar ist, istH0(X) ∼= Z, und alle ḧoheren
Homologiegruppen verschwinden. Also können wir ẅortlich genauso
argumentieren wie beim BROUWERschen Fixpunktsatz.

Zum Abschluß betrachten wir noch eine weitere Anwendung derHo-
motopie auf Abbildungen von Sphären, die auch wieder vor allem für
die Algebra interessant ist. Ausgangspunkt dazu ist der

Satz: Für gerade Dimensionenn gibt es keine stetige Abbildung
f : Sn → Sn derart, daß die Ortsvektoren vonx und f (x) für jeden
Punktx ∈ Sn aufeinander senkrecht stehen.

Beweis:Angenommen, es gäbe eine solche Abbildungf . Wir betrachten
Sn als Einheitskugel inRn+1. Dann hat der Vektor

F (t, x) = (1− t)f (x) + tx ∈ Rn+1

die Länge (1− t)2 + t2 > 0,

G(t, x) =
F (t, x)
|F (t, x)|

liegt also in Sn und vermittelt eine Homotopie zwischenf und der
Identiẗat. Da die Identiẗat den Grad eins hat, ist auch

deg(f ) = 1 6= (−1)n+1,
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f hat also mindestens einen Fixpunkt, was wegen der Orthogonalit ät
vonx undf (x) absurd ist.

Im Spezialfalln = 2 formuliert man dieses Resultat auch gelegentlich
als

Satz vom Igel: Einen Igel kann man nicht kämmen.

In der Tat: Könnte man ihn k̈ammen, so ẅaren die Stacheln in jedem
Punkt parallel zur Schale, stünden also senkrecht auf dem Ortsvektor,
und wir ḧatten eine der Abbildungen, deren Nichtexistenz wir gerade
gezeigt haben.

Für ungeradesn ist

f :






Sn → Sn

(x0, x1, . . . , x2j , x2j+1, . . . , xn−1, xn)
7→ (−x1, x0, . . . ,−x2j+1, x2j , . . . ,−xn, xn−1)

eine Abbildung, f̈ur diex undf (x) in jedem Punkt aufeinander senk-
recht stehen, hier gibt es also solche Abbildungen. Für die Algebra sehr
interessant ist die Frage, ob es vielleicht sogarn Funktionenf1, . . . , fn

aufSn gibt, so daß allefi(x) senkrecht stehen aufx und auf allenfj(x)
für j 6= i. In diesem Fall nennen wirSn parallelisierbar.Geometrisch
betrachtet bilden diefi(x) in diesem Fall in jedem Punktx ∈ Sn eine
Basis des Tangentialraums (den ich hier nicht definieren möchte).

Man kann leicht zeigen, daßS1,S3 und S7 parallelisierbar sind, denn
für n = 1,3 und 7 lassen sich aufRn+1 eine

”
Multiplikation“ und eine

”
Division“ erklären: F̈ur R2 ist das die komplexe Multiplikation, für
n = 4 die (nicht mehr kommutative) Multiplikation der HAMILTON schen
Quaternionen, und für n = 8 die (nicht einmal mehr assoziative) Multi-
plikation der CAYLEY schen Oktaven. Allgemein wollen wir unter einer
Multiplikation eine bilineare Abbildung·: Rn+1×Rn+1 → Rn+1 verste-
hen mit der Eigenschaft, daß man durch jedes Element ungleich Null
sowohl von links als auch von rechts dividieren kann

Gibt es eine solche Multiplikation, und ist{e0, . . . , en} eine Basis von
Rn+1, wobei o.B.d.A.e0 = 1 sei, so sind f̈ur jeden Punktx ∈ Sn ⊂ Rn+1
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die Vektoreneix linear unabḧangig voneinander, denn ist
n∑

i=0

λi ei · x = 0

für irgendwelcheλi ∈ R, so k̈onnen wir durchx dividieren und erhalten∑
λiei = 0, was naẗurlich nur für λi = 0 möglich ist. Also bilden die

eix für jedesx eine Basis, die wir orthonormalisieren können zu einer
Orthonormalbasis{f0(x), . . . , fn(x)}, für die immer nochf0(x) = x ist
undfi(x) stetig abḧangt vonx. Also folgt

Satz: S1,S3 undS7 sind parallelisierbar.

Umgekehrt folgt auch aus der Nichtparallelisierbarkeit von Sn für gera-
desn > 0 (Was passiert f̈ur n = 0?)

Satz: Für ungeradesn > 1 kann man aufRn keine Multiplikation
erklären, zu der es auch eine Division gibt. Insbesondere läßt sich auf
R3 keine solche multiplikative Verkn̈upfung erkl̈aren.

Denn wenn es eine solche Verknüpfung g̈abe, k̈onnten wir wie oben
argumentieren und die Parallelisierbarkeit vonSn−1 zeigen, obwohl es
tats̈achlich nicht einmal eine einzige Funktionf (x) gibt, so daßf (x)
stets senkrecht aufx steht.

Für geradesn kennen wir die Gegenbeispielen = 2,4 und 8, und
damit muß die Algebra passen. Auf dertopologischenSeite konnte aber
HOPF 1940 zeigen, daß Sn nur dann parallelisierbar sein kann, wenn
n + 1 eine Zweierpotenz ist, und 1958 bewiesen KERVAIR und MILNOR

unabḧangig voneinander, daß sogarn = 1,3 oder 7 sein muß. Damit ist
mit topologischen Methoden gezeigt, daß es außer den drei bekannten
keine weiteren Fortsetzungen der reellen Multiplikation auf einenRn

geben kann.



Kapitel 8
Der Fixpunktsatz von Kakutani
Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, daß topologische Fixpunkts̈atze
eine ganze Reihe von Anwendungen auf Probleme der Algebra, Ge-
ometrie und Analysis haben. Was uns in dieser Vorlesung besonders
interessiert sind allerdings Anwendungen auf Gleichgewichte in einer
Volkswirtschaft oder bei Spielen, und dazu reichen die bislang bewiese-
nen S̈atze nicht aus. Das Hauptproblem besteht darin, daß beispielsweise
ein Teilnehmer an einer Volkswirtschaft praktisch immer mehr als eine
mögliche Strategie verfolgen kann; welche Strategien in Frage kommen,
hängt beispielsweise ab vom Preisgefüge des betrachteten Systems.

Zur Modellierung einer solchen Situation reichen topologische R̈aume
und stetige Abbildungen nicht aus: Die möglichen Strategien und auch
die Preisniveaus lassen sich zwar in vielen Fällen als Punkte einer Teil-
menge einesRn betrachten und damit als Punkte eines topologischen
Raums; wenn wir zu gegebenen Preisen die möglichen Strategien be-
trachten wollen, haben wir aber keine Abbildung zwischen zwei topo-
logischen R̈aumen, sondern eine Abbildung, die jedem Punkt des einen
Raumes eineTeilmengedes anderen zuordnet; ihr Zielraum ist also die
Potenzmenge des zweiten Raums, und diese hat keine kanonische Struk-
tur als topologischer Raum. Außerdem werden in den meisten Fällen
nur sehr spezielle Teilmengen als Werte der Abbildung auftreten.

Deshalb wollen wir solche Vorschriften als eine Art verallgemeinerte
Abbildungen zwischen den Räumen selbst betrachten; früher sprach
man von

”
mehrdeutigen Abbildungen“, heute von Korrespondenzen:

Definition: a) EineKorrespondenzf :X →→ Y zwischen zwei Men-
genX und Y ist eine Abbildung, die jedem Elementx ∈ X eine
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Teilmengef (x) ⊆ Y zuordnet.
b) Der Graphvonf ist die Menge

Γf =
def

{
(x, y) ∈ X × Y

∣∣ y ∈ f (x)
}

.

c) Dasobereoderstarke Urbildeiner TeilmengeZ ⊆ Y ist die Menge

f+(Z) =
def

{
x ∈ X

∣∣ f (x) ⊆ Z
}

.

d) Das untereoderschwache Urbildeiner TeilmengeZ ⊆ Y ist die
Menge

f−(Z) =
def

{
x ∈ X

∣∣ f (x) ∩ Z 6= ∅
}

.

e) IstZ = {z} eine einelementige Menge, schreiben wir kurzf+(z) und
f−(z) an Stelle vonf+(Z) undf−(Z).

Offensichtlich ist das obere Urbild stets im unteren enthalten; falls alle
Mengenf (x) einelementig sind, stimmen beideüberein und sind gleich
der

”
üblichen“ Urbildmengef−1

(
{x}
)
.

Wir interessieren uns für Korrespondenzen zwischen topologischen
Räumen und wollen auch für diese Stetigkeitseigenschaften definie-
ren. Eine Abbildung zwischen zwei topologischen Räumen ist stetig,
wenn das Urbild einer jeden offenen Menge wieder offen ist; da wir
für Korrespondenzen zwei verschiedene Urbilder einer Mengedefiniert
haben, ist die Situation hier offensichtlich komplexer:

Definition: a) Eine Korrespondenzf :X →→ Y zwischen zwei topo-
logischen R̈aumenX undY heißthalbstetig nach oben,wenn das obere
Urbild f+(U ) jeder offenen TeilmengeU ⊆ Y offen inX ist.
b) f heißthalbstetig nach unten,wenn das untere Urbildf−(U ) jeder
offenen TeilmengeU ⊆ Y offen inX ist.
c)f heißtstetig,wennf sowohl halbstetig nach oben als auch halbstetig
nach unten ist.

Als erstes, noch ziemlich uninteressantes Beispiel betrachten wir die
Korrespondenz

f :





R →→R

x 7→
{

[−1, 1] falls x 6= 0
[−2, 2] falls x = 0

.
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Sie ist offensichtlich halbstetig nach oben, denn für jede offene Teil-
mengeU ⊆ R, die das Intervall [−1, 1] nicht entḧalt, ist f+(U ) = ∅;
fallsU zwar [−1, 1] entḧalt, nicht aber [−2, 2], so istf+(U ) = R \ {0},
und entḧaltU das Intervall [−2, 2], so istf+(U ) = R. In allen drei F̈allen
ist das obere Urbild offen, womit die Halbstetigkeit nach oben bewiesen
wäre.

f ist allerdings nicht halbstetig nach unten, denn für das offene Intervall
(1, 2) istf−(U ) die einelementige Menge{0} und somit nicht offen.

Umgekehrt ist die Korrespondenz

g:





R →→ R

x 7→
{

[−2, 2] falls x 6= 0
[−1, 1] falls x = 0

halbstetig nach unten, denn für jede offene TeilmengeU ⊆ R, die
nichtleeren Durchschnitt mit [−1, 1] hat, istg−(U ) = R; hat U nur
nichtleeren Durchschnitt mit [−2, 2], so istg−(U ) = R \ {0}, und im
FalleU ∩ [−2, 2] = ∅ schließlich istg−(U ) = ∅. Da aberf+

(
(−2, 2)

)

nur die Null entḧalt, istf nicht halbstetig nach oben.

Für eine Korrespondenzf :X →→ Y , für die alle Mengenf (x) einele-
mentig sind, stimmen obere und untere Urbilderüberein und somit ist
f genau dann halbstetig nach oben, wenn es halbstetig nach unten ist.
Bezeichneth:X → Y jene Funktion, f̈ur dief (x) =

{
h(x)

}
ist, so ist

beides offensichtlicḧaquivalent zur Stetigkeit vonh. Die Halbstetigkeit
von Korrespondenzen hat also nichts zu tun mit der Halbstetigkeit reeller
Funktionen einer Ver̈anderlichen. In der neueren englischsprachigen
Literatur verwendet man daher im Falle der Korrespondenzenoft nicht
mehr das auch in der Analysis gebräuchliche Wortsemicontinous,son-
dern ersetzt die lateinische Vorsilbesemidurch die gleichbedeutende
griechische Vorsilbe und sagthemicontinous.

Im Funktionenfall l̈aßt sich die Stetigkeit, zumindest für Funktionen auf
1-abz̈ahlbaren topologischen Räumen, aucḧuber konvergente Folgen
charakterisieren. Im Falle von Korrespondenzen müssen wir zus̈atzlich
noch eine Bedingung an den Zielraum stellen; da dieser bei den uns



Kap. 8: Der Fixpunktsatz von Kakutani 

interessierenden Anwendungen stets kompakt ist, wollen wir uns nur
mit dieser Situation beschäftigen:

Lemma: X undY seien ein 1-abz̈ahlbare topologische R̈aume,Y sei
kompakt, undf :X →→ Y sei eine Korrespondenz derart, daßf (x) für
jedesx ∈ X abgeschlossen inY ist.
a) f ist genau dann halbstetig nach oben, wenn gilt: Sind (xn)n∈N

und
(yn)n∈N konvergente Folgen ausX bzw.Y mit Grenzwertenx und y
derart, daßyn ∈ f (xn) für allen ∈ N, so ist auchy ∈ f (x).
b) f ist genau dann halbstetig nach unten, wenn gilt: Ist (xn)n∈N eine
in X konvergente Folge mit Grenzwertx, so gibt es f̈ur jedesy ∈ f (x)
eine gegeny konvergente Folge (yn)n∈N in Y derart, daßyn ∈ f (xn)
für allen ∈ N.

Beweis: a)Sei zun̈achstf halbstetig nach oben und seien (xn)n∈N und
(yn)n∈N

konvergente Folgen ausX bzw.Y mit Grenzwertenx und y
derart, daßyn ∈ f (xn) für allen ∈ N. Für jede offene MengeU ⊆ Y ,
die Z entḧalt, ist f+(U ) eine offene Umgebung vonx. Da die Folge
derxn gegenx konvergiert, gibt es daher einen IndexN ∈ N, so daß
xn ∈ f+(U ) für alle n ≥ N ; insbesondere liegt alsof (xn) für alle
n ≥ N in U . Erst recht liegen damit die Punkteyn mit n ≥ N in U .

f (x) ist nach Voraussetzung eine abgeschlossene Menge im kompakten
RaumY und damit selbst kompakt. Läge y nicht in f (x), gäbe es
daher, wie wir am Ende von Kapitel 3 gesehen haben, offene Mengen
U undV , so daßf (x) in U läge,y in V undU ∩ V = ∅. Wie wir gerade
gesehen haben, gäbe es zuU einen IndexN , so daßyn ∈ U für alle
n ≥ N ; andererseits g̈abe es wegen der Konvergenz deryn gegeny
einen IndexM , so daßyn für alley ≥M in V läge. Beides gleichzeitig
ist offensichtlich unm̈oglich; somit mußy in f (x) liegen.

Umgekehrt habef die gerade bewiesene Eigenschaft; wir müssen
zeigen, daßf halbstetig nach oben ist. Dazu seiU ⊆ Y eine offene
Menge; die Offenheit vonf+(U ) ist äquivalent zur Abgeschlossenheit
des KomplementsZ = X \f+(U ), und diese ist, wie wir gegen Ende von
Kapitel 2 gesehen haben, für 1-abz̈ahlbare topologische R̈aumeäquiva-
lent dazu, daß jede konvergente Folge (zn)n∈N von Elementenzn ∈ Z
gegen ein Element vonZ konvergiert.
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Sei also (zn)n∈Z eine Folge von Punkten ausZ mit Grenzwertz ∈ X;
wir müssen uns̈uberlegen, daßz in Z liegt.

Fallsz nicht inZ liegt, liegt es inf+(U ); das Bildf (z) liegt dann also
ganz inU . Da diezn nicht in f+(Z) liegen, gibt es f̈ur jedeszn ein
yn ∈ f (zn), das nicht inU liegt. DaY kompakt ist, hat die Folge deryn

eine konvergente Teilfolge, die gegeny ∈ Y konvergiere. Nach Voraus-
setzung ist danny ∈ f (z) ⊆ U , und daU eine offene Umgebung vony
ist, liegen ab einem gewissen Index auch alle Elemente der Teilfolge
ab diesem Index inU . Dies widerspricht aber der Konstruktion deryn.
Somit istZ abgeschlossen undf+(U ) offen.

b) Nun seif halbstetig nach unten, (xn)n∈N
eine inX gegenx konver-

gente Folge undy ∈ f (x). DaY 1-abz̈ahlbar ist, haty eine abz̈ahlbare
Umgebungsbasis

U1 ⊇ U2 ⊆ U3 · · · ;

wegen der Halbstetigkeit vonf nach unten sind dann die Mengenf−(Ui)
offene Umgebungen vonx. Da die Folge derxn gegenx konvergiert,
gibt es f̈ur jedesi ∈ N einen Indexni, so daßxn ∈ f−(Ui) für alle
n ≥ ni, d.h.f (xn)∩Ui 6= ∅. Wir wählen f̈ur jedesnmit ni ≤ n < ni−1
ein yn ∈ f (xn) ∩ Ui; für n < n1 nehmen wir irgendeinyn ∈ f (xn).
Dann konvergiert die Folge deryn gegeny undyn ∈ f (xn) für allen.

Umgekehrt erf̈ulle f diese Folgenbedingung; wir wollen zeigen, daßf
dann halbstetig nach unten ist. Sei alsoU ⊆ Y offen. Das untere Urbild
f−(U ) ist genau dann offen, wenn sein Komplement

Z = X \ f−(U ) =
{
x ∈ X

∣∣ f (x) ∩ U = ∅
}

abgeschlossen ist, und das wiederum istäquivalent dazu, daß jede inX
konvergente Folge von Elementen ausZ gegen ein Element ausZ
konvergiert.

Sei also (xn)n∈N eine Folge von Elementen ausZ mit Grenzwertx ∈ X.
Falls x nicht in Z liegt, liegt x in f−(U ), es gibt also ein Element
y ∈ f (x)∩U . Nach Voraussetzung gibt es dazu eine gegeny konvergente
Folge (yn)n∈N mit Grenzwerty derart, daßyn ∈ f (xn) für allen. Wegen
der Konvergenz dieser Folge gegeny, gibt es einen IndexN , so daß
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yn ∈ f−(U ) für allen ≥ N ; für solchen ist alsof−(U ) ∩ f (xn) 6= ∅,
im Widerspruch zur Annahmexn /∈ f−(U ).

Die Halbstetigkeit nach oben läßt sich noch anders charakterisieren:

Lemma: f :X →→ Y sei eine Korrespondenz zwischen zwei 1-
abz̈ahlbaren topologischen Räumen,Y sei kompakt und alle Bilderf (x)
abgeschlossen.f ist genau dann halbstetig nach oben, wenn der Graph

Γf =
{

(x, y) ∈ X × Y
∣∣ y ∈ f (x)

}

abgeschlossen ist.

Beweis:Sei zun̈achstf halbstetig nach oben und (xn, yn) eine konver-
gente Folge von Punkten aus dem Graph. Ist (x, y) ∈ X × Y ihr Grenz-
wert, so konvergiert nach Definition der Produkttopologie die Folge
derxn gegenx und die deryn gegeny. Außerdem istyn ∈ f (xn) für
allen, da die Paare im Graph liegen. Somit ist nach dem vorigen Lemma
auchy ∈ f (x), der Grenzwert (x, y) liegt also inΓf .

Umgekehrt seiΓf abgeschlossen, die Folge (xn)n∈N
konvergiere inX

gegenx und die Folge der (yn)n∈N konvergiere inY gegeny; außerdem
sei yn ∈ f (xn) für allen. Dann liegen die Paare (xn, yn) in Γf , also
auch ihr Grenzwert (x, y). Damit isty ∈ f (x), was zu beweisen war.

Nach diesen Vorbereitungen können wir uns an die Verallgemeinerung
des BROUWERschen Fixpunktsatzes für Korrespondenzen machen; sie
wurde 1941 von KAKUTANI veröffentlicht:

Fixpunktsatz von KAKUTANI : K sei der simpliziale Komplex beste-
hend aus einemr-Simplexs und dessen sämtlichen Randsimplizes, und
f :S →→ S sei eine nach oben halbstetige Korrespondenz aufS = |K|.
Dann gibt es einen Punktx0 ∈ S mit x0 ∈ f (x0).

Beweis:K (n) sei die n-te baryzentrische Unterteilung vonK. Wir
wählen f̈ur jede Eckex von K (n) irgendeinen Punkty ∈ f (x) und
bezeichnen diesen alsfn(x). Dies definiert eine stetige Abbildung
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fn:S → S, wenn wir jedem Punktx =
∑q

i=0λixi eines offenenq-
Simplex mit Eckenx0, . . . , xq den Punktfn(x) =

∑q
i=0λif (xi) zuord-

nen. Nach dem BROUWERschen Fixpunktsatz hatfn einen Fixpunktxn.

Da S kompakt ist, hat die Folge derxn eine konvergente Teilfolge
(xnν

)ν∈N; wir wollen unsüberlegen, daß deren Grenzwertx0 in seinem
Bild f (x0) liegt, also der gesuchte Fixpunkt ist.

Für jedesn ∈ N sei ∆n der Abschluß einesr-Simplex ausK (n), für
dasxn ∈ ∆n liegt; die Ecken von∆n seienx(n)

0 , . . . , x(n)
r . Da die Folge

der Durchmesser der Simplizes∆n mit den Maschenweiten derK (n)

gegen Null konvergiert, konvergieren die Teilfolgen (x(nν )
i )ν∈N für allei

gegenx0.

Das Bild y(n)
i = f (x(n)

i ) liegt nach Konstruktion vonfn in der Menge
f (x(n)

i ); ist xn =
∑r

i=0λ
(n)
i x(n)

i , so istf (xn) =
∑r

i=0λ
(n)
i y(n)

i .

Wegen der Kompaktheit vonS sowie des Einheitsintervalls hat die Teil-
folge (nν )ν ∈ N selbst eine Teilfolge, die wir zur Vermeidung dreifacher
Indizes etwas schlampig mit (n′

ν)ν∈N
bezeichnen derart, sowohl die Teil-

folgeny(n′

ν )
i als auch die Teilfolgenλ(n′

ν )
i konvergieren; die jeweiligen

Grenzwerte seineny(0)
i und λ(0)

i . Dann istx0 =
∑r

i=0λ
(0)
i y

(0)
i . Da die

Folgen derx(n′

ν )
i allesamt gegenx0 konvergieren undy(n′

ν )
i in f (x(n′

ν )
i )

liegt, zeigt die Halbstetigkeit vonf nach oben, daß alley(0)
i in f (x0)

liegen, also ist

x0 =
r∑

i=0

λ(0)
i y

(0)
i ∈ f (x0) ,

wie behauptet.

Korollar: f :S →→ S sei eine nach oben halbstetige Korrespondenz
auf der kompakten konvexen TeilmengeS ⊂ Rm. Dann gibt es einen
Punktx ∈ S, für denx0 in f (x0) liegt.

Beweis:Als kompakte Teilmenge einesRm ist S beschr̈ankt; es gibt
daher ein SimplexS′, dasS entḧalt. Wir bildenS′ ab aufS wie folgt:
z sei ein fester Punkt vonS. Ein Punktx ∈ S′ wird auf sich selbst
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abgebildet, falls er bereits inS liegt; andernfalls wird er abgebildet auf
den Schnittpunktρ(x) der Strecke vonx nachz mit dem Rand vonS.
Die so definierte Abbildungρ:S′ → S ist also die Identiẗat aufS und
bildet ganzS′ stetig ab aufS. (Eine solche Abbildung heißtRetraktion
vonS′ aufS.) Die KorrespondenzS′ → S′, die jedem Punktx ∈ S′ die
Mengef

(
ρ(x)

)
ist offensichtlich halbstetig nach oben; nach dem gerade

bewiesenen Satz gibt es also einen Punktx0 ∈ S′ mit x0 ∈ f
(
ρ(x0)

)
.

Da letztere Menge inS liegt, liegt auchx0 in S, also istρ(x0) = x0 und
x0 ∈ f (x0).

Satz: X ⊂ Rm undY ⊂ Rn seien kompakte und konvexe Mengen,
undU, V ⊆ X × Y ⊂ Rm+n seien abgeschlossene Teilmengen von
X × Y derart, daß die Mengen

Ux0
=
{
y ∈ Y

∣∣ (x0, y) ∈ U
}

und Vy0
=
{
x ∈ X

∣∣ (x, y0) ∈ V
}

für allex0 ∈ X bzw.y0 ∈ Y nicht leer, abgeschlossen und konvex sind.
Dann istU ∩ V 6= ∅.

Beweis:S = X × Y ist kompakt und konvex. Die Korrespondenz

f :

{
S →→S

(x, y) 7→Vy × Ux

ist halbstetig nach oben, denn ihr Graph

Γf =
{

(x0, y0, x, y) ∈ X × Y ×X × Y
∣∣ (x, y) ∈ Vy0

× Ux0

}

ist hom̈oomorph zur nach Voraussetzung abgeschlossene MengeU×V :
Die Bedingungx ∈ Vy0

ist äquivalent zu (x, y0) ∈ U undy ∈ Ux0
zu

(x0, y) ∈ V , also liegt (x0, y0, x, y) genau dann inΓf , wenn (x, y0, x0, y)
in U × V liegt, und die Vertauschung von Koordinaten ist natürlich ein
Homöomorphismus. Nach dem obigen Korollar gibt es daher einen
Punkt (x0, y0) ∈ X×Y , der in seiner BildmengeVy0

×Ux0
liegt. Damit

ist x0 ∈ Vy0
undy0 ∈ Ux0

, also (x0, y0) ∈ U ∩ V .

Minimax-Theorem: X ⊂ Rm undY ⊂ Rn seien kompakt und konvex
und f :X × Y → R sei eine stetige Funktion. Weiter seien für alle
x0 ∈ X, y0 ∈ Y undα, β ∈ R die Mengen

{
y ∈ Y

∣∣ f (x0, y) ≤ α
}

und
{
x ∈ X

∣∣ f (x, y0) ≥ β
}
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konvex. Dann ist

max
x∈X

min
y∈Y

f (x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f (x, y) .

Zum Beweisbetrachten wir die beiden Mengen

U =
{

(x0, y0) ∈ X × Y
∣∣ f (x0, y0) = min

y∈Y
f (x0, y)

}

und
V =

{
(x0, y0) ∈ X × Y

∣∣ f (x0, y0) = max
x∈X

f (x, y0)
}

.

Da ein Funktionswert genau dann kleiner oder gleich dem Minimum ist,
wenn er gleich dem Minimum ist und entsprechend beim Maximum,
sind U und V konvexe Mengen, haben also nach dem vorigen Satz
nichtleeren Durchschnitt. F̈ur (x0, y0) ∈ U × V ist dann

f (x0, y0) = min
y∈Y

f (x0, y) = max
x∈X

f (x, y0) ,

also ist

min
y∈Y

max
x∈X

f (x, y) ≤ max
x∈X

f (x, y0) = min
y∈Y

f (x0, y) ≤ max
x∈X

min
y∈Y

f (x, y) ,

womit eine Ungleichung zwischen beiden Seiten bewiesen wäre. Die
andere ist klar und gilt sogar für eine beliebige Abbildungf :X×Y → R

mit zwei beliebigen MengenX und Y : Für alle x ∈ X, y ∈ Y ist
f (x, y) ≤ max

x∈X
f (x, y), also auch min

y∈Y
f (x, y) ≤ min

y∈Y
max
x∈X

f (x, y) für

allex ∈ X. Damit ist auch

max
x∈X

min
y∈Y

f (x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f (x, y) .

Somit sind beide Seiten gleich, wie behauptet.

JOHN VON NEUMANN bewies diesen Satz für bilineare Abbildungen auf
Simplizes; die obige Verallgemeinerung wurde 1941 von KAKUTANI

zusammen mit dessen Fixpunktsatz bewiesen.

JOHN VON NEUMANN kam auf diese Fragestellung im Zusammen-
hang mit der im wesentlichen von ihm ab etwa 1920 entwickelten
Spieltheorie. Dabei ging es, trotz des TitelsEine mathematische Theorie
der Gesellschaftsspielenicht um optimale Strategien für Schach oder
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Menschärgere dich nicht, sondern die
”
Spiele“ sollten auch n̈utzlich

sein, um die Handlungen der Teilnehmer eines Wirtschaftssystems zu
beschreiben und rationale Strategien für sie zu finden.

Ein Spiel wird gespielt vonn Personen; demi-ten Spieler stehen
dabei die Strategien aus einer gewissen MengeSi zur Verfügung. In
Abhängigkeit von den Strategienaller Spieler erḧalt er danach seinen
(nicht notwendigerweise positiven) Auszahlungsbetraga(i)(s1, . . . , sn).
Die Funktionena(i) sind im Voraus bekannt, die Strategien der anderen
Spieler im Allgemeinen nicht.

Als einfaches Beispiel k̈onnen wir das SpielStein-Schere-Papierbe-
trachten: Zwei Spieler bilden hinter ihrem Rücken mit einer Hand das
Symbol f̈ur Stein oder Schere oder Papier; auf ein Kommando zeigen
sie gleichzeitig ihre Ḧande. Dabei gewinnt der Stein̈uber die Schere
(Der Stein schleift die Schere),die Scherëuber das Papier(Die Schere
schneidet das Papier)und das Papier̈uber den Stein(Das Papier wickelt
den Stein ein).Haben beide Spieler das gleiche Symbol gewählt, geht
das Spiel unentschieden aus.

Beschreibt man Gewinn durch die Auszahlung +1, Verlust durch −1
und Unentschieden durch die Null, wird die Auszahlungsfunktion a(1)

für den ersten Spieler durch folgende Tabelle gegeben, in deroben die
Strategie des ersten Spielers steht und unten die des zweiten:

Stein Schere Papier
Stein 0 −1 +1
Schere +1 0 −1
Papier −1 +1 0

Für den zweiten Spieler haben wir jeweils den betragsgleichen Auszah-
lungswert mit dem anderen Vorzeichen.

Kehren wir zur̈uck zu einem allgemeinen Spiel mitn Spielern,n Strate-
giemengenSi undn Auszahlungsfunktionen

a(i):S1 × · · · × Sn → R .

Welche Strategie sollte deri-te Spieler ẅahlen, um m̈oglichst viel zu
gewinnen oder wenigstens möglichst wenig zu verlieren?
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Um seine Verluste zu begrenzen, sollte er aufüberoptimistische Annah-
men bez̈uglich der Strategien der̈ubrigen Spieler verzichten. Um eine
garantierteUntergrenze f̈ur seine Auszahlung zu bestimmen, muß er
davon ausgehen, daß die Mitspieler die (für ihn) schlimmstm̈oglichen
Strategien ẅahlen, d.h. sie ẅahlen Strategiens∗j derart, daß

a(i)(s∗1, . . . , s
∗
i−1, si, s

∗
i+1, . . . , s

∗
n)

= min a(i)(s1, . . . , si−1, si, si+1, . . . , sn)

ist, wobei in der zweiten Zeile allesj mit j 6= i jeweils ihren gesamten
WertebereichSj durchlaufen. Dieser Mindestauszahlungsbetragm(si)
wird für verschiedene Strategiensi ∈ Si im allgemeinen verschieden
hoch sein; er sollte eine Strategies∗i wählen, die in m̈oglichst groß macht.
Dann kann ersicher sein, daß seine Auszahlung mindestensm(s∗i )
betr̈agt, je nach Strategien der Mitspieler eventuell auch mehr.

Die obige Formel ist trotz ihrer Einfachheit sehr lang. Da wir in Zukunft
häufig Ausdr̈uckeähnlicher Form brauchen werden, empfiehlt es sich
daher, eine kompaktere Notation einzuführen: F̈ur ein kartesisches Pro-
dukt S =

∏n
j=1Sj bezeichnen wir mitS−i das entsprechende Produkt

ohne seineni-ten Faktor, und f̈ur ein n-Tupel s ∈ S sei s−i ∈ S−i

die Projektion vons nachS−i, also jenes (n − 1)-Tupel, das auss
durch Streichen deri-ten Komponente entsteht. Mits−i|u bezeichnen
wir jenesn-Tupel ausS, in dem diei-te Komponente vons durchu er-
setzt wird. Mit dieser Schreibweise wird die obige doppelzeilige Formel
einfach zu

a(i)(s∗−i|si) = min
s−i∈S−i

a(i)(s−i|si) .

Beim Spiel Stein-Schere-Papierbringen dieseÜberlegungen leider
nichts: Zujedereigenen Strategie gibt es eine Strategie des Gegners, die
zur Auszahlung−1 führt; es ist also v̈ollig egal, welche man ẅahlt.

Nun wird freilich jedermann einwenden, daß man bei einem Spiel
wie Stein-Schere-Papierkeine feste Strategie ẅahlendarf, sondern die
Strategie ḧaufig und f̈ur den Gegner unvorhersehbar wechseln sollte. Das
wußte auchVON NEUMANN, und er beschränkte sich daher nicht auf die
bislang betrachteten sogenanntenreinenStrategien, sondern ließ auch
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gemischteStrategien zu. Eine gemischte Strategie eines Spielers, dem
m reine Strategien zur Verfügung stehen, ist ein Vektor (p1, . . . , pm)
aus nichtnegativen reellen Zahlen mit Summe eins, der vorschreibt, daß
zufällig eine derm Strategien geẅahlt wird, wobeipi die Wahrschein-
lichkeit für die i-te ist. Die Menge der gemischten Strategien für einen
Spieler mitm reinen Strategien ist somit ein abgeschlossenes (m− 1)-
Simplex. Als Auszahlungswert einesn-Tupels aus gemischten Strate-
gie definiert man den Erwartungswert der Auszahlungen bezüglich der
durch die Strategien definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem
Produkt der Mengen der reinen Strategien.

Beim SpielStein-Schere-Papier̈uberlegt man sich leicht, daß die opti-
male gemischte Strategie für jeden Spiele darin besteht, jede der drei
reinen Strategien mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/3 zu ẅahlen;
dann und nur dann ist sein Erwartungswert nicht negativ; sieheÜbungs-
blatt. Spielen beide mit dieser Strategie, ist der Erwartungswert f̈ur beide
gleich Null, was ja auch der Sinn dieses Spiel ist. Beide Spieler handeln
zum eigenen Schaden, wenn sie von dieser Strategie abweichen.

Mit seinem Minimax-Theorem konnte JOHN VON NEUMANN zeigen,
daß es f̈ur eine gr̈oßere Klasse von Zwei-Personen-Spielen ein Paar von
(im allgemeinen gemischten) Strategien gibt derart, daß sich keiner der
beiden Spieler verbessern kann, wenn er von seiner Strategie abweicht,
während der Gegner bei der seinigen bleibt:

Definition: a) Ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel ist ein Spiel mit
zwei Spielern, denen jeweils eine endliche Menge von reinenStrategien
zur Verfügung stehen, und bei dem die Auszahlungsfunktion des einen
Spielers das Negative der Auszahlungsfunktion des anderenist.
b) Ein Gleichgewichteinesn-Personenspiels ist einn-Tupel von Strate-
gien derart, daß keiner dern Spieler seine Auszahlung verbessern kann,
wenn er seine Strategiëandert, ẅahrend diëubrigen Spieler bei ihren
Strategien bleiben. BezeichnetSi die Strategiemenge desi-ten Spielers,
ist s∗ ∈ S1 × · · · × Sn also genau dann ein Gleichgewicht, wenn gilt:

a(i)(s∗) = max
s∈Si

a(i)(s∗−i|si) für i = 1, . . . , n .
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Satz: In einen Zwei-Personen-Nullsummenspiel gibt es stets min-
destens ein Gleichgewicht aus (im Allgemeinen) gemischtenStrategien.

Beweis:Der erste Spieler betrachtet nach obigenÜberlegungen zu jeder
seinen Strategiens ∈ S1 jene Strategiet∗ ∈ S2 seines Gegners, für die

a(1)(s, t∗) = m(s) =
def

min
t∈S2

a(1)(s, t)

ist und ẅahlt dann jene Strategies∗, für diem(s∗) maximal wird. Ẅahlt
der Gegner auch dazu die aus Sicht des ersten Spielers schlimmstm̈og-
liche Strategiet∗, ist also

a(1)(s∗, t∗) = max
s∈S1

min
t∈S2

a(1)(s, t) .

Entsprechend ẅahlt der zweite Spieler eine Strategiet̃, so daß auch für
die aus seiner Sicht schlimmstmögliche Strategiẽs des ersten Spielers
gilt

a(1)(s̃, t̃) = max
t∈S2

min
s∈S1

a(2)(s, t) .

Da wir gemischte Strategien betrachten, sindS1 undS2 abgeschlossene
Simplizes, also kompakt und konvex; auch ihr ProduktS1×S2 ist somit
kompakt und konvex. Bezeichneta(1)

ij die Auszahlung f̈ur den ersten
Spieler unter der Voraussetzung, daß dieser diei-te seinerm1 reinen
Strategien und der zweite diej-te seinerm2 reinen Strategien spielt, so
ist die Auszahlunga(1)(p, q) für die beiden gemischten Strategienp ∈ S1
undq ∈ S2 gegeben durch die offensichtlich stetige Funktion

a(1):





S1 × S2 → R

(p, q) 7→
m1∑

i=1

m2∑

j=1

piqja
(1)
ij

Da sie in jedem ihrer beiden Argumente linear ist, sieht man auch sofort,
daß {

p ∈ S1

∣∣ a(1)(p, q) ≤ α
}

für alleq ∈ S2 und alleα ∈ R konvex ist; entsprechend auch
{
q ∈ S1

∣∣ a(1)(p, q) ≥ β
}
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für alle p ∈ S1 und β ∈ R. Somit sind alle Voraussetzungen des
Minimax-Theorems erf̈ullt und wir haben

a(1)(s̃, t̃) = −a(2)(s̃, t̃) = −max
t∈S2

min
s∈S1

a(2)(s, t)

= −max
t∈S2

min
s∈S1

(
−a(1)(s, t)

)

= min
t∈S2

max
s∈S1

a(1)(s, t) = max
s∈S1

min
t∈S2

a(1)(s, t)

= a(1)(s∗, t∗) .

Mithin f ühren die Paare (s∗, t∗) und (̃s, t̃) zu denselben Auszahlungen;
egal ob sie gleich sind oder nicht sind sie daher Gleichgewichte.

Nun sind freilich nicht alle Spiele Nullsummenspiele, und gerade im
Wirtschaftsleben gibt es meist erheblich mehr als nur zwei Spieler.
Wie JOHN NASH 1946 im Rahmen seiner Dissertation zeigte, kann die
Existenz von Gleichgewichten auch noch unter sehr viel allgemeineren
Voraussetzungen sichergestellt werden.

Er betrachtet dazu für einn-Personenspiel mit StrategiemengeSi und
Auszahlungsfunktionena(i):S1 × · · · × Sn → R für deni-ten Spieler
zu jedemn-Tupels von Strategien die Mengen

Bi(s) =
{
t∗ ∈ Si

∣∣ a(i)(s−i|t∗) = max
t∈Si

a(i)(s−i|t)
}

der für deni-ten Spieler optimalen Strategien unter der Voraussetzung,
daß jeder andere Spielerj 6= i die Strategiesj wählt. Offensichtlich
ist s genau dann ein Gleichgewicht, wenns für jedesi in Bi(s) liegt.
Definieren wir eine Korrespondenz

B:

{
S1 × · · · × Sn →→ S1 × · · · × Sn

s 7→ B1(s) × · · · ×Bn(s)
,

so ist dies̈aquivalent dazu, daßs ∈ B(s) ein Fixpunkt vonB ist. Nach
dem Fixpunktsatz von KAKUTANI gibt es solche Punktes zumindest
dann, wenn gilt: Das Produkt derSi ist kompakt und konvex,B ist
halbstetig nach oben und alleB(s) sind abgeschlossen und konvex.

Betrachten wir zun̈achst die klassische Situation, daß jedem Spieler eine
endliche Anzahl reiner Strategien zur Verfügung stehen; für deni-ten
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Spieler seien diesmi Stück. Dann ist die MengeSi seiner gemischten
Strategien ein (mi−1)-Simplex, also insbesondere kompakt und konvex;
dasselbe gilt dann auch für das Produkt aller dieserSi.

Die AuszahlungsfunktionenS1 × · · · × Sn → R sind in diesem Fall
gegeben durch

a(i)(p(1), . . . , p(n)) =
m1∑

j1=1

· · ·
mn∑

jn=1

n∏

i=1

p(i)
ji
a(i)

i1...in
,

wobei p(i) ∈ Si den Wahrscheinlichkeitsvektor für den i-ten Spieler
bezeichnet unda(i)

i1...in
dessen Gewinn, falls jeder Spielerj die ij-te

seiner reinen Strategien wählt. Diese Funktion ist offensichtlich linear
in jedem ihrern Argumente, insbesondere also stetig, und jede der
MengenBi(s) ist abgeschlossen und konvex, also auch das Produkt
B(s) allerBi(s).

Zur Anwendbarkeit des Fixpunktsatzes von KAKUTANI fehlt somit nur
noch, daß die KorrespondenzB halbstetig nach oben ist. Um dies
nachzuweisen, verwenden wir die Charakterisierung durch Folgen:
Wir müssen zeigen, daß für jede konvergente Folge (s(k))k∈N

von n-
Tupeln ausS1 × · · · × Sn und jede weitere solche Folge (t(k))k∈N mit
t(k) ∈ B(s(k)) für allek auch der Grenzwertt der zweiten Folge inB(s)
liegt, wobeis den Grenzwert der ersten Folge bezeichnet. Nach Defini-
tion der MengenBi(u) ist für jedesk ∈ N und jedesi = 1, . . . , n der
Auszahlungswert an deni-ten Spieler optimal, falls alle anderen Spieler
die s(k) entsprechende Strategie wählen, er aber diei-te Komponente
vont(k). Wegen der Stetigkeit der Auszahlungsfunktionen gilt diesauch
für den Grenzwert, also istt ∈ B(s), wie behauptet.

Damit sind alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von KAKUTANI

erfüllt; es gibt daher einn-Tupels von Strategien, das inB(s) liegt und
damit ein Gleichgewicht ist. Damit haben wir bewiesen

Satz: Jedesn-Personen-Spiel, bei dem jedem Spieler eine endliche An-
zahl reiner Strategien zur Verfügung stehen, hat zumindest in gemischten
Strategien ein Gleichgewicht.



Kap. 8: Der Fixpunktsatz von Kakutani 

Heute bezeichnet man solche Gleichgewichte als NASH-Gleichgewichte.

Der Ansatz von NASH zeigt die Existenz von Gleichgewichten freilich
auch in sehr viel allgemeineren Situationen; um die MengenBi(s) zu
definieren, brauchen wir nicht einmal eine Auszahlungsfunktionen, son-
dern es gen̈ugt, daß jeder Spieler irgendeine Präferenzstruktur auf dem
Produkt aller Strategiemengen hat. Das ist beispielsweisebei manchen
Anwendungen in Politik und Wirtschaft von Vorteil, wo die Handel-
nden zwar oft wissen, welche von zwei Situationen sie der anderen
vorziehen, wo es aber oft schwer ist, den Unterschied zwischen den
beiden quantitativ zu fassen. Natürlich müssen auch in solchen Fällen
die Voraussetzungen des Satzes von KAKUTANI nachgewiesen werden,
bevor man auf die Existenz eines Gleichgewichts schließen kann.

Bevor wir nunüberm̈utig werden und glauben, wir hätten alle Probleme
der Spieltheorie gelöst, wollen wir uns einige konkrete Beispiele von
NASH-Gleichgewichten anschauen.

Eines der klassischsten, das in praktisch jedem Lehrbuch der Spieltheo-
rie zu finden ist, hat als

”
Spieler“ zwei Personen, die verdächtigt werden,

gemeinsam ein Verbrechen begangen zu haben, das man ihnen allerdings
nicht nachweisen kann. In manchen Rechtssystemen ist für solche F̈alle
eine Kronzeugenregelung vorgesehen: Falls einer der beiden gesteht und
bereit ist, im Prozeß gegen den anderen auszusagen, geht er straffrei aus
(oder bekommt zumindest eine deutlich reduzierte Strafe).

Nehmen wir an, daß konkret jedem der beiden eine Strafe von zehn
Jahren Gef̈angnis droht. Falls nur einer der beiden gesteht, geht er auf
Grund der Kronzeugenregelung straffrei aus, während der andere zehn
Jahre bekommt. Falls beide gestehen, braucht man keine Kronzeugen
mehr, allerdings gibt es für gesẗandige Strafẗater typischerweise etwas
Strafnachlaß, so daß jeder mit etwa acht Jahren rechnen kann. Gesteht
schließlich keiner, so kann ihnen zwar die Tat nicht nachgewiesen wer-
den, daf̈ur aber einige kleinere Straftaten wie illegaler Waffenbesitz, so
daß jeder ein Jahr bekommt. Wie sollten sich die beiden im (natürlich
getrennten) Verḧor verhalten?

Keiner weiß sicher, ob sich der andere für Zugeben oder Leugnen
entschieden hatbzw.entscheiden wird; er muß also beide Möglichkeiten
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in Betracht ziehen. Wenn der andere gesteht, bekommt er achtJahre, falls
auch er gesteht; ansonsten sind es zehn Jahre. Falls der andere leugnet,
geht er straffrei aus, wenn er gesteht, und bekommt ein Jahr,wenn er
leugnet. In beiden F̈allen f̈ahrt er besser, wenn er gesteht; also werden
wohl beide gestehen und damit für jeweils acht Jahre ins Gefängnis
wandern.

Je nachdem, um was für eine Straftat es sich handelte, wird dies aus Sicht
der Allgemeinheit wahrscheinlich eine gute Lösung sein, nicht aber
aus Sicht der beiden Betroffenen: Hätten beide geleugnet, wären beide
besser gefahren. Auch solche Situationen untersucht die Spieltheorie:

Definition: Ein n-Tupel (s1, . . . , sn) in einemn-Personen-Spiel heißt
PARETO-optimal oder (besser) PARETO-effizient,wenn f̈ur jedes Tupel
(t1, . . . , tn), bei dem (mindestens) einer der Spieler ein besseres Ergeb-
nis erzielt, (mindestens) ein Spieler ein schlechteres Ergebnis erzielt.

Im obigen Beispiel, dem sogenanntenDilemma des Gefangenenoder
Prisoner’s Dilemmaist das NASH-Gleichgewicht (Zugeben, Zugeben)
offensichtlich nicht PARETO-effizient: Mit der Strategie (Leugnen, Leug-
nen) ẅurden beide wesentlich besser fahren. Letztere Strategiepaarung
ist offensichtlich PARETO-effizient, allerdings gilt dies auch für (Leug-
nen, Zugeben) und für (Zugeben, Leugnen). PARETO-Effizienz ist somit
kein Kriterium, mit dem man bestm̈ogliche Strategien finden kann; sie
liefert eher eine ziemlich schwache Minimalforderung an jede

”
gute“

Lösung. Insbesondere ist bei einem Spiel, bei dem eine gegebene Men-
ge an Ressourcen an die Spieler verteilt werden soll, jede Strategie
PARETO-effizient, denn was ein Spieler bei einer anderen Strategiemehr
bekommt, muß anderen Spielern weggenommen werden.

Trotzdem muß ein NASH-Gleichgewicht nicht einmal diese Mindest-
voraussetzung erfüllen, und da zumindest im obigen Beispiel beide
durch rationaleÜberlegungen zu ihrer Strategie kamen, läßt sich das
auch nichtändern. Wie die Spieltheorie zeigt, sind PARETO-effiziente
Lösungen nur dann sinnvoll für rational handelnde Spieler, wenn die
gleichen Spieler ihr Spiel mehrfach spielen, wobei die Anzahl der Wie-
derholungen nicht feststehen darf: Ansonsten wäre man schließlich bei



Kap. 8: Der Fixpunktsatz von Kakutani 

der letzten Wiederholung wieder bei der alten Situation, könnte al-
so davon ausgehen, daß jeder den eigenen Vorteil maximiert.Damit
gäbe es aber auch bei der vorletzten Wiederholung keinen Anreiz, sich
stattdessen am Gemeinwohl zu orientieren, und so weiter.

Situationen wie beim Dilemma des Gefangenen treten auch in der Poli-
tik auf. Als Beispiel k̈onnen wir das Wettr̈usten zur Zeit des Kalten
Kriegs zwischen der USA und der UdSSR betrachten. Beide Regierun-
gen mußten sich zwischen Auf- und Abrüstung entscheiden.

Hätten beide abgerüstet, ḧatte das ihre Wirtschaften entlastet und damit
gesẗarkt; der Wohlstand und die Zufriedenheit der Bürger ẅahren
gestiegen, ohne daß sich im Verhältnis der beiden Staaten etwas geändert
hätte. Die

”
Auszahlung“ ẅare daher sicherlich für beide positiv gewesen

wäre; sagen wir zehn auf irgendeiner Skala.

Wenn nur einer abrüstet, der andere aber aufrüstet, so sẗarkt dies sicher-
lich die Wirtschaft des abrüstenden Staats; dieser wird nun aber zumin-
dest langfristig dominiert vom anderen, was mit einem großen Pres-
tigeverlust einhergeht. Entsprechend nimmt das Prestige des anderen
zu, und dieser kann künftig möglicherweise Forderungen stellen, die
ihm auch wirtschaftlich n̈utzen. Da in der Welt der Politik Prestige
oft erheblich wichtiger ist als reale Indikatoren, wäre der Gewinn des
aufrüstenden Staates auf unserer hypothetischen Skala größer als zehn,
sagen wir f̈unfzehn, ẅahrend der abrüstende eine Auszahlung von−15
zu erwarten ḧatte.

Wenn schließlich beide aufrüsten,̈andert sich nichts an ihrem Verhältnis,
aber die Aufr̈ustung belastet die Wirtschaft; somit erhalten beide eine
Auszahlung von minus fünf auf unserer Skala.

Wieder ist beidseitige Aufr̈ustung das einzige NASH-Gleichgewicht, und
wieder ist es die einzige Strategiepaarung, die nicht PARETO-effizient ist.

Als letztes wollen wir ein Beispiel betrachten, in dem das NASH-
Gleichgewicht nicht eindeutig ist und somit nicht einmal als Anleitung
zum Handeln dienen kann. Der Mathematiker und Philosoph BETRAND

RUSSELL verglich das folgende SpielChicken,dessen Namen man hier
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mit Feigling übersetzen muß, mit dem Handeln der am atomaren Wet-
trüsten beteiligten Politiker:

Zwei Spieler fahren auf der Mittellinie einer geraden Straße mit hoher
Geschwindigkeit aufeinander zu. Wer zuerst ausweicht hat verloren.

Auch wenn es sich hier um einen typischen Fall handelt, bei dem
die Pr̈aferenzen der einzelnen Spieler zwar klar sind, sich aber nur
schwer quantifizieren lassen, können wir der Einfachheit halber von
zwei Auszahlungsfunktionen ausgehen: Weicht einer aus, und der an-
dere f̈ahrt geradeaus weiter, hat der Ausweichende verloren und erhält
somit die Auszahlung−1; sein Gegner gewinnt und erhält +1. Weicht
keiner aus, rasen sie aufeinander, was wahrscheinlich keiner überlebt
und was wir mit einer Auszahlung von−100 für beide modellieren.
Weichen schließlich beide aus (was wohl gleichzeitig geschehen muß,
denn sobald einer sieht, das der andere ausweicht, hat er dazu keinen
Grund mehr), geht das Spiel unentschieden aus; der Auszahlungsbetrag
für beide ist Null.

Hier gibt es zwei NASH-Gleichgewichte, n̈amlich die beiden, bei denen
einer ausweicht und der andere nicht; bei beiden Alternativen stellt
sich jeder Spieler schlechter, wenn er seine Strategieändert, ẅahrend
der andere die seinige beibehält. Eine Handlungsempfehlung läßt sich
daraus nicht ableiten.



Kapitel 9
Wirtschaftliche Gleichgewichte

In diesem Kapitel soll es darum gehen, unter möglichst schwachen Be-
dingungen die Existenz von Gleichgewichten in einem Wirtschaftssy-
stem zu zeigen. Da deren Existenz bereits gegen Ende des 19. Jahrhun-
derts von LEONWALRAS postuliert wurde, spricht man in derÖkonomie
von WALRASschen Gleichgewichten; einen mathematisch sauberen for-
malen Beweis f̈ur ihre Existenz gaben aber erst KENNETH J. ARROWund
GERARD DEBREU in ihrer 1954 erschienenen Arbeit

KENNETH J. ARROW, GERARD DEBREU: Existence of an equi-
librium for a competitive economy,Econometrica22 (1954),
265–290

Dieses Kapitel folgt weitgehend der Darstellung in dieser Arbeit.

§1: Wirtschaftssysteme

Als erstes m̈ussen wir ein mathematisches Modell für eine Volkswirt-
schaft definieren. Da diëOkonomie eine Realwissenschaft ist, wird dies
nicht ohne Vereinfachungen und Abstraktionen möglich sein; wir gehen
aus von den folgenden Annahmen:

Im betrachteten Wirtschaftssystem gibt esℓGüter, die wir einfach durch
die naẗurlichen Zahlenh = 1, . . . , ℓ bezeichnen. Zu diesen Gütern
geḧoren auch Dienstleistungen, insbesondere also auch Arbeit. Alle
Güter sind quantifizierbar durch reelle Zahlen. Besitz, Produktion und
Verbrauch eines Teilnehmers am Wirtschaftssystem lassen sich somit
beschreiben durch Vektoren ausRℓ, derenh-te Komponente jeweils die
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Menge desh-ten Guts angibt. Zum Vergleich solcher Vektoren verwen-
den wir folgende Konvention:

Definition: a)Für zwei Vektorenx, y ∈ Rℓ istx ≥ y genau dann, wenn
xh ≥ yh für alleh = 1, . . . , ℓ.
b) x > y genau dann, wennxh > yh für alleh = 1, . . . , ℓ.
c) Ω =

def
{x ∈ Rℓ | x ≥ 0} .

d) FürA ⊆ Rℓ ist−A = {−x | x ∈ A} .
e) Für ν TeilmengenAι ⊂ Rℓ, ι = 1, . . . , ν ist

ν∑

ι=1

Aι =
def

{
x ∈ Rℓ

∣∣∣ x =
ν∑

ι=1

xi für irgendwelchexι ∈ Aι

}
.

a) Die Produzenten

Die am einfachsten zu beschreibenden Akteure einer Volkswirtschaft
sind dieProduzenten.Ihre Anzahl bezeichnen wir mitm, sie selbst mit
den naẗurlichen Zahlenj = 1, . . . ,m. Jedem Produzentenj steht eine
MengeYj ⊂ Rℓ von Produktionspl̈anenyj zur Verfügung. Dieh-te
Komponente eines solchen Vektorsyj ist positiv, wenn nach diesem
Produktionsplan die entsprechende Menge des Gutsh produziert wird;
sie ist negativ, wenn eine entsprechende Menge vonh bei der Pro-
duktion eingesetzt wurde. Zu solchen Güternh geḧoren nicht nur die
verwendeten Rohstoffe und extern produzierte Komponenten, sondern
insbesondere auch die eingesetzte Arbeit. Die Summenmenge

Y =
def

m∑

j=1

Yj

ist die Menge aller in der betrachteten Volkswirtschaft realisierbarer
Produktionspl̈ane; an sie sowie die einzelnen MengenYj stellen wir die
folgenden Forderungen:

I.a Yj ist eine abgeschlossene konvexe Teilmenge vonRℓ, die den
Nullvektor 0 entḧalt.

I.b Y ∩ Ω = {0}
I.c Y ∩ (−Y ) = {0}
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Bedingung I.a besagt insbesondere, daß die Produktion um einen kon-
stanten Faktor zurückgefahren werden kann, denn da der Nullvektor in
jedemYj liegt, ist für λ ∈ (0, 1) undyj ∈ Yj auch

λyj = λyj + (1− λ)0 ∈ Yj .

Die Bedingung 0∈ Yj ermöglicht es auch, daß sich ein Produzent ganz
aus der Produktion zurückzieht.

Bedingung I.b sagt, daß eine Volkswirtschaft nichts produzieren kann,
ohne dabei Ressourcen wie Rohstoffe und/oder Arbeit zu verbrauchen.
Bedingung I.c schließlich besagt, daß ein Produktionsvorgang nicht
rückg̈angig gemacht werden kann: Bezüglich der eingesetzten ma-
teriellen G̈uter mag das zwar eventuell möglich sein; ein perfektes Re-
cycling strebt dies jedenfalls an. Die postulierte Asymmetrie kommt
aber von der Arbeit: Sowohl für die Montage wie auch für die Demon-
tage muß Arbeit aufgewendet werden; ein Produktionsschritt kann zwar
rückg̈angig gemacht werden, aber dabei muß neue Arbeit aufgewendet
werden; die alte Arbeit wird nicht frei zum Einsatz für andere Produk-
tionsschritte.

Aus Sicht eines Produzenten sind die verschiedenen Produktionspl̈ane,
die ihm zur Verf̈ugung stehen, selbstverständlich nicht alle gleich er-
strebenswert; er will (und muß) durch seine Aktivität etwas verdienen.
Wir nehmen an, daß er seinen Gewinn maximieren möchte. Dieser ḧangt
naẗurlich davon ab, zu welchem Preis er seine Produkte verkaufen kann
und welchen Preis er für die eingesetzten Ressourcen bezahlen muß.

Nach der reinen marktwirtschaftlichen Lehre sollte der Markt die Preise
der einzelnen G̈uter festlegen; wir nehmen an, daß die Marktentwicklung
zu einem Preisvektorp∗ ∈ Rℓ für die Preise der verschiedenen Güter
führte. Der Gewinn oder Verlust derj-ten Produzenten ist dann bei Wahl
des Produktionsplansyj das Skalarproduktp∗yj des Preisvektors mit
dem Produktionsplan; wir gehen davon aus, daß er dieses maximieren
möchte. Seine Strategie ist somit die folgende:

(1) Wähle einen Produktionsplany∗j ∈ Yj so, daß das Skalarprodukt
p∗y∗j das Maximum unter allenp∗yj mit yj ∈ Yj annimmt.
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Diese Strategie wird in unserem Modell von allenm Produzenten ver-
folgt.

b) Die Konsumenten

Davon gebe esn Stück; wir bezeichnen sie durch die natürlichen Zahlen
i = 1, . . . , n. Jeder von ihnen hat gewisse Bedürfnisse, die er durch
Verbrauch von G̈utern befriedigen muß. Wir gehen davon aus, daß ihm
dazu eine gewisse MengeXi ⊂ Rn von möglichen Verbrauchsvektoren
zur Verfügung steht. F̈ur jedesxi ∈ Xi stehen die positiven Kompo-
nenten f̈ur konsumierte G̈uter, die negativen für zu leistende Arbeit oder
verkaufte G̈uter. Wir nehmen an:

II. Die MengenXi sind abgeschlossen, konvex und nach unten be-
schr̈ankt; es gibt also f̈ur jeden Verbraucherieinen Vektorξi ∈ Rℓ,
so daßxi ≥ ξi für allexi ∈ Xi.

Die Beschr̈anktheit nach unten sorgt einerseits dafür, daß gewisse
Grundbed̈urfnisse befriedigt werden, anderseits aber begrenzt sie auch
jede m̈ogliche Arbeitsleistung. Die Abgeschlossenheit vonXi ist eine
Art Stetigkeitsbedingung, und die Konvexität zeigt insbesondere die
Substituierbarkeit von G̈utern, die auf dem Markt gegen andere getauscht
werden k̈onnen.

Ein Verbraucher wird seinen Verbrauchsvektor im allgemeinen nicht
einfach durch Kostenminimierung festlegen: Die wenigstenVerbraucher
dürften damit zufrieden sein, sich nur von Wasser und Brot zu ernähren.
Wir gehen daher davon aus, daß jeder Verbraucher eineNützlichkeits-
funktionui:Xi → R hat, die jedem m̈oglichen Verbrauchsvektor eine
reelle Zahl zuordnet, die umso größer ist, je mehr ihm der betreffende
Verbrauchsvektor zusagt. Wir nehmen an, daß gilt
III.a ui ist eine stetige Funktion
III.b Für jedesxi ∈ Xi gibt es einx′i ∈ Xi mit ui(x

′
i) > ui(xi)

III.c Ist ui(x
′
i) > ui(xi), so gilt auch f̈ur jedesλ ∈ (0, 1) die Unglei-

chungui

(
(λx′i + (1− λ)xi

)
> ui(xi) .

Bedingung III.a besagt insbesondere, daß die Menge aller Verbrauchs-
vektoren, deren N̈utzlichkeit aus Sicht eines gegebenen Verbrauchers
größer oder gleich einem vorgegebenen Wert ist, abgeschlossen ist;
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durch reine Pr̈aferenzen ausgedrückt heißt dies: Ist (x(k)
i )k∈N eine kon-

vergente Folge von Verbrauchsvektorenx(k)
i ∈ Xi derart, daß Ver-

braucheri jedesx(k)
i mindestens genauso sehr schätzt wie eine Alter-

native x̃i, so scḧatzt er auch den Grenzwert mindestens genauso sehr
wie x̃i.

Bedingung III.b formalisiert eine wohlbekannte Beobachtung: Egal, wie
gut es uns geht: Wir k̈onnen uns immer einen Zustand vorstellen, der
uns noch lieber ist, weil der entsprechende Vektor entwedermehr von
einem unserer Lieblingsgüter entḧalt oder ein Gut, das wir noch nicht
haben, oder was auch immer.

Bedingung III.c ist insbesondere eine Konvexitätsbedingung: Sie im-
pliziert, daß f̈ur jede reelle Zahla die Menge

M =
{
xi ∈ Xi

∣∣ ui(xi) ≥ a
}

aller Aktionen, deren N̈utzlichkeit als gr̈oßer oder gleicha eingescḧatzt
wird, konvex ist: Sind n̈amlich xi und x′i zwei Vektoren ausM , so
können wir o.B.d.A. annehmen, daßui(x

′
i) ≥ ui(xi) ist. Falls sogar

ui(x
′
i) > ui(xi) ist, sagt uns III.c direkt, daß auchui

(
λxi + (1− λ)x′i

)

für alleλ ∈ [0, 1) größer ist alsui(x
′
i). Fallsui(xi) = ui(x

′
i) ist, müssen

wir uns anders̈uberlegen, daß es keinx∗i = λxi + (1− λ)x′i gibt mit
ui(x

∗
i ) < u(xi). Gäbe es so einx∗i , so g̈abe es wegen der Stetigkeit

vonui einen Vektorx+
i mit ui(x

∗
i ) < ui(x

+
i ) < ui(xi) = ui(x

′
i) auf der

Verbindungsstrecke vonx∗i zuxi. Auf der Strecke vonxi nachx′i kom-
men wir somit zun̈achst zux∗i , dann zux+

i und schließlich zux′i. Daher
läßt sichx∗i als konvexe Linearkombination vonxi undx+

i ausdr̈ucken.
Da u(xi) > u(x+

i ) ist, muß daher nach III.b auchu(x∗i ) > u(xi) sein,
im Widerspruch zur Annahme. Somit istu(x∗i ) ≥ u(xi) ≥ a für alle
x∗i = λxi + (1− λ)x′i zwischenxi undx′i.

Leider kann sich unser Verbrauch von Konsumgütern nicht nur an un-
seren Pr̈aferenzen orientieren, sondern muß auch unsere Mittel in Be-
tracht ziehen. Um dies zu modellieren, betrachten ARROWund DEBREU

zwei Arten von Eink̈unften: Zum einen verfügt Verbraucheri zu Beginn
über eine gewisse Menge von Gütern; dieh-te Komponente des Vektors
ζi ∈ Rℓ gebe deren Menge für das Guth an. Außerdem k̈onnen Ver-
braucher Anteile an Produzenten besitzen und damit einen Anspruch auf
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einen entsprechenden Anteil an deren Gewinnen.αij gebe an, welchen
Anteil Verbraucheri am Produzentenj besitzt. Wir nehmen an, daß gilt
IV.a Es gibt einxi ∈ Xi mit xi < ζi.
IV.b αij ≥ 0 für allei, j und

∑n
i=1αij = 1.

Bedingung IV.a besagt, daß es einen möglichen Verbrauchsvektor gibt,
dessen s̈amtliche Komponenten echt kleiner sind als die entsprechenden
Komponenten vonζi; wir nehmen also an, daß jeder Verbraucher von
jedemGut mehr besitzt als er gemäß zumindest einem seiner möglichen
Verbrauchsvektoren braucht, und daß er damitjedesGut des betrach-
teten Wirtschaftssystems gegebenenfalls zum Verkauf anbieten k̈onnte.
Diese Voraussetzung ist sicherlich unrealistisch, sie vereinfacht aber den
Beweis der Existenz eines Gleichgewichts beträchtlich. ARROWund DE-
BREU betrachten deshalb zunächst den Fall eines Wirtschaftssystem, in
dem diese Bedingung erfüllt ist, und diskutieren danach die notwendigen
Modifikationen um IV.a durch realistischere Bedingungen zuersetzen.

Bedingung IV.b ist weitgehend unproblematisch: Die Summenbedin-
gung besagt einfach, daß jeder Anteilseigner eines Produzenten als Ver-
braucher auftritt, undαij ≥ 0 verbietet den Verkauf von Anteilen, die
man gar nicht besitzt.

Ein Verbraucher kann nur G̈uter erwerben, die er sich zu den jeweils gel-
tenden Preisen auch leisten kann. Sein Einkommen besteht aus dem Wert
der G̈uter (einschließlich Arbeit), die er auf dem Markt anbietenkann,
sowie Gewinnbeteiligungen bei den Produzenten, von denen er Anteile
besitzt. Er ẅahlt seinen Verbrauchsvektorx∗i so, daß die N̈utzlichkeits-
funktion maximiert wird:

(2) ui(x
∗
i ) = max

{
u(xi)

∣∣ xi ∈ Xi und p∗xi ≤ p∗ζi +
n∑

j=1
αij(p∗yj)

}

Bevor wir definieren k̈onnen, was ein Gleichgewicht ist, müssen wir uns
noch mit dem Preisvektorp∗ bescḧaftigen. Wir gehen davon aus, daß er
einfach die relativen Werte der einzelnen Güter angibt, wobei jedes Gut
einen nichtnegativen Wert haben soll. Die entsprechende Forderung an
den Preisvektor k̈onnen wir formalisieren durch die Bedingung

(3) p∗ ∈ P =
def

{
p ∈ Rℓ | p ≥ 0 und

ℓ∑
h=1

ph = 1
}

.
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Als letzte Forderung an ein Gleichgewicht, daß seinen Namenverdient,
müssen wir noch in irgendeiner Weise formalisieren, daß sichAngebot
und Nachfrage f̈ur jedes Gut die Waage halten – oder zumindest für
fast jedes. Eine Ausnahme bilden etwaige frei erhältliche G̈uter wie bei-
spielsweise die Nutzung natürlicher Ressourcen oder von Funkfrequen-
zen, die je nach Wirtschaftssystem in gewissem Rahmen möglicherweise
mit einem Preis von Null angesetzt werden kann. Bei solchen Gütern
steht zu erwarten, daß sie in genügender Menge vorhanden sind und
auch im Gleichgewicht nicht vollständig genutzt werden.

Um dies zu formalisieren, betrachten wir die Summex aller Ver-
brauchsvektoren als Vektor der Gesamtnachfrage, die Summey aller
Produktionsvektoren als Vektor des Gesamtangebots und schließlich
die Summeζ aller ζi als Vektor der sich im Besitz der Verbraucher
befindlichen G̈uter:

x =
n∑

i=1

xi, y =
m∑

j=1

yj . ζ =
n∑

i=1

ζi .

Aus diesen drei Vektoren können wir dann den Nachfrageüberhang

z =
def
x− y − ζ

berechnen, von dem wir für Gleichgewichtspunkte fordern:

(4) z∗ ≤ 0 undp∗z∗ = 0.

Im Gleichgewicht soll also die Nachfrage nach jedem derℓ Güter be-
friedigt werden. Die Bedingungp∗z∗ = 0 impliziert außerdem, daß alle
Güter, bei denen das Angebotüber der Nachfrage liegt, Wert Null haben:
Da für jedes Guth der Preisph ≥ 0 ist, während der Nachfrageüberhang
zh ≤ 0 ist, stehen im Skalarproduktp∗z∗ nur nichtpositive Summan-
den, eine Summe Null ist daher nur möglich, wenn jeder einzelne davon
verschwindet. Somit istphzh = 0 für jedes Guth, im Fallezh 6= 0 muß
alsoph = 0 sein. EinÜberangebot kann es somit nur bei freien Gütern
geben.

Definition: Ein (m+n+1)-Tupel (x∗1, . . . , x
∗
n, y

∗
1 , . . . , y

∗
m, p

∗) von Vek-
toren ausRℓ heißtGleichgewicht, wenn es die Bedingungen (1)− (4)
erfüllt.
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Satz 1: Unter den Bedingungen I bis IV gibt es ein solches Gleichge-
wicht.

Der Beweis dieses Satzes sollteähnlich funktionieren wie der für die
Existenz von NASH-Gleichgewichten bei Spielen, allerdings unterschei-
det sich die Situation hier in einem Punkt ganz wesentlich von der bei
Spielen: Dort steht jedem Spieler eine feste Menge von Strategien zur
Verfügung, hier ḧangt aber zumindest für die Verbraucher die Menge der
spielbaren Strategien vom Preisvektor und den Strategien der Produzen-
ten ab. Auch die Auszahlungsfunktion hängt nicht nur ab von den Strate-
gien der Verbraucher und der Produzenten, sondern zusätzlich auch noch
vom Preisvektor. Letzteres Problem werden wir dadurch lösen, daß wir
einen zus̈atzlichen Spieler einführen, der die Preise festsetzt. Das Pro-
blem mit den variablen Strategiemengen kann nicht so einfach gel̈ost
werden: Hierzu muß der Begriff des Spiels verallgemeinert werden.

§2: Abstrakte Ökonomien

In seiner Arbeit

GERARDDEBREU: A social equilibrium existence theorem,Proc.
N.A.S.38 (1952), 886–893

führte DEBREU1952 den Begriff einerabstraktenÖkonomieein als Ver-
allgemeinerung des Spielbegriffs und bewies die Existenz von Gleich-
gewichten f̈ur abstraktëOkonomien. Er verwendete dazu nicht den Fix-
punktsatz von KAKUTANI , sondern zwei Verschärfungen, die EILEN-
BERG und MONTGOMERY 1946bzw.BEGLE 1950 publiziert haben. Da
in der Arbeit von ARROWund DEBREUnur ein schẅacheres Resultat be-
nutzt wird, zu dessen Beweis der Fixpunktsatz von KAKUTANI ausreicht,
werde ich mich hier auf dieses schwächere Resultat beschränken.

EineabstrakteÖkonomiehatν Agentenι = 1, . . . , ν. Jedem steht eine
MengeAι eventuell m̈oglicher Aktionen zur Verf̈ugung, von denen er je-
doch in Abḧangigkeit von den Aktionen der anderen Agenten nur die aus
einer Teilmenge wirklich ausführen kann: F̈ur jeden Agentenι haben wir
eine KorrespondenzAι:A−ι → Aι, und f̈ur jede Wahla−ι ∈ A−ι kann
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ι nur die Aktionen ausAι(a−ι) ⊆ Aι ausf̈uhren. Seine Auszahlungs-
funktion ist eine Funktionfι:A1 × · · · ×Aν → R, wobei naẗurlich nur
die Funktionswerte an jenen Punkten (a1, . . . , aν ) relevant sind, f̈ur die
aι in Aι(a−ι) liegt. Abgesehen von dieser Einschränkung sind Gleich-
gewichte genauso definiert wie das NASH-Gleichgewicht, d.h. keiner der
Agenten kann seine Auszahlung verbessern, wenn alle anderen bei ihrer
Wahl bleiben und nur er eine andere vor diesem Hintergrund mögliche
Aktion wählt:

Definition: Ein Gleichgewichtspunkt einer abstraktenÖkonomie ist ein
ν-Tupel (a∗1, . . . , a

∗
ν ) ∈ A1 × · · · × Aν derart, daß f̈ur alleι gilt:

1. a∗ι ∈ Aι(a
∗
−ι) und

2. fι(a
∗
1, . . . , a

∗
ν ) = max

{
fι(a

∗
−ι|aι)

∣∣ aι ∈ Aι(a−ι)
}

.

Satz von Debreu: Alle MengenAι seien kompakte konvexe Polyeder
und alle KorrespondenzenAι, alle Auszahlungsfunktionenfι sowie
auch alle Funktionen

ϕι:

{
A−ι → R

a−ι 7→ max
{
fι(a

∗
−ι|aι)

∣∣ aι ∈ Aι(a−ι)
} ;

seien stetig. Außerdem seien für alleι und allea−ι ∈ A−ι die Mengen

Ma−ι
=
{
aι ∈ Aι(a−ι)

∣∣ fι(a−ι|aι) = ϕι(a−ι)
}

konvex. Dann hat die oben definierte abstrakteÖkonomie ein Gleichge-
wicht.

Man beachte, daß die KorrespondenzenAι alsstetigvorausgesetzt sind,
sie m̈ussen also halbstetig sowohl nach oben als auch nach unten sein.

Zum Beweisbetrachten wir die Korrespondenz

Φ:

{
A1 × · · · × Aν →→ A1 × · · · × Aν

(a1, . . . , aν ) 7→Ma−1
× · · · ×Ma−ν

.

Mit den MengenAι ist auch deren Produkt kompakt und konvex; um den
Fixpunktsatz von KAKUTANI anwenden zu k̈onnen, m̈ussen wir daher
nur zeigen, daßΦ halbstetig nach oben ist.
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Dazu beweisen wir zun̈achst eine etwas allgemeinere Aussage:

X undY seien Teilmengen endlichdimensionaler reeller Vektorräume,
f :X × Y → R sei eine stetige Abbildung, undϕ:X →→ Y sei eine
stetige Korrespondenz. Dann ist die Korrespondenz

µ:




X → → Y

x 7→
{
y ∈ ϕ(x)

∣∣ f (x, y) = max
z∈ϕ(x)

f (x, z)
}

halbstetig nach oben.

Zum Beweis verwenden wir die Charakterisierungen der jeweiligen
Stetigkeitsbegriffe durch Folgen: Sei also (xn)n∈N

eine konvergente
Folge inX mit Grenzwertx und (yn)n∈N ein konvergente Folge inY
mit Grenzwerty derart, daßyn ∈ µ(xn) für allen. Daϕ halbstetig nach
oben ist, liegt dann auchy in ϕ(x). Für jeden anderen Punktz ∈ ϕ(x)
gibt es wegen der Halbstetigkeit vonϕ nach unten eine Folge (zn)n∈N

mit Grenzwertz, so daßzn ∈ ϕ(xn) für allen. Nach Definition vonµ ist
f (xn, yn) ≥ f (xn, zn) für allen; wegen der Stetigkeit vonf ist somit
auchf (x, y) ≥ f (x, z). Daz beliebig war, muß dahery in µ(x) liegen,
was die Behauptung beweist.

Wenden wir dies an aufX = A−ι und Y = Aι. Für die Abbildung
f :X × Y → R nehmen wir die Auszahlungsfunktion des Agentenι,
undϕ(a−ι) seiAι(a−ι). Dann ist

µ(a−ι) =
{
aι ∈ Aι(a−ι)

∣∣ fι(a−ι|aι) = max
a∈Aι(a−ι)

f (a−ι|a)
}

= Ma−ι
,

die Korrespondenz vonA−ι nachAι, die jedema−ι die MengeMa−ι

zuordnet, ist also halbstetig nach oben. Da die Projektion vom Produkt
A1 × · · · × Aν nachA−ι eine stetige Abbildung ist, ist somit auch die
Korrespondenz

µι:

{
A1 × · · · × Aν →→ A1 × · · · × Aν

(a1, . . . , aν) 7→Ma−ι

halbstetig nach oben und damit auchΦ als Produkt dieser Korrespon-
denzen. Damit ist der Satz von DEBREUbewiesen.
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§3: Beweis von Satz 1

Sowohl die m̈oglichen Strategiemengen der Verbraucher als auch die
Gewinne der Produzenten hängen ab vom Preisgefüge. Nach der klas-
sischen volkswirtschaftlichen Lehre wird dieses vom Marktbestimmt;
ARROWund DEBREUführen daher zusätzlich zu dennVerbrauchern und
denm Produzenten einen weiteren Agenten ein, denMarktteilnehmer
oder kurzMarkt.Wir haben somit eine abstrakteÖkonomie mitm+n+1
Teilnehmern.

Die Strategiemenge des neuen Agenten ist die Menge

P =
{
p ∈ Rℓ

∣∣ p ≥ 0 und
ℓ∑

h=1

ph = 1
}

aller möglicher Preisvektoren; die Strategiemenge desj-ten Produzen-
ten ist Yj . In beiden F̈allen gehen wir davon aus, daß den Agenten
unabḧangig von den Entscheidungen derübrigen Teilnehmer alle Strate-
gien aus der jeweiligen Menge zur Verfügung stehen.

Die Strategiemenge desi-ten Verbrauchers ist natürlichXi, tats̈achlich
muß er aber einen Verbrauchsplan wählen, den er auch finanzieren kann,
d.h. er muß sich beschränken auf jede Vektorenxi ∈ Xi, für die das
Skalarproduktpxi mit dem Preisvektorp höchstens gleich dem Wert
seiner G̈uter und Beteiligungen ist:

pxi ≤ pζi +
m∑

j=1

αij(pyj) .

Für einen beliebigen Preisvektorp kann es durchaus sein, daß kein
einzigesxi ∈ Xi diese Bedingung erfüllt: Unter den yj gibt es
schließlich auch negative, und je nach Preisvektor könnte der zweite
Summand in obiger Ungleichung negativ sein.

In einem Gleichgewicht kann dies allerdings nicht vorkommen, denn
ist p∗ der Preisvektor eines Gleichgewichtspunkts undy∗j der Pro-
duktionsplan desj-ten Produzenten in diesem Gleichgewicht, so ist
p∗y∗j ≥ p∗y für alley ∈ Yj . Da dort insbesondere auch der Nullvektor
liegt, ist alsop∗y∗j ≥ 0. Beim Nachweis der Existenz von Gleichge-
wichten k̈onnen wir daher demi-ten Verbraucher alle Verbrauchspläne



 Topologie und Gleichgewichte

erlauben, f̈ur die

pxi ≤ pζi +
(

0,
m∑

j=1

αij(pyj)
)

ist, und diese Teilmenge vonXi definieren wir alsAi(x−i). Sie kann
nicht leer sein, denn nach unseren Voraussetzungen gibt es ein x′i ∈ Xi

mit ζi ≥ x′i, so daß zumindestx′i inAi(x−i) liegt. Der Index
”
−i“ bezieht

sich hier naẗurlich aufalle übrigen Agenten, also auch die Produzenten
und den Marktteilnehmer.

Die Auszahlungsfunktion eines Verbrauchers ist seine Nützlichkeits-
funktion, die eines Produzenten ist das Skalarprodukt seines Produk-
tionsplans mit dem Preisvektor. Bleibt noch die Auszahlungsfunktion
des Marktteilnehmers zu definieren.

Nach unseren Forderungen soll im Gleichgewicht der Nachfragëuber-
hangz∗ = x∗ − y∗ − ζ ≤ 0 sein und den Wertp∗z∗ = 0 haben. Wenn
wir die Auszahlungsfunktion für den Marktteilnehmer alspz definie-
ren, ist dies in jedem Gleichgewichtspunkt der betrachteten abstrakten
Ökonomie der Fall: Ẅare n̈amlich im Gleichgewicht eine der Kom-
ponentenz∗h > 0, so k̈onnte der Marktteilnehmer seine Auszahlung
vergr̈oßern, indem er die entsprechende Preiskomponenteph zu Lasten
einer anderen Komponente erhöht, im Widerspruch zur Definition eines
Gleichgewichts einer abstraktenÖkonomie. Genauso könnte er im Falle
z∗h < 0 seine Ausz̈ahlung vergr̈oßern, indem erph erniedrigt – es sei
denn,ph ist bereits null. Der Marktteilnehmer legt die Preise also nach
dem Gesetz von Angebot und Nachfrage fest und erreicht damit, daß
im Gleichgewichtph = 0 ist für alleh mit zh < 0, undzh = 0 für alle
Güterh mit ph > 0.

Wenn wir zeigen k̈onnen, daß die so definierte abstrakteÖkonomie ein
Gleichgewicht hat, folgt somit die Behauptung von Satz 1.

Leider erf̈ullt diese abstraktëOkonomie aber nicht die Voraussetzun-
gen des Satzes von DEBREU: Zumindest die StrategiemengenXi der
Verbraucher sind definitiv nicht kompakt, denn wir haben ja voraus-
gesetzt, daß es zu jedem Verbrauchsplan eine Alternative mit höherer
Nützlichkeit gibt; auf einem Kompaktum m̈ußte die N̈utzlichkeitsfunk-
tion aber ein (absolutes) Maximum annehmen.



Kap. 9: Wirtschaftliche Gleichgewichte 

Die Beweisstrategie von ARROWund DEBREUbesteht darin, daß sie die
abstrakteÖkonomie so modifizieren, daß alle Strategiemengen kom-
pakt sind, daß die ursprüngliche und die modifiziertëOkonomie aber
trotzdem dieselben Gleichgewichte haben.

Da die StrategiemengeP des Marktteilnehmers bereits kompakt ist,
müssen nur die Strategiemengen der Verbraucher und der Produzenten
modifiziert werden. Die Idee ist in beiden Fällen die gleiche: Wir er-
lauben jedem Teilnehmer nur solche Strategien, für die es zumindest
grunds̈atzlich für jeden anderen Teilnehmer eine Strategie gibt derart,
daß der Nachfrageüberhang der gesamten̈Okonomie die Bedingung
z ≤ 0 erfüllt. Wir beschr̈anken daher die Wahlm̈oglichkeiten desi-ten
Verbrauchers auf die Menge

X̂i =
{
xi ∈ Xi

∣∣ ∀i′ 6= i∃xi′ ∈ Xi′∀j ∃yj ∈ Yj : z ≤ 0
}

und die desj-ten Produzenten auf

Ŷj =
{
yj ∈ Yj

∣∣ ∀i∃xi ∈ Xi∀j′ 6= j ∃yj′ ∈ Yj′ : z ≤ 0
}

.

Wenn die betrachtetëOkonomie ein Gleichgewicht hat, m̈ussen offen-
sichtlich die Strategien aller Teilnehmer in den so definierten Teilmengen
liegen. Da sie abgeschlossen sind, reicht es zum Nachweis der Kompakt-
heit, daß wir ihre Beschränktheit zeigen.

Angenommen, mindestens eine der MengenYj wäre unbeschränkt;
durch Umnummerieren k̈onnen wir annehmen, daß dies für die Men-
geY1 der Fall sei. Dann gibt es eine Folge von Strategieny(k)

1 ∈ Ŷ1 und
für allei sowie allej > 1 Strategienx(k)

i ∈ Xi undyj ∈ Yj , derart, daß
gilt:

lim
k→∞

∥∥∥y(k)
1

∥∥∥ = ∞ und
m∑

j=1

y(k)
j ≥

n∑

i=1

x(k)
i − ζ .

Bezeichnetξ die Summe der Untergrenzenξi für die Strategiemengen
Xi der einzelnen Verbraucher, so ist nach Voraussetzung II

n∑

i=1

x(k)
i ≥ ξ und damit

m∑

j=1

y(k)
j ≥ ξ − ζ .
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Wir betrachten f̈ur jeden Indexk das Maximumµ(k) der Normen dery(k)
j .

Da insbesondereµ(k) ≥
∥∥∥y(k)

1

∥∥∥ ist, gehen dieµ(k) gegen unendlich;

für hinreichend große Werte vonk sind sie also gr̈oßer als eins. Nach
Annahme I.a ist dann für jeden Produzentenj

y(k)
j

µ(k)
=

1
µ(k)

y(k)
j +

(
1− 1

µ(k)

)
0 ∈ Yj .

Die Summe aller dieser Vektoren für ein festes solchesk erfüllt daher
die Ungleichung

m∑

j=1

y(k)
j

µ(k)
≥ ξ − ζ

µ(k)
.

Nach Definition vonµ(k) hat jeder Summand höchstens die Norm eins;
da in einem Kompaktum jede Folge eine konvergente Teilfolgehat, gibt
es daher f̈ur jedesj eine Folge (kq)q∈N von Indizes, so daß die Folge der

y
(kq)
j /µ(kq) gegen einen Grenzwerty(0)

j konvergiert. Wegen der voraus-
gesetzten Abgeschlossenheit vonYj liegt dort auch dieser Grenzwert,
und die Summëuber alle diese Grenzwerte muß wegen obiger Unglei-
chung und der bestimmten Divergenz der Folge derµ(k) ein Vektor mit
lauter nichtnegativen Komponenten sein. Nach Voraussetzung I.b muß
die Summe daher gleich dem Nullvektor sein.

Für jeden einzelnen Produzentenj′ ist somit
∑

j 6=j′

y(0)
j = −y(0)

j′ .

Da 0∈ Yj′ , liegt die Summe links inY . Außerdem liegt auchyj′ in Y ,

denn auch f̈ur jedesj 6= j′ ist 0∈ Yj . Somit liegen sowohly(0)
j′ als auch

−y(0)
j′ in Y , was nach Voraussetzung I.c nur möglich ist für y(0)

j′ = 0. Da
j′ beliebig war, gilt dies f̈ur alle Produzenten, für jedesj konvergiert also
die Folge dery(kq)

j /µ(kq) gegen den Nullvektor. Somit gibt es höchstens

endlich viele Indizesq, für die die Norm vony(kq)
j gleichµ(kq) sein kann.

Da es nur endlich viele Produzenten gibt, kann dann auch nur für endlich
viele Werte vonq die NormirgendeinesVektorsy(kq)

j gleichµ(kq) sein.
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Dies widerspricht aber der Definition vonµ(k) als dem Maximum der
Normen der Vektoreny(k)

j .

Damit führt die Annahme, es gäbe unbeschränkte Mengen̂Yj zu einem

Widerspruch; zumindest diêYj sind also allesamt beschränkt und somit
kompakt.

Daraus folgt nun leicht auch die Beschränktheit (und Kompaktheit)
derX̂i: Da z = x− y − ζ ≤ 0 ist, haben wir f̈ur jede Strategiexi eines
Verbrauchersi die Ungleichung

ξi ≤ xi ≤
m∑

j=1

yj −
∑

i′ 6=i

xi′ + ζ

für geeignete Strategienxi′ ∈ Xi′ undyj ∈ Yj . Dabei ist naẗurlich jedes

xi′ ≥ ξi′ ; außerdem liegen alleyj in der jeweiligen TeilmengêYj , denn
es gibt ja Strategien für alle anderen Teilnehmer, diez ≤ 0 machen.
Also ist

ξi ≤ xi ≤
m∑

j=1

yj −
∑

i′ 6=i

ξi′ + ζ .

Wegen der Beschränktheit der Mengen̂Yj ist die rechte Seite beschränkt,

also sind auch alle Mengen̂Xi beschr̈ankt und somit kompakt.

Da es nur endlich viele Mengen̂Xi undŶj gibt, können wir eine reelle
Zahl c finden, so daß alle diese Mengen im Innern des Würfels

W =
{
x ∈ Rℓ

∣∣ ∀h : |xh| ≤ c
}

liegen.

Mit dieser Zahlc definieren wir eine neue abstrakteÖkonomie, von der
wir zeigen wollen, daß sie alle Voraussetzungen des Satzes von DEBREU

erfüllt: Für jeden Verbraucheri und jeden Produzentenj definieren wir

X̃i = Xi ∩W und Ỹj = Yj ∩W .

DaX̂i ⊂ X̃i undŶj ⊂ Ỹj für allei, j, liegen f̈ur jedes Gleichgewicht der
urspr̈unglichen abstrakten̈Okonomie die Strategien der Verbraucher in
den TeilmengeñXi und die der Produzenten iñYj . Für die Verbraucher
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modifizieren wir entsprechend auch die Menge der möglichen Strategien
zu Ãi(x−i) = Ai(x−i) ∩ X̃i.

Umgekehrt ist auch jedes Gleichgewicht der modifiziertenÖkonomie
eines der ursprünglichen, denn in einem Gleichgewichtspunkt der mod-
ifizierten Ökonomie kann sich kein Agent verbessern, indem er allein
eine Strategie ẅahlt, die nicht inX̃i bzw.Ỹj liegt: Dies k̈onnte er nur,
wenn er auch die Strategien der anderen Agenten verändern k̈onnte.

Zum Beweis von Satz 1 m̈ussen wir daher nur noch zeigen, daß diese
modifizierteÖkonomie in der Tat, wie behauptet, alle Voraussetzungen
des Satzes von DEBREUerfüllt.

Nach I.a und II sind die MengenXi und Yj abgeschlossen und kon-

vex; der ẄurfelW ist kompakt und konvex; daher sind die MengenX̃i

und Ỹj kompakt und konvex, genau wie es die StrategiemengeP des
Marktteilnehmers ohnehin schon war. Die Stetigkeit der Auszahlungs-
funktionen f̈ur Verbraucher ist in III.a vorausgesetzt; für die Produzenten
und den Marktteilnehmers folgen die entsprechenden Aussagen aus der
Lineariẗat dieser Funktionen. Daraus folgt für diese Teilnehmer auch
die Konvexiẗat der im Satz von DEBREU definierten MengenMa−ι

; für
Verbraucher garantiert III.c diese Konvexität.

Die Korrespondenzen zur Definition der im Kontext durchführbaren
Strategien sind f̈ur Produzenten und den Marktteilnehmer konstant, also
trivialerweise stetig. Da es sich jeweils um die gesamte Strategiemenge
handelt, gibt es auch keine Probleme mit der Konvexität.

Im Falle der Verbraucher ist die Konvexität ebenfalls unproblema-
tisch, da die zul̈assigen TeilmengeñAi(x−i) durch lineare Bedingungen

definiert sind. Außerdem ist̃Ai(x−i) nicht leer, denn nach IV.a gibt es
für jeden Verbraucheri eine Strategiex′i ∈ Xi mit x′i ≤ ζi. Setzen wir
y′j = 0 für alle Produzentenj, so ist

n∑

i=1

x′i −
m∑

j=1

y′j − ζ ≤ 0 ,

x′i liegt also f̈ur jeden Verbraucheri in X̂i und damit erst recht im
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WürfelW . Da wir bereits zu Beginn dieses Abschnitts gesehen haben,
daßx′i in Ai(x−i) liegt, ist somitx′i ∈ Ãi(x−i).

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit der KorrespondenzenÃi.

Die Halbstetigkeit nach oben istäquivalent zur Abgeschlossenheit des
Graphen.

XXX

§4: Der Satz von Arrow und Debreu

Wie bereits erẅahnt, ist die Bedingung IV.a unter den Voraussetzungen
für Satz 1 v̈ollig unrealistisch: Wir nehmen hier schließlich an, daß jeder
Verbraucher von jedem Gut etwas besitzt, was er verkaufen kann. Um
einen n̈utzlichen Satz zu bekommen, müssen wir diese Bedingung deut-
lich abschẅachen. Damit jeder Verbraucher aktiv am Marktgeschehen
teilnehmen kann, muß er allerdings zumindest ein nützliches Gut an-
bieten k̈onnen; und dies formalisieren ARROW und DEBREU folgender-
maßen:

Definition: a) Für h = 1, . . . , ℓ sei δh ∈ Rℓ derh-te Koordinatenein-
heitsvektor, d.h. seineh-te Komponente ist gleich eins, und alle sonstigen
Komponenten verschwinden.
b)D sei die Menge aller G̈uterh, für die gilt: Für jeden Verbraucheriund
jeden Verbrauchsplanxi ∈ Xi gibt es einλ > 0, so daßxi + λδh ∈ Xi

undui(xi + λδh) > ui(x).
c) P sei die Menge aller G̈uter h, für die gilt: Für jede m̈ogliche
gesamtwirtschaftliche Produktiony ∈ Y ist yh ≤ 0, und es gibt min-
destens eine Alternativey′ ∈ Y , so daß f̈ur alle G̈uter h′ 6= h gilt:
y′h′ ≥ yh′ , wobei f̈ur mindestens einh′′ ∈ D sogary′h′′ > yh′′ ist.

Die MengeD besteht somit aus allen jenen Gütern, von denen jeder Ver-
braucher stets gerne noch etwas mehr hätte. Die G̈uterh ∈ P können
wegen der Bedingungyh ≤ 0 nicht produziert werden, sondern sind
Resourcen f̈ur die Produktion; typischerweise geht es hier um Arbeit-
sleistungen. Die zweite Bedingung in der Definition vonP besagt, daß
damit etwas n̈utzliches produziert werden kann: Durch Einsatz vonh
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läßt sich eine alternative gesamtwirtschaftliche Produktion realisieren,
bei der von jedem anderen Gut mindestens genauso viel produziert
(beziehungsweise nicht mehr verbraucht) wird, als im ursprünglichen
Plan, wobei von mindestens einem der Güter, die jeder gerne hätte, sogar
mehr produziert wird.

Bedingung IV.a besagte bekanntlich, daß jeder Verbraucheri einen
Verbrauchsplanxi ∈ Xi hat, so daßxi < ζi ist, wobei der Vektor
ζi ∈ Rℓ seinen Besitz beschreibt und das Kleinerzeichen so zu inter-
pretieren ist, daß es injeder Komponente gilt. Diese Bedingung wird
nun abgeschẅacht zu
IV’.aEs gibt einxi ∈ Xi, so daßxi ≤ ζi ist, wobei f̈ur mindestens ein

Guth ∈ P gilt: xih < ζih.
Wir verlangen also nur, daß es mindestens eine nützliche Resource (meist
eine Form von Arbeit) gibt, die er auf dem Markt anbieten kann. Be-
dingung IV.b bleibt unver̈andert, und mit IV’ bezeichnen wir die beiden
Bedingungen IV’.a und IV.b.

Zum Nachweis der Existenz eines Gleichgewichts reichen dieBedin-
gungen I–III und IV’ noch nicht aus; der Beweis benutzt noch drei
weitere Voraussetzungen. Die erste davon besagt, daß das Wirtschafts-
system zumindest grundsätzlich in der Lage ist,̈Uberscḧusse von allen
Gütern zu produzieren, die beiden anderen stellen sicher, daß es die gera-
de definierten

”
nützlichen“ G̈uter und Dienstleistungen auch tatsächlich

gibt:
V. Es gibt einx ∈ X und einy ∈ Y derart, daßx < y + ζ.

VI. D 6= ∅
VII. P 6= ∅

Mit diesen zus̈atzlichen Bedingungen läßt sich nun zeigen

Satz: Unter den Bedingungen I–III, IV’ und V–VII gibt es ein Gleich-
gewicht.

DerBeweisist ähnlich zu dem von Satz 1: Wir konstruieren Modifikatio-
nen des gegebenen Wirtschaftssystems, auf die wir den Satz von DEBREU

anwenden k̈onnen, und deren Gleichgewichte auch Gleichgewichte der
gegebenen̈Okonomie sind.
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Wir bezeichnen die Elementanzahl der MengeP mit π und betrachten
für jedesε ∈ (0, 1

2π
) die Teilmenge

P ε =
def

{
p ∈ P

∣∣ ∀h ∈ P : ph ≥ ε
}

aus jenen Preisvektoren, die den Wert jeder der
”
nützlichen“ Resourcen

h ∈ P mindestens aufε festsetzen. Solange der Marktteilnehmer nur
Preisvektoren ausP ε wählen darf, ist das sichergestellt, daß jeder Ver-
braucher etwas mit positivem Wert anbieten kann, denn nach VI’.a hat
Verbraucheri einen Planxi ∈ Xi, für denxi ≤ ζi ist undxih′ > ζih′

für mindestens einh′ ∈ P. Daher ist

p · (ζi − xi) =
ℓ∑

h=1

ph(ζih − xih) ≥ ph′(ζih′ − xih′) > 0 ;

es gibt also mindestens einxi ∈ Xi, dessen Kostenpxi kleiner sind als
der Wertpζi des Verm̈ogens voni.


