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a) Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = ]

b)
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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 27. November 2003

ey ist stark abfallend.

3
nicht beschrankt fiir t — +o00.

Loésung: Falsch; beispielsweise bleibt t3f(t) = s

ist stark abfallend.

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = 1
cosht

Loésung: Richtig: Zunichst hat jede Ableitung von f die Form

£ () = Pn(sinh:i;c]osht] ’
cosh t

wobei P(x,y) ein Polynom vom Gesamtgrad hochstens n ist: Fiir n = 0 ist das klar mit
P =1, und f("*1)(t) ist die Ableitung von f(™(t), also ist nach der Quotientenregel

B cosh™*'t. %Pn(sinh t,cosht) — P, (sinht,cosht) - (n+ 1)cosh™ tsinht

f(n—H) t
®) cosh®™ % ¢
~ cosht: %Pn(sinh t,cosht) — P, (sinht,cosht) - (n+ 1)sinht
B cosh™ ™ ¢

Nach der Kettenregel

d—Pn(sinh t,cosht) = iPn(sinh t,cosht)cosht+ iPn(sinh t,cosht)sinht
dt ox oy

hat die Ableitung von P, (sinh t, cosh t) héchstens denselben Grad wie das Polynom selbst,
also hat der Zahler hochstens Grad n + 1, womit die Behauptung induktiv folgt. Insbe-
sondere ist spatestens jetzt klar, dafl f(t) beliebig oft differenzierbar ist.

Wir schreiben den Nenner um als

t —t\ n+1 1 —2t\n+1
cosh™*'t = <7e +Ze ) — e+t —( +26n+1)— =eMtDtg(t),

wobei g(t) = (1 4+ e 24)™+1/2"*1 fiir t — oo durch positive Schranken nach oben und
nach unten beschrankt bleibt. Genauso konnen wir ihn auch umschreiben als

1 eZt n+1 _
cosh™t!t = e (M+Dt, 7( +2n+]) = e (MIG(),

wobei g(t) fiir t — —oo durch positive Schranken nach oben und nach unten beschrinkt
bleibt. Den Z&hler konnen wir entsprechend schreiben als

P, (sinht,cosht) = e ™th(t) = e™th(t),

wobei h(t) fiir t — oo und }~L(t) fiir t —» —oo betragsmiflig beschrankt bleibt. Insgesamt
ist also
fM(t) = e tm(t) = e*m(t),

wobei m(t) fiir t — oo und m(t) fiir t — —oo betragsmaflig beschrankt bleibt. Damit ist
klar, daB8 auch fiir jedes r € Ny der Betrag von t"f(™)(t) fiir t — +oco beschrinkt bleibt.
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1)

g)

h)

7)

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = e~It! ist stark abfallend.

Loésung: Falsch, denn sie ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = te * ist stark abfallend.

Losung: Falsch, denn sie ist fiir t — —oo nicht beschrankt.

Richtig oder falsch: Die Summe zweier stark abfallender Funktionen ist wieder stark
abfallend.

Losung: Richtig: Sie ist wieder beliebig oft differenzierbar, und

if+9) ()] =

£7£(K) (¢) +trg‘k)(t)\ <

k) (t)‘ +

gt (y)
ist beschréankt fiir alle k,r € Nj.

Richtig oder falsch: Ist f stark abfallend, so auch jede Potenz f™ mit n € N.

Losung: Richtig: Mit der Differenzierbarkeit gibt es keine Probleme, und jede Ableitung
von f™(t) kann (via Kettenregel oder Produktregel) abgeschétzt werden durch Produkte
von Ableitungen von f(t).

Welche periodischen Funktionen sind stark abfallend?

Losung: Nur die Nullfunktion. Falls die Funktion n&mlich irgendwo einen von null
verschiedenen Wert annimmt, ist tf(t) fiir t — +o0o0 nicht mehr beschrankt.

Richtig oder falsch: Wenn die FOURIER-Transformierte von f € L?(R, R) existiert, ist f
stark abfallend.

Loésung: Falsch; beispielsweise existiert die FOURIER-Transformierte eines Rechtecksim-
pulses, der als nicht differenzierbare Funktion auch nicht stark abfallend sein kann.

Die FOURIER-transformierbare Funktion f erfiille die Gleichung

f(t) +4f(t) — 3f(t) = g(t)

~

mit einer FOURIER-transformierbaren Funktion g. Driicken Sie f(w) durch g(w) aus!

Lésung: FoOURIER-Transformation macht aus den beiden Seiten der Gleichung

277 . -~ ~ Iy a(w)
—w-f Hwf(w) — 3f = der f =
wf(w) + 4iwf(w) (w)=9g(w) oder f(w) o Fiw3
Laut Vorlesung ist L{t"}(s) = Sﬂ . Konstruieren Sie mit Hilfe dieser Beziehung jene

Stammfunktion F(t) von f(t) = t™, fiir die F(0) = a ist!
Losung: F(t) erfiillt die Gleichung F(t) = f(t) und F(0) = a; daher ist

L{A™H(s) =sL{F(t)}(s) —a wund

n! a 1T M+ a 1 .
Sn+2 S - Tl+] Sn+2 S - n+]c{t }(S)+L{a}(8) -

L{F(t)}(s) = L™} (s) + % _

n+1
Alsoist F(t) = ——

bekommen héatte.

+a, was man natiirlich auch einfacher ohne LAPLACE-Transformation



k)

1)

Was ist L{e*}(s)?

Losung: L{eM}(s) = L{1}(s—A) = S—A

Fiir welche s € C existiert £ {1} (s)?

Losung: Fiir keine; das Integral hat stets Konvergenzprobleme an der unteren Grenze;
siehe Skriptum.

d

m) Zeigen Sie: L{tf(t)}(s) = —aﬁ{f(t)}(s) !

Lésung: Da man, absolute Konvergenz der Integrale vorausgesetzt, die Integration iiber t
und die Differentiation nach s miteinander vertauschen kann, ist

d—L{f(t)}(s) 4 f(t)e stdt = 4 (f(t)e *Y) dt = — | tf(t)e ** dt = —L{tf(t)}(s).
ds ds S
0 0 0
n) Was ist L{t?f(t)}(s)?
2
Losung: L{t>f(t)}(s) = L{t(tf(t))}(s) = —%L‘,{tf(t)}(s) = %c{f(t)}(s)

Was ist £{t!777e2000}(s) ?

) ~ _ 199912000 1999
Lésung: £{t'777e72000}(s) = 72000 (119991 (5) = 2000 = (es)2000

Randbemerkung fiir Interessierte: Der Zahlenwert von 1999! ist
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p)

q)

t)

Was ist £{t!797e72000t)(5) ?

1999!

Lﬁsung: ﬁ{t1999e72000t}(s) _ £{t1999}(s +2000) — W

Losen Sie das Anfangswertproblem

X(t) +x(t) =0, x(0) =sina, x(0)=cosa
via Laplace-Transformation und beweisen Sie so die Additionsformel fiir sin(x + a)!
Losung: Fiir X(s) = £{x(t)}(s) ist s2X(s) — sx(0) — x(0) + X(s) = 0, also

ssina + cosa

X(s)= ——————— =sina- S +cosa- = L{sin acost + cos asin t}(s) .

1
s2+4+1 s2+1 s2+4+1

Da sin(a + t) das Anfangswertproblem offensichtlich 16st, folgt (modulo der noch nicht
gezeigten Umkehrbarkeit der LAPLACE-Transformation)

sin(a+t) =sinacost+cosasint.

Wie kann man auf dhnliche Weise die Additionsformel fiir den Cosinus herleiten?
Lésung: cos(a + t) 16st das Anfangswertproblem

x(t) +x(t) =0, x(0) =cosa, x(0)=—sina.

Lésen Sie das Anfangswertproblem y(t) = Ay(t) und y(0) = ¢ mit Hilfe von LAPLACE-
Transformationen!

Losung: L{y(t)}(s) = sL{y(t)}(s) — c = AL{y(t)}, also ist

LuL)s) = — = eL}(s =) = L{ce™)(s).

Losen Sie das Anfangswertproblem y*4) — 16y(t) = 0 mit y(0) = 1, y(0) = 2, §(0) = 3
und y3)(0) = 0 mit Hilfe einer Tabelle von LAPLACE-Transformationen!

Lésung: L{y™® (t)}(s) = s*L{y(t)}(s) — s3> — 2s% — 3s = 16L{y(t)}(s), also ist

3 2
Lhyloys) = SEEES

In der Tabelle auf der Riickseite des Ubungsblatts stehen L APLACE-Transformationen mit
Nenner s* — w* und Zahler s, s?, s3; mit w = 2 erhalten wir

1 1 3
y(t) = z(costh + cos 2t) + 7 (sinh 2t + sin 2t) + 3 (cosh 2t — cos 2t)

7 1 1 . 1 .
= gcosh2t+ gCOSZt-I- Zstht—i— zstt.

Losen Sie die Differentialgleichung y(3)(t) = y(t) mit den Anfangsbedingungen y(0) =0,
Y(0) =0 und y(0) = 0!

Losung: L{y®) (t)}(s) = s> L{y(1)}(s) = Ly(t)}(s) = LIy(t)}(s) =0 = y(t) = 0.



