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fü
r

V
ek

to
rf

el
de

rm
ei

st
G

ro
ß

bu
ch

st
ab

en
w

ie

	�
 od
er

	�� .)

b)
D

ie
Ja

co
bi

-M
at

rix

W
ir

w
er

de
nu

ns
in

di
es

em
Pa

ra
gr

ap
he

nz
w

ar
ha

up
ts̈a

ch
lic

h
m

it
V

ek
to

r-
fe

ld
er

n
im

�� be
sc

ḧa
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bḧ

an
gi

ge
E

ig
en

sc
ha

fte
nd

es
V

ek
to

rf
el

ds
be

sc
hr

ei
be

n.

D
efi

ni
tio

n:
a

)D
ie

S
p

u
re

in
er

�+
� -Ma

tr
ix

9 =
(

: �; )is
td

ie
S

um
m

e

S
pu

r

9 =

: 11
+

: 22
+

### +

: ��

de
rD

ia
go

na
le

le
m

en
tev

on

9 .
b

)D
ie

S
pu

rd
er

JA
C

O
B

I-M
at

rix
, - < (�

)e
in

es
V

ek
to

rf
el

ds
he

iß
tD

iv
e

rg
e

n
z

od
er

Q
u

e
lle

n
d

ich
te

vo
n

	 
 :

di
v

	 
 (

� )=S
pu

r

, - < (�

).

U
m

ei
n

an
sc

ha
ul

ic
he

sV
er

sẗa
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äß
ts

ic
h

	�� sc
hr

ei
be

na
ls

P
ro

du
kt

ei
ne

rs
ka

la
re

nF
un

kt
io

n
m

it
ei

ne
rl

in
e

a
re

n
A

bb
ild

un
g

� 3




� 3 .S
ol

ch
eF

un
kt

io
ne

n,
be

id
en

en
al

le
N

ic
ht

lin
ea

riẗ
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
03

S
p

a
lte

nv
e

kt
o

rs

9 	 @ m
it

de
m

zu
m

Z
e

ile
nv

e
kt

o
rt

ra
ns

po
ni

er
te

nG
ra

di
en

-
te

n.
E

s
ge

ht
hi

er
al

so
ni

ch
t

um
ei

n
S

ka
la

rp
ro

du
kt

,s
on

de
rn

um
ei

ne
M

at
rix

m
ul

tip
lik

at
io

n,
de

re
nE

rg
eb

ni
se

in
e

�+ �

-M
at

rix
is

t.

A
us

ge
sc

hr
ie

be
nw

ird
di

e
Fo

rm
el

zu

C � � C @ ;=

� (� )

#: �;

+

O ��� � =1: � �@
�S #C � C @ ;.

Z
um

B
ew

e
is

le
ite

n
w

ir

� � (� )
=

� (� )

� � � =1: � �@
� nac

h

@ ; ab
;n

ac
h

de
r

P
ro

du
kt

reg
el

is
t,

w
ie

ge
w

ün
sc

ht
,

C � � C @ ;(

� )=

� (� )

C C @ ;
O ��� � =1: � �@

�S +

C � C @ ;(

� )� � � =1: � �@
�

=

� (� )

#: �;

+

C � C @ ;(

� )� � � =1: � �@
� .

D
ie

se
sL

em
m

aw
en

de
nw

ir
gl

ei
ch

an
au

fd
as

F
el

d

	 � (

� );hi
er

is
t

C � C @(

� )=

G 2@ #
�

4

� (@ 2 +

M 2 )2
un

d

C � C�M(

� )=

G 2M #
�

4

� (@ 2 +
M 2 )2

,

d.
h.

gr
ad

� (� )
=

G 2�
4

� (@ 2 +
M 2 )2

O @ M 0
S .

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�ZB

S
om

it
is

t , - � (

� )=

�

4

� (@ 2 +

M 2 )

O 0

G 10
1

0
0

0
0

0

S
+

O 0

G 1
0

1
0

0
0

0
0

SO
@ M TS #
G 2�

4
� (@ 2 +
M 2 )2

� @
M 0

�

=

�

4

� (@ 2 +

M 2 )2

OO
0

G@2
GM2

0

@2 +
M2

0
0

0
0

0

S

+

O GM @ 0
S #�

G 2@
G 2M

0

�S

=

�
4

� (@ 2 +
M 2 )2

OO

0

G@2

GM2
0

@2 +

M2
0

0
0

0
0

S

+

O 2

@M

2M2
0

G 2@2

G 2@M

0
0

0
0

SS

=

�

4

� (@ 2 +

M 2 )2

O 2

@M
M2

G@2
0

M2

G@2

G 2@M

0
0

0
0

S .

D
ie

se
M

at
rix

is
ts

ym
m

et
ris

ch
un

d
ha

tS
pu

rN
ul

l,
d.

h
au

ch
hi

er
is

t

di
v

	�� (

� )=0
un

d
ro

t

	 � (

� )=

	 0
,

un
d

au
ch

di
es

na
ẗu
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nä

ch
st

es̈
ub

er
leg

en
,w

as
pa

ss
ie

rt
,w

en
n

w
ir

zw
ei

de
r

dr
ei

O
pe

ra
to

re
ng

ra
d� div

un
d

ro
th

in
te

re
in

an
de

ra
us

f
üh

re
n–

so
fe

rn
di

es
m

ög
lic

h
is

t.

D
er

G
ra

di
en

te
in

er
sk

al
ar

en
F

un
kt

io
n

� :

� 

� au

f
ei

ne
ro

ffe
ne

n
Te

ilm
en

ge

� �
�� is

t
ei

n
V

ek
to

rf
el

d;
es

is
t

al
so

m
ög
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kö

nn
en

al
so

D
iv

er
ge

nz
un

d
R

ot
at

io
n

da
vo

n
be

re
ch

ne
n:

di
v

ro
t

	 
 =
di

v

� �1 < 3 1 ]
G1 < 2 1 ^
1 < 1 1 ^
G1 < 3 1 2
1 < 2 1 2
G1 < 1 1 ]� �

=

C 2
 3 C @C M
GC 2
 2 C @C T

+

C 2
 1 C�MC T
GC 2
 3 C�MC
@+

C 2
 2 C TC
@G

C 2
 1 C TC�M

=
0

fü
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lä

ch
en

m
it

ko
ns

ta
nt

em

¢)£¤ u
nd

¨ fü
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öß

er
w

er
de

nl
as

se
n;

fa
lls

ei
n

G
re

nz
w

er
te

xi
st

ie
rt

,b
ek

om
m

en
w

ir
al

so
hi

er
di

e
B

og
en

l̈an
ge

al
s

un
ei

ge
nt

lic
he

sIn
te

gr
al

¾ ¸
²
¾�7�­ R 3

(

® )

�7�» ® .

B
er

ec
hn

en
w

ir
zu

n̈a
ch

st
di

e
A

bl
ei

tu
ng

vo
n

R 3
:

» » ®O ® 2

G 1 ® 2 +1

S =
(

® 2 +
1)

# 2®
G (® 2

G 1)#

2

®

(

® 2 +1
)2

=
4

®

(

® 2 +1
)2

un
d

» » ®K 2

® ® 2 +1

L =
(

® 2 +
1)

# 2

G 2® #

2

®

(

® 2 +1
)2

=

G 2(® 2

G 1)
(

® 2 +1
)2

,

d.
h.

�7�­ R 3
(

® )

�7� =

� (4

® )2
+

4(

® 2 G

1)
2

(

® 2 +1
)2

=
2

� (

® 2 +1
)2

(

® 2 +1
)2

=
2 ® 2 +1

.

W
ie

A
bb

ild
un

g
46

ze
ig

t,
is

t
di

es
e

A
nn

äh
er

un
gd

er
K

re
is

lin
ie

du
rc

h
S

tr
ec

ke
n

er
he

bl
ic

hu
nr

eg
el

m
äß
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üb

er
di

es
eF

un
kt

io
n

is
t.

D
efi

ni
tio

n:
a

)

	�
 !
� 0 (

� ��
� )s

ei
ei

n
st

et
ig

es
V

ek
to

rf
el

da
uf

de
ro

ffe
ne

n
Te

ilm
en

ge

� �
�� ,u

nd

R :[: �
V ]


� se
ie

in
K

ur
ve

ns
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üb

er
si

ed
el

te
er

18
85

na
ch

F
ra

nk
re

ic
h,

w
o

er
P

ro
fe

ss
or

an
de

rU
ni

ve
rs

iẗ a
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tü
be

rK
et

te
nb

r̈uc
he

ei
ng

ef̈
uh

rt
.

D
ie

se
sR

IE
M

A
N

N
-S

T
IE

LT
JE

S-
In

te
gr

al
w

ird
im

S
pe

zi
al

fal
l

� Æ 1
zu

rB
o-

ge
nl̈

an
ge

,u
nd

fü
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fü

rZ
u

sa
m

m
e

n
se

tz
u

n
g

e
n

gi
lt

¸ À

+

É� »ÄÃ =

¸ À� » Ã +

¸ É� » Ã ,
w

ob
ei

R +Ê je
ne

K
ur

ve
be

ze
ic

hn
e,d

er
en

er
st

eK
ur

ve
ns
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üb
lic

he
D

efi
ni

tio
n

ei
ne

rz
us

am
m

en
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lä

ch
eu

nt
er

ha
lb

de
r

K
ur

ve
du

rc
h

R
ec

ht
ec

ke
an

ge
n̈ a

he
rt

,d
er

en
K

an
te

nl̈ a
ng

ei
n

@ -Ric
ht

un
g

im
m

er
kl

ei
ne

rw
ird

,w
äh

re
nd

di
e

K
an

te
nl̈a

ng
ei

n
M -R

ic
ht

un
gd

ur
ch

di
e

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
��B

M -Ko
or

di
na

te
nd

er
K

ur
ve

M =

� (

@ )geg
eb

en
w

ar
.I

m
al

lg
em

ei
ne

nF
al

l,
w

o
es

ke
in

ea
us

ge
ze

ic
hn

et
eR
ic

ht
un

gm
eh

rg
ib

t,
w

ird
di

es
eU

nt
er

sc
he

id
un

g
zw

is
ch

en

@ -un
d

M -Ri
ch

tu
ng

of
fe

ns
ic

ht
lic

hs
in

nl
os

;d
ie

ei
nz

ig
m

ög
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� üb
er

� .
W

ir
w

ol
le

n
da

ra
uf

ni
ch

tg
e-

na
ue

re
in

ge
he

n,
so

nd
er

nn
ur

be
nu

tz
en

,d
aß

es
da

nn
au

sr
ei

ch
t,s

pe
zi

el
le

Fo
lg

en
vo

n
E

le
m

en
ta

rm
en

ge
nzu

be
tr

ac
ht

en
.E
in

e
so

lc
he

sp
ez

ie
lle

Fo
lg

e
er

ha
lte

nw
ir

et
w

a
da

du
rc

h,
da

ß
w

ir
de

n
ga

nz
en

� 2 m
it

ei
ne

m
Q

ua
dr

a-
te

gi
tte

r ü
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ß

ts
ic

h
m

it
pa

rt
ie

lle
rI

nt
eg

ra
tio

n
au

s-
re

ch
ne

n: ½� 2 ¸
²½
� 2

co
s2

®» ® =
si

n

® co
s

®&'&7&7&½� 2 ²½
� 2

G½� 2 ¸
²½
� 2

si
n2

®» ®

=
0

+

½� 2 ¸
²½
� 2

(1

G cos
2

® )

» ® =

� G
½� 2 ¸

²½
� 2

co
s2

®» ® .

W
en

n
w

ir
da

sI
nt

eg
ra

lg
an

zr
ec

ht
sa

uf
di

e
lin

ke
S

ei
te

br
in

ge
n,

er
ha

lte
n

w
ir

de
n

F
lä
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kö
nn

te
nw

ir
ei

ne
dr

ei
di

m
en

si
on

al
eIn

te
gr

at
io

n
du

rc
hf̈

uh
re

n,
es

ge
ht

ab
er

zu
m

G
lü
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üb

er
f̈u

hr
en

lä
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rü

ck
w

är
ts

du
rc

hl
au

fe
n,

al
so

is
t

¸ À	 
»ÄÃ =

¸ À

1

	�
»ÄÃ +

¸ À

2

	�
» Ã
G¸ À

3

	 
» Ã
G¸ À

4

	 
» Ã

=

·¹¸ º
 1

% ® �� (

® )

( » ®
G·¹¸ º
 1

% ® �È (

® )

( » ®

=

·¹¸ º_ 
 1
% ® �� (
® )

( G

 1

% ® �È (

® )

(` »
® .

D
a

ú N
or

m
al

be
re

ic
hv

om
Ty

p
Ii

st
,k

ön
ne

nw
ir

au
ch

da
sF

l ä
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lü
be

r

� is
tg

le
ic

h
de

rS
um

m
ed

er
F

lä
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üb
er

H
yd

ro
dy

na
m

ik
)d

or
tv

er
öf
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lä
ch

en
sẗu
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ẗu

rli
ch

vö
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üs
se

na
ls

oe
in

eK
ur

ve
od

er
–

da
w

ir
L

än
ge

na
uc

hs
tü
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sẗu
ck

be
tr

ac
ht

en
.G

en
au

w
ie

m
an

et
-

w
a

be
id

er
N

av
ig

at
io

n
au

fd
er

E
rd

e
ni

ch
tv

on
ei

ne
m

dr
ei

di
m

en
si

on
al

en
ka

rt
es

is
ch

en
K

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

au
sg

eh
t,s

on
de

rn
vo

n
de

rg
eo

gr
ap

hi
-

sc
he

nL
än

ge
un

d
B

re
ite

,e
m

pfi
eh

lte
s

si
ch

au
ch

hi
er

,
K

ur
ve

n
üb
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sẗu

ck
so

m
it

al
s

In
te

gr
al

· ¸ º¼ �­ � 2
+

2

�­ �­ a +
Ð ­ a 2

» ®

be
re

ch
ne

n;
de

m
in

te
re

ss
ie

rt
en

Le
se

rs
ei

em
pf

oh
le

n,
da

m
it

be
is

pi
el

s-
w

ei
se

üb
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lä
ch

en
in

ha
lte

in
es

F
lä
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r
di

e
D

et
er

m
in

at
en

de
rh

ie
rs

te
he

nd
en

M
at

riz
en

;in
sg

es
am

ter
ha

lte
nw

ir
al

so
,d

aß

� #f
� % =

x (

| #�
i )f (

|)%�
i )y w de

t

6 9

is
tu

nd
de

m
en

ts
pr

ec
he

nd " � #
f � %"

=

x (

|$#�
i )f (

|$%�
i )y w" de

t

6 9" .

D
am

it
fo

lg
td

ie
B

eh
au

pt
un

ga
us

de
rT

ra
ns

fo
rm

at
io

ns
fo

rm
el

.

D
ie

B
er

ec
hn

un
gv

on
V

ek
to

rp
ro

du
kt

en
is

t
et

w
as

um
sẗa
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lä

ch
eb

er
ei

ts
ke

nn
t,

de
ut

lic
h

w
en

ig
er

R
ec

he
na

uf
wa

nd
.D

em
Le

se
rs

ei
em

pf
oh

le
n,

si
ch

am
B

ei
sp

ie
ld

er
K

ug
el

ob
er

fl̈a
ch

eh
ie

rv
on

zu
üb
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lä

ch
en

sẗu
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ög

lic
h

is
t

au
fg

ru
nd

de
r

Fo
rd

er
un

ge
n,

di
e

w
ir

an
ei

n
re

gu
l ä
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lä

ch
en

sẗu
ck

.
a

)I
st

È ein
e

au
f

� (

� )
de

fin
ie

rt
es

te
tig

eF
un

kt
io

n,
so

be
ze

ic
hn

en
w

ir

¸¸ /
È»�

= de
f

¸¸ =È% � (� �
a )( Í ���

(� �
a )+
��� (� �
a )Í » �
» a

al
s

O
b

e
rfl

ä
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ḧa
ng

ig
vo

n
de

r
Pa

ra
m

et
ris

ie
ru

ng
si

nd
.

D
er

N
am

eF
lu

ß
fü
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kö

nn
en

w
ir

au
ch

fü
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üb

er
de

n
(a

ls
K

ur
ve

ge
sc

hl
os

se
ne

n)R
an

d
vo

n

§ �
ve

rs
ch

w
in

de
n.

D
am

it
ha

be
n

w
ir

(b
is

au
f

di
e

hi
er

un
te

rd
r̈u

ck
te

n,
fü
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sẗu
ck

� :

� 
Ð

,d
es

se
nR

an
de

in
e

K
ur

ve

R ist,

¸ À	�
» Ã =
0

.

D
en

n
na

ch
ob

ig
er

R
ec

hn
un

gv
er

sc
hw

in
de

tb
ei

sy
m

m
et

ris
ch

er
JA

C
O

B
I-

M
at

rix
da

sK
ur

ve
ni

nt
eg

ra
le

nt
la

ng
ei

ne
sj

ed
en

R
ec

ht
ec

ks
,un

d
di

e
S

um
-

m
e

al
l

di
es

er
K

ur
ve

ni
nt

eg
ra

le
ko

nv
er

gi
er

t
be

ii
m

m
er

fe
in

er
er

R
ec

ht
-

ec
ku

nt
er

te
ilu

ng
de

sF
lä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
03

w
er

de
n,

w
ir

ha
be

na
ls

o
nu

rn
oc

h
ei

ne
n

pu
nk

tie
rt

en
K

re
is

,u
nd

de
ss

en
R

an
db

es
te

ht
au

sd
er

K
re

is
lin

ie
p

lu
s

de
m

he
ra

us
ge

no
m

m
en

enP
un

kt
.

U
m

so
lc

he
F ä
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ḧ an
ge

nd
eT

ei
lm

en
ge

Ð �
� 3 he

iß
t

e
in

fa
ch

zu
sa

m
m

e
n

ḧa
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tü
be

rs
tr

ei
ch

td
er

R
in

g
be

im
Z

us
am

m
en

zi
eh

ena
uf

ei
ne

nP
un

kt
ei

n
F

lä
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ḧo
rt

ha
be

nu
nd

fo
lg

er
n,

da
ß

na
ch

(

B )fü
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üs

se
nu

ns
al

so
di

es
es

In
te

gr
al

ge
na

ue
ra

ns
eh

en
.D

ab
ei

se
tz

en
w

ir
zu

rA
bk

ür
zu

ng

	 : =ro
t

	 
 (

@ 0
);

da
nn

is
td

er
In

te
gr

an
d

1 2
(

	 :+
	 @ )#
»ÄÃ .

N
ac

h
D

efi
ni

tio
n

ei
ne

sK
ur

ve
ni

nt
eg

ra
ls

is
td

as
In

te
gr

al
hi

er
üb
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jü

ng
st

er
vo

n
se

ch
sS

öh
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fü
ri

m
m

er
kl

ei
ne

rw
er

de
nd

eW
er

te
vo

n

� stim
m

td
ie

si
m

m
er

be
ss

er
üb
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ü

ck
is

t,
so

nd
er

ne
in

e
F

lä
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üb

er
da

sF
lä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
03

is
t.

D
am

it
ha

be
nw

ir
ei

ne
lo

ka
le

V
er

si
on

de
s

S
at

ze
sv

on
G

A
U

S
S

ge
ze

ig
t;

zu
m

B
ew

ei
s

de
sS

at
ze

ss
el

bs
tn

äh
er

nw
ir

da
sV

ol
um

en


 an
du

rc
h

di
e

Q
ua

de
r

è � .D
an

n
is

t

¸¸¸ <

di
v

	 �» @
» M» T
A� �di

v

	 � (

� � )# V
ol

(

è � ),
un

d
w

en
n

w
ir

di
e

Q
ua

de
ri

m
m

er
w

ei
te

r
ve

rk
le

in
er

n,
w

ird
im

Li
m

es
au

sd
em

U
ng

ef̈
ah

rz
ei

ch
en

ei
n

G
le

ic
hh

ei
ts

ze
ic

he
n–

ge
na

us
o

ha
tte

nw
ir

sc
hl

ie
ß

lic
hV

ol
um

en
in

teg
ra

le
de

fin
ie

rt
.

Im
Fa

lle
de

s
In

te
gr

al
s

üb
er

di
e

R
an

dfl̈
ac

he

� =

� (

� )
vo

n


 is
t

di
e

S
itu

at
io

ne
tw

as
ko

m
pl

iz
ie

rt
er

:W
ie

be
im

B
ew

ei
sd

es
S

at
ze

sv
on

ST
O

K
E

S

üb
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lä

ch
eg

eg
en

se
i-

tig
au

fh
eb

en
;d

ie
S

um
m

eü
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ch
e

so
or

ie
nt

ie
rt

ha
be

n,
da

ß
de

rN
or

m
al

en
ve

kt
or

na
ch

au
ß

en
ze

ig
t,

sa
gt

de
rS

at
zv

on
G

A
U

S
S

al
so

ei
nf

ac
h,

da
ß

de
rg

es
am

teF
lu

ß
ei

ne
rV

ek
-

to
rf

el
ds

du
rc

h
di

e
O

be
rfl̈

ac
he

ei
ne

sV
ol

um
en

s


 ge
na

ud
as

is
t,

w
as

im
In

ne
rn

vo
n


 er
ze

ug
to

de
r(

be
in

eg
at

iv
en

V
or

ze
ic

he
na

uf
be

id
en

S
ei

te
n)

ve
rn

ic
ht

et
w

ird
.

D
er

ob
ig

e
S

at
zz

ur
C

ha
ra

kt
er

is
ie

ru
ng

de
rD

iv
er

ge
nz

ze
ig

td
em

en
ts

pr
e-

ch
en

d
no

ch
ei

nm
al

,w
ar

um
di

e
D

iv
er

ge
nz

au
ch

al
s

Q
u

e
lle

n
d

ich
te

be
-

ze
ic

hn
et

w
ird

:N
ac

h
de

m
S

at
zv

on
G

A
U

S
S

is
td

er
F

lu
ß

du
rc

h
di

e
O

be
r-

flä
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