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kö

nn
en

S
ie

di
es

e
un

be
so

rgt
ka

uf
en

;
di

e
Ä
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tä
nd

ig
en

B
ew

ei
se

n;
zu

ei
ni

ge
nG

ru
nd

al
go

rit
hm

en
si

nd
P

ro
gr

am
m

e
an

ge
ge

be
n.

F ü
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fü

r
Te

ch
ni

sc
he

In
fo

rm
at

ik
er

;f
ür

S
of

tw
ar

e-
un

d
In

te
rn

et
te

ch
no

lo
ge

n,d
ie

ke
in

e
H

ö
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r
In

ge
n

ie
u

re
u

n
d

N
a

tu
rw

is
se

n
-

sc
h

a
ft
le

r,
7
20

01

S
eh

rb
el

ie
bt

es
un

d
er

fo
lg

re
ic

he
sL

eh
rb

uc
h

m
it

au
sf̈u

hr
lic

he
rD

ar
st

el
lu

ng
ei

ne
r

be
sc

hr̈a
nk

te
n,

ab
er

im
w

es
en

tli
ch

en
au

sr
ei

ch
en

de
nS

to
ffa

us
wa

hl
.G

el
eg

en
tli

ch
w

ird
m

eh
rW

er
ta

uf
A

ns
ch

au
lic

hk
ei

ta
ls

au
fm

at
he

m
at

is
ch

eE
xa

kt
he

itg
el

eg
t.

D
er

er
st

eB
an

d
be

ha
nd

el
tvo

r
al

le
m

S
to

ff
de

rA
na

ly
si

s
I,

le
di

gl
ic

h
be

id
er

el
em

en
-

ta
re

nV
ek

to
rr

ec
hn

un
gg

ib
te

se
in

e
kl

ei
ne

Ü
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hö
he

re
nD

ün
ke

li
nt

er
-

es
si

er
t,fi

nd
et

hi
er

zi
em

lic
h

ko
m

pa
kt

un
d

re
la

tiv
pr

ei
sg̈

un
st

ig
fa

st
de

n
ge

sa
m

te
n

S
to

ff
zu

m
in

de
std

er
H

M
I;

le
di

gl
ic

h
di

e
D

ar
st

el
lu

ng
de

rV
ek

to
ra

na
ly

si
sis

te
tw

as
zu

kn
ap

p.

T.
W

E
S

T
E

R
M

A
N

N:
M

a
th

e
m

a
tik

fü
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cḧ

ul
er

in
Sü
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rö

ß
e

an
ge

se
he

nw
ur

de
.I

n
de

rE
le

kt
ro

-
te

ch
ni

k,
w

o

� un
d

� ei
ne

fe
st

ea
nd

er
eB

ed
eu

tu
ng

ha
be

n,
ve

rw
en

de
tm

an
st

at
td

es
se

nd
en

B
uc

hs
ta

be
n

� .

N
at

ür
lic

h
ge

n̈ u
gt

es
ni

ch
t,

nu
rd

ie
M

en
ge

� �
� �

zu
be

tr
ac

ht
en

,de
nn

w
ir

m
öc
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ḧo

re
n.

A
uc

h
di

e
K

on
st

ru
kt

io
nd

er
ra

tio
na

le
nZ

ah
le

n
al

s
Ä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
03

G
en

au
so

bi
ld

en
au

ch
di

e
ga

nz
en

Z
ah

le
nk

ei
ne

nK
ör

pe
r,

de
nn

hi
er

ka
nn

m
an

zw
ar

un
ei

ng
es

ch
r̈ an

kt
su

bt
ra

hi
er

en
,ab

er
au

ß
er

� 1
ha

tk
ei

ne
ga

nz
e

Z
ah

le
in

m
ul

tip
lik

at
iv

es
In

ve
rs

es
.

D
ie

be
id

en
au

s
de

rS
ch

ul
e

be
ka

nn
te

nS
ta

nd
ar

db
ei

sp
ie

lev
on

K
ör

pe
rn

si
nd

di
e

ra
tio

na
le

nZ
ah

le
n

� ,
d.

h.
al

so
di

e
M

en
ge

al
le

rB
rü

ch
e

m
it

ei
-

ne
m

ga
nz

za
hl

ig
en

Z
äh

le
ru

nd
ei

ne
rn

aẗ
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üb
er

pr̈
uf

en
;

um
ab

er
ni

ch
tg

ar
zu

vi
el

Pa
pi

er
zu

pr
od

uz
ie

re
n,

m
öc

ht
e

ic
h

m
ic

h
hi

er
im

S
in

ne
de

sU
m

w
el

ts
ch

ut
ze

sa
uf

di
e

in
te

re
ss

an
te

st
enb

es
ch

r̈an
ke

n.

V
öl

lig
un

in
te

re
ss

an
tsi
nd

di
e

A
xi

om
e,

di
e

si
ch

m
it

de
rA

dd
iti

on
in

� be
-

fa
ss

en
:D

a
di

e
A

dd
iti

on
ko

m
po

ne
nt

en
w

ei
sef

ür
R

ea
lte

ilu
nd

Im
ag

in̈
ar

te
il

de
fin

ie
rt

is
t,

fo
lg

en
al

le
A

xi
om

e
so

fo
rt

au
sd

en
en

ts
pr

ec
he

nd
enA

xi
om

en
fü
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lä
ß

ts
ic

h
se

lb
st

fü
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Fü

r
zw

ei
ko

m
pl

ex
e

Z
ah

le
n

� =

� +

� � u
nd

1 =

� +

� � is
t

9 �
�1

9 =

: (

� �
� )2

+
(�

�� )
2

ge
ra

de
de

rE
U

K
LI

D
is

ch
eA

bs
ta

nd
zw

is
ch

en
de

nP
un

kt
en

(

� �� )
un

d
(

� �� )
de

rE
U

K
LI

D
is

ch
en

E
be

ne
n

� 2 .W
er

de
nd

ie
ko

m
pl

ex
en

Z
ah

le
n

üb
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ḧo
rig

en
P

un
kt

e.
M

an
be

ze
ic

hn
et

de
n

K
ör

pe
rd

er
ko

m
pl

ex
en

Z
ah

le
n

in
di

es
em

Z
us

am
m

en
ha

ng
au

ch
al

s
G

A
U

S
Ss

ch
e

Z
a

h
le

n
e

b
e

n
e.
S

ie
w

ar

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
03

A
bb

.1
:Z

w
ei

el
ek

tr
om

ag
ne

tis
ch

e
F

el
de

r

Z
w

ei
P

fe
ile

la
ss

en
si

ch
ad

di
er

en
,fa

lls
de

rE
nd

pu
nk

td
es

er
st

en
gl

ei
ch

de
m

A
nf

an
gs

pu
nk

td
es

zw
ei

te
ni

st
;d

ie
S

um
m

ei
st

da
nn

de
rje

ni
ge

P
fe

il,
de

rd
en

A
nf

an
gs

pu
nk

td
es

er
st

en
m

it
de

m
E

nd
pu

nk
td

es
zw

ei
te

nP
fe

ils
ve

rb
in

de
t.A

uc
h

lä
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fü
r

in
te

re
ss

ie
re

n,w
ie

si
ch

ei
n

Te
ilc

he
n

im
ko

m
bi

ni
er

te
nK

ra
ftf

el
d

de
rP

un
kt

la
du

ng
un

d
de

ss
tr

om
du

rc
hfl

os
se

ne
n

Le
ite

rs
be

w
eg

t,
re

ic
he

nP
fe

ile
ni

ch
tm

eh
ra

us
:W

ir
ha

be
nz

w
ar

fü
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ẗu

rli
ch

m
üs
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rd

ie
V

ek
to

ra
dd

iti
on

au
ch

no
ch

da
sA

ss
oz

ia
tiv

ge
se

tz

0 > � +

> �2

+

> 1 =

> � +

0 > � +

> 12 ,

w
ie

m
an

si
ch

le
ic

ht
üb
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ẗa

tv
on

K
ör

pe
r-

un
d

S
ka

la
rm

ul
tip

lik
at

io
n

(

? B )

> � =

? (

B> � )
fü
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fü

ra
lle

> �
�
D

un
d

?> 0
=

> 0
fü
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dü

nn
ei

ng
e-

ze
ic

hn
et

en
F

un
kt

io
ne

nQ (

W )
=

si
n

W un
d

U (W )
=

si
n

3

W di
e

di
ck

ei
ng

e-
ze

ic
hn

et
eF

un
kt

io
nQ +

U ,un
d

A
bb

ild
un

g
si

eb
en

ze
ig

tQ zu
sa

m
m

en
m

it
de

rF
un

kt
io

n
2Q .

-1
.5-1

-0
.50

0.
51

1.
5

2
4

6
8

A
bb

.6
:D

ie
S

um
m

e
vo

n

Y (

Z )
=

si
n

Z un
d

[ (Z )
=

si
n

3

Z

D
am

it
di

es
al

le
sw

oh
ld

efi
ni

er
tis

t,
m

üs
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ch
st

en
K

ap
ite

ll
er

ne
n.

)

M
an

be
ac

ht
e,

da
ß

di
e

E
le

m
en

te
vo

n
R

äu
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fü

r
al

le
V

ek
to

re
n

> � �> �
�D

un
d

al
le

? �B
�"

gi
lt:

a (?> � +

B> � )
=

? a (

> � )+

Ba (

> � ).
b

)U
nt

er
de

m
K

e
rn

vo
n

a ve
rs

te
he

nw
ir

di
e

M
en

ge

K
er

n

a = de
f

P > �
�
DRSR
a (> � )

=

> 0

T .

c)
D

as
B

ild
vo

n

a ist
di

e
M

en
ge

B
ild

a = de
f

P > 1
�
bRSR E

s
gi

bt

> �
�D

m
it

a (> � )
=

> 1T .

D
ie

be
id

en
al

le
re

in
fa

ch
st

en
B

ei
sp

ie
le

fü
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üb

er
di

e
L

än
ge

de
s

M
us

ik
sẗ
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fü

r
po

si
tiv

e

? un
d

B ,d
aß

es
gl

ei
ch

g̈u
lti

g
is

t,
ob

m
an

zw
ei

ve
rs

ch
ie

de
ne

S
ig

na
le

(z
.B

.M
ik

ro
ph

on
ka

n̈a
le

)z
un̈

ac
hs

tin
ei

ne
m

an
al

o-
ge

nM
is

ch
pu

ltv
er

ei
ni

gt
un

d
da

nn
di

gi
ta

lis
ie

rt
od

er
zu

n̈ a
ch

st
di

gi
ta

lis
ie

rt
un

d
da

nn
di

gi
ta

lm
is

ch
t.

(D
ie

s
se

tz
tn

aẗ
ur

lic
h

vo
ra

us
,d

aß
m

an
so

w
oh

l
an

al
og

al
s

au
ch

di
gi

ta
lm

it
pe

rf
ek

te
rG

en
au

ig
ke

it
ar

be
ite

t–
ke

in
e

se
hr

re
al

is
tis

ch
eA

nn
ah

m
e.

)

E
in

an
de

re
sB

ei
sp

ie
le

in
er

lin
ea

re
nA

bb
ild

un
g

zw
is

ch
en

V
ek

to
rr̈a

um
en

vo
n

F
un

kt
io

ne
ni

st
di

e
D

if
fe

re
nt

ia
tio

n

OH +1

0 (

% �& )�
�2
$O
H0 (

% �& )�
�2 ;

Q 5
$Q
( ,

de
nn

(

?Q +

BU )( =

?Q( +

BU( .K
er

n
di

es
er

A
bb

ild
un

g
si

nd
al

le
(

N +1
)-

fa
ch

di
ff

er
en

zi
er

ba
re

nF
un

kt
io

ne
n,

de
re

nA
bl

ei
tu

ng
id

en
tis

ch
ve

rs
ch

w
in

de
t,

al
so

di
e

ko
ns

ta
nt

en
F

un
kt

io
ne

n.
D

as
B

ild
is

t
ga

nz

OH0 (

% �& )�
�2 ,

da

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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fü
rV

ek
to

rr̈a
um

ew
ie

ei
ne

n

�H vö
lli

g
au

s.
Z

ur
K

lä
ru

ng
de

rB
eg

rif
fe

be
gi

nn
en

w
ir

m
it

ei
ne

r

D
efi

ni
tio

n:
E

in
e

Te
ilm

en
ge

M 7
D ei

ne
s

" -V
ek

to
rr

au
m

s

D he
iß

tU
n

-
te

rv
e

kt
o

rra
u

m
,in

Z
ei

ch
en

M v
D ,w

en
n

M ni
ch

tl
ee

ri
st

un
d

m
it

je
zw

ei
V

ek
to

re
n

> � �
> �
�
M un

d
S

ka
la

re
n

? �B
�"

au
ch

de
n

V
ek

to
r

?> � +

B> �

en
tḧ
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fü
rd

ie



��

H
öh
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bḧ
an

gi
g

is
t.

g
)

D
as

E
rz

e
u

g
n

is
[

z ]
ei

ne
rT

ei
lm

en
ge

z 7
D ei
ne

sV
ek

to
rr

au
m

s

D

is
t

di
e

M
en

ge
al

le
r

V
ek

to
re

n
au

s

D ,
di

e
al

s
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
ne

na
us

en
dl

ic
h

vi
el

en
V

ek
to

re
na

us

D da
rg

es
te

llt
w

er
de

nk
ön

ne
n.

B
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

si
nd

al
so

di
e

V
ek

to
re

n

j 1 2 3

k �
j 2 4 6

k
�
� 3

lin
ea

ra
bḧ
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bḧ

an
gi

g,
de

nn

?j 1 0 0

k +

Bj 2 3 0

k +

�j 1 1 0

k =

j? +
2

B +
�

3
B +
�

0

k

K
ap

.1
:V

ek
to

rr
äu
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tḧ

al
t,

ab
er

ke
in

E
rz

eu
ge

nd
en

sy
-

st
em

m
it

w
en

ig
er

al
s

N El
em

en
te

n.
d

)D
em

N
ul

lv
ek

to
rr

au
m

�> 0

 or
dn

en
w

ir
(f

or
m

al
)d

ie
D

im
en

si
on

nu
ll

zu
.

A
ls

B
ei

sp
ie

le
in

es
un

en
dl

ic
hd

im
en

si
on

al
enV

ek
to

rr
au

m
sh

ab
en

w
ir

de
n

V
ek

to
rr

au
m

al
le

rr
ee

lle
rP

ol
yn

om
e.

H
ät

te
di

es
er

nä
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nä
m

lic
h

ei
n

E
rz

eu
ge

nd
en

sy
st

em
au

s
nu

r
ei

ne
m

V
ek

to
r,

d.
h.

al
le

V
ek

-
to

re
n

au
s

� 2 w
är

en
pr

op
or

tio
na

lz
ue

in
an

de
r,
w

as
na

ẗu
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r

be
lie

bi
ge

s

N m
üs
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fü
r

ke
in

en
de

r
V

ek
to

re
n

> �
�§

ei
n

E
rz

eu
ge

nd
en

sy
st

emi
st

.

W
är

e

§ �
� > �

ei
n

E
rz

eu
ge

nd
en

sy
st

emv
on

D ,s
ok

ön
nt

ei
ns

be
so

nd
er

ede
r

V
ek

to
r

> � a
ls

Li
ne

ar
ko

m
bi

na
tio

nd
er

V
ek

to
re

na
us

§ �
� > �

ge
sc

hr
ie

be
n

w
er

de
n.

G
le

ic
hz

ei
tig

ha
te

r
ab

er
di

e
D

ar
st

el
lu

ng

> � =

> � ,
de

re
n

re
ch

te
S

ei
te

m
an

au
ch

al
s

Li
ne

ar
ko

m
bi

na
tio

nv
on

E
le

m
en

te
na

us

§ au
ffa

ss
en

ka
nn

.S
om

it
is

ts
ei

ne
B

as
is

da
rs

te
llu

ng
ni

ch
te

in
de

ut
ig

,im
W

id
er

sp
ru

ch
zu

m
ge

ra
de

be
w

ie
se

ne
nL

em
m

a.
D

ah
er

m
uß

§ m
in

im
al

se
in

.

U
m

ge
ke

hr
ts

ei

§ ei
n

m
in

im
al

es
E

rz
eu

ge
nd

en
sy

st
em

.U
m

zu
ze

ig
en

,
da

ß
es

ei
ne

B
as

is
is

t,
re

ic
ht

de
rN

ac
hw

ei
sd

er
lin

ea
re

nU
na

bḧ
an

gi
gk

ei
t

vo
n

§ .

S
ei

al
so

? 1

> & 1
+

���

+

? H> & H =

> 0
ei

ne
D

ar
st

el
lu

ng
de

s
N

ul
lv

ek
to

rs
al

s
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
n

vo
n

E
le

m
en

te
na

us

§ .
Fa

lls
da

rin
ei

ne
rd

er
K

oe
f-

fiz
ie

nt
en

? s n
ic

ht
ve

rs
ch

w
in

de
t,l

äß
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bḧ

an
gi

ge
Te

ilm
en

ge
de

s
en

dl
ic

hd
im

en
si

on
al

en
V

ek
to

rr
au

m
s

D .
D

an
n

gi
bt

es
ei

ne
B

as
is

§

vo
n

D ,d
ie

z en
tḧ
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üb
lic

he
nA

xi
om

en
de

rM
en

ge
nl

eh
reh

er
ge

le
ite

tw
er

de
n,

so
nd

er
ni

st
äq
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fü
rd

as
Z

O
R

N
sc

he
Le

m
m

a.
M

an
ka

nn
da

he
rw

äh
le

n,
ob

m
an

ei
ne

M
at

he
m

at
ik

m
it

od
er

oh
ne

Z
O

R
N
sc

he
s

Le
m

m
a

be
vo

rz
ug

t.
D

ie
m

ei
st

en
M

at
he

m
at

ike
rh

ab
en

si
ch

fü
r

”m
it“

en
ts

ch
ie

de
n,e

s
gi

bt
ab

er
zu

m
in

de
st

un
te

rd
en

Lo
gi

ke
rn

au
ch

ei
ne

M
in

de
rh

ei
t,

di
e

da
s

Z
O

R
N
sc

he
Le

m
m

a
ab

le
hn

t.

A
us

de
m

Z
O

R
N
sc

he
nL

em
m

af
ol

gt
de

rB
as

is
erg

än
zu

ng
ss

at
zre

ch
te

in
fa

ch
:A

ls
M

en
ge

®

ne
hm

en
w

ir
di

e
M

en
ge

al
le

rl
in

ea
ru

na
bḧ
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öh

nl
ic

he
(e

ch
te

)T
ei

lm
en

ge
nb

ez
ie

hu
ng

.D
ie

K
et

te
nb

ed
in

gu
ng

de
sZ

O
R

N
sc

he
nL

em
m

as
is

to
ffe

ns
ic

ht
lic

he
rfü
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äß
t,

er
ze

ug
td

ie
M

en
ge

§ =

� 1

�� �
�2 �
�3 ���
�

di
es

en
V

ek
to

rr
au

m
.J

ed
eL

in
ea

rk
om

bi
na

tio
nd

es
N

ul
lv

ek
to

rs
,d

es
P

ol
y-

no
m

s

Ç |

0
al

so
,a

us
E

le
m

en
te

nv
on

§ w
är

e
ei

n
P

ol
yn

om

? 0
+

? 1

� +

���

+

? H�
H ,

de
ss

en
K

oe
ffi

zi
en

te
n

zu
m

in
de

st
te

ilw
ei

se
vo

n
N

ul
l

ve
rs

ch
ie

de
ns

in
d,

w
äh

re
nd

es
se

lb
st

id
en

tis
ch

N
ul

lw
är

e.
D

a
es

ke
in

so
lc

he
sP

ol
yn

om
gi

bt
,

is
td

ie
M

en
ge

§ lin
ea

ru
na

bḧ
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Fü
r

{ =
0

is
t

z =

� un
d

w
ir

se
tz

en
ei

nf
ac

h

§( =

§ .

Fü
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ḧ a

lt
m

an
ei

ne
en

ts
pr

ec
he

nd
eG

le
ic

hu
ng

m
it

K
oe

ffi
zi

en
-

te
n

B s
�
 .D

an
n

is
t

B 1
ln

Ë 1
+

���

+

B�© ln

Ë © =
ln

(

ËÌ 1

1

���
��
ËÌ Í © )

=
0

gl
ei

ch
be

de
ut

en
dm

it

ËÌ 1

1

���
��
ËÌ Í ©

=
1

,

w
as

w
eg

en
de

rE
in

de
ut

ig
ke

it
de

rP
rim

ze
rle

gu
ng

in


 nu
rg

el
te

n
ka

nn
,

w
en

n
al

le

B s u
nd

da
m

it
au

ch
al

le

?}s ve
rs

ch
w

in
de

n.

A
ls

o
is

t

� al
s

� -V
ek

to
rr

au
m

un
en

dl
ic

hd
im

en
si

on
al

,un
d

di
es

er
kl

är
t,

w
ar

um
C

om
pu

te
rs

o
gr

oß
eS

ch
w

ie
rig

ke
ite

n
m

it
re

el
le

n
Z

ah
le

n
ha

be
n:

E
xa

kt
re

ch
ne

nk
an

n
ei

n
C

om
pu

te
rn

ur
in

Te
ilm

en
ge

nv
on

� ,
di

e
en

d-
lic

hd
im

en
si

on
al

e

� -V
ek

to
rr̈a

um
es

in
d

–
un

d
se

lb
st

da
gi

bt
es

zu
m

in
de

st
th

eo
re

tis
ch

no
ch

da
sP

ro
bl

em
de

rp
ot

en
tie

llb
el

ie
bi

g
gr

oß
en

Z
äh

le
ru

nd
N

en
ne

r.

N
at

ür
lic

h
er

w
ar

te
nw

ir
,d

aß
au

ch
f ü
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