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Scheinklausur H6here Mathematik I

XX Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! XX

Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht langer als etwa zwei Zeilen
semn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriindung
werden nicht gewertet.

a b c
Fiir welche a,b, c € R bilden die Vektoren | 0 |, | b | und | c | eine Basis von R3 ?
0 0 c
Losung: Genau dann wenn keine der drei Zahlen verschwindet, denn genau dann sind
a b c
die drei Vektoren linear unabhéingig,da |0 b c¢|=abc #0.
0 0 c
a b c Aa .
(Alternativ: Daaus A | O | +u|[ b | +v|c | = Aa + pb = 0 dann sofort
0 0 c Aa+ pb +ve

v = pn = A = 0 folgt, oder aber auch weil sich die Einheitsvektoren dann leicht aus den
drei gegebenen linear kombinieren lassen.)

Richtig oder falsch: @:V — W sei eine lineare Abbildung zwischen den R-Vektorrdumen
V und W. Dann ist das Urbild ¢ '(U) = {V € V | @(V) € U} eines jeden Untervektor-
raums U von W ein Untervektorraum von V.

Lésung: Richtig, denn (0)=0 liegt in jedem Untervektorraum, und fiir v, w € ¢~ '(U)
und A, 1 € R ist @(AV+ pw) =A@ (V) + ne(w) € U, da ¢(V), o(w) € U.

@:R?003 _; R2000 gej eine lineare Abbildung. Welche Dimension hat Kern ¢ mindestens,
welche hochstens?

Lésung: Nach der Dimensionsformel ist dim Kern¢@ = 2003 — dim Bild ¢. Da Bild ¢
in R2000 Jiegt, ist 0 < dim Bild ¢ < 2000, also 3 < dim Kern ¢ < 2003.

Richtig oder falsch: Wenn ein lineares Gleichungssystem iiber [F, eine ungerade Anzahl

von Losungen hat, ist es eindeutig l6sbar.

Loésung: Richtig, denn ein 16sbares LGS hat genauso viele Losung wie sein homogenes
Gleichungssystem, und dessen Losungsmenge ist ein F2-Vektorraum, hat also 2™ Elemente
fiir n = Dimension.

Welche Niveaulinien N (f) hat die Funktion f(x,y) = eV’ in R2 7

Lésung: Fiir a < 1ist Ny (f) =0, fiir a = 1 besteht N, (f) nur aus dem Nullpunkt, und
fiir a > 1 ist es der Kreis mit Radius v/In a um den Nullpunkt.

Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten der 1000 Datenpaare (cos?n, sin® n), wobei
n die Zahlen von 1 bis 1000 durchliuft.



7)

b)

Losung: Da cos?n =1— sin®n ist, liegen alle 1000 Datenpunkte auf einer Geraden mit
negativer Steigung; der Korrelationskoeffizient ist also k = —1.

Richtig oder falsch: Falls fiir f € C2(R?,R) die partielle Ableitung fyy iiberall verschwin-
det, gibt es eine reelle Zahl a € R und eine Funktion g € C*(R,R), so da8 gilt

f(x,y) = ay +g(x) .

Loésung: Falsch; auch fiir f(x,y) = xy verschwindet f,, iiberall.
(Tatséchlich muB f(x,y) = h(x)y + g(x) sein mit g, h € C*>(R,R).)

Aufgabe 1: (11 Punkte)
V < C'(R, R) sei der kleinste Untervektorraum, der die Teilmenge

M = {f(x) = (ax + b)(ccosx + dsinx) | a,b,c,d € R}

enthalt, und W sei der Vektorraum aller reeller Polynome vom Grad hochstens zwei.
Finden Sie Basen von V und W'!

Loésung: Fiir W ist das vollig problemlos: Wir nennen die Variable, in der die Polynome

ausgedriickt werden, x und nehmen wie iiblich die x-Potenzen als Basis, hier also die drei

Polynome 1, x, x?.

Im Falle von V zeigt Ausmultiplizieren, dafl

(ax +b)(ccosx + dsinx) = ac-xcosx + ad - xsinx + bc - cosx + bd - sin x

stets als Linearkombination der vier Funktionen

Xxcosx, xsinx, cosx und sinx

geschrieben werden kann. Diese vier Funktionen liegen auch in M; man erhélt sie, indem
man in jedem der beiden Faktoren von (ax+b)(c cosx+d sinx) jeweils einen Koeffizienten
auf null und den anderen auf eins setzt. Damit erzeugen sie den kleinsten Untervektorraum,
der M enthalt.

Zum Nachweis ihrer linearen Unabhéngigkeit betrachten wir eine Darstellung

axcosx + Pxsinx +ycosx + 6sinx =0.

Einsetzen von x = 0 zeigt, dafl v = 0 sein muf}; beachtet man dies und setzt x = 7, folgt,
dal auch o verschwindet. Waren nun die beiden verbleibenden Koeffizienten 3 und &
nicht beide null, miifite eine der beiden Funktion sinx,xsinx ein konstantes Vielfaches
der anderen sein, was offensichtlich nicht der Fall ist: Der Betrag des Sinus ist iiberall
kleiner oder gleich eins, der von x sin x wachst unbeschrankt fiir x — oc.

Damit bilden die vier angegebenen Funktionen eine Basis von V.

Zeigen Sie: Die Vorschrift

o(f) = f(0) + ' (0)x + %f”(O)xz

definiert eine lineare Abbildung ¢@:V — W.



Losung: Wegen der Linearitdt der Differentiation und des Einsetzens ist fiir f,g € V
(tatséchlich sogar fiir beliebiges f, g € C*(R,R)) und A, p € R

@M+ png) = (Af + ng)(0) + (Af + png)' (0)x + %(Af + pg)”(0)x*

= Af(0) + png(0) + Af'(0)x + ug' (0)x + %(?xf”(O)x2 + ng”(0)x?)

= A(f(0) + f'(0)x + %f"(O)xz) + 1(g(0) + ¢’ (0)x + %g”(O)xz)
=Ao(f) + nel(g) .

c) Bestimmen Sie Basen von Kern ¢ und Bild ¢!

Loésung: Dazu miissen wir zundchst die Bilder der Basisvektoren explizit ausrechnen. Dies
geschieht entweder durch Differenzieren oder aber indem wir beachten, da8 ¢(f) einfach
das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f um Null ist, das sich iiber die bekannten
TAYLOR-Reihen von Sinus und Cosinus hier leicht bestimmen 1a8t. Beides fithrt auf
x2
@(xcosx) =x, @(xsinx) =x*, @(cosx) =1~ 5 und @ (sinx) =x.

Also haben x cosx und sin x dasselbe Bild, d.h. x cosx — sin x liegt im Kern von .
Da die drei Bilder x,x? und 1 — %xz linear unabhéngig sind, ist die Abbildung surjektiv;

Basis des Bilds ist also z.B. 1,x,x? (oder natiirlich die drei gerade betrachteten Bildvek-
toren.)

Nach der Dimensionsformel ist dann dimKern@ = dimV —dimBildgo =4 -3 =1, d.h.
Basis des Kerns ist z.B. das bereits gefundene Element x cos x — sin x.

d) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der in a) gefundenen Basen!

Losung: Die Basisvektoren seien jeweils so angeordnet wie oben in a). In den Spalten
der Abbildungsmatrix stehen die Bilder der Basisvektoren, genauer: ihre Koeffizienten
beziiglich der jeweils gewahlten Basis. Die Bilder haben wir bereits in ¢) berechnet; wir
miissen sie nun nur in der in a) gewdhlten Basis 1,x,x? darstellen. Dies ergibt die Matrix

00 10
10 0 1
01 —3 0

e) Ist die Menge M bereits selbst ein Vektorraum?
Lésung: Wie die Rechnung in a) zeigte, 1a8t sich jedes Element von M schreiben als

f=ac-xcosx+ad-xsinx + bc-cosx + bd-sinx.

Falls M ein Vektorraum wére, miiite sich auch jedes Element der Form

axcosx + Pxsinx +ycosx + 6sinx

in dieser Form schreiben lassen, d.h. es gélte z.B. « : 3 =y : . Dies ist beim Element

X COSX + cosx + sinx

sicherlich nicht der Fall, also liegt es nicht in M und M ist somit kein Vektorraum.



Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R die Losungsmenge £, des linearen Gleichungs-
systems

w + ay+ az = 8 M
w+ 2x + 3ay — 3az =4a (2)
w+4x+ (3a—2)y +4az =19 (3)
2w —2x+ (1+a)y =10 4)

Loésung: Zur Elimination von w aus den letzen drei Gleichungen subtrahieren wir die
erste Gleichung einmal von der zweiten und dritten und zweimal von der vierten:

2x + 2ay —4az =4a-—8 (5)
4x + (2a—2)y + 3az =11 (6)
—2x+ (1—a)y—2az =—6 (M

Als néchstes soll y aus den Gleichungen (6) und (7) eliminiert werden; dazu subtrahieren
wir zweimal Gleichung (5) von (6) und addieren sie zu Gleichung (7):

(=2—2a)y + 1laz =27—8a (8)
(T+a)y— 6az =4a-—14 (9)

Zweimal Gleichung (8) plus Gleichung (9) ergibt
—az=-1,

woraus sofort folgt, dal das Gleichungssystem fiir a = 0 unlosbar ist. Fiir a # 0 kénnen
wir dividieren und erhalten

1
=— fi 0.
z=- fira #
Dies kénnen wir beispielsweise in Gleichung (9) einsetzen:
(T+a)y—6=4a—14 oder (14+a)y=4a-38.

Fiir a = —1 ist diese Gleichung und damit das LGS unl6sbar; fiir a # —1 kdénnen wir
durch (1 + a) dividieren und erhalten

~ 4(a-2)
a+1 °
Gleichung (7), aufgel6st nach x ergibt
1—a (a—1)(a—2) —2(a?—4a+1)
34— —y-—az=3-2"" L2 1 .
AR A B at at
Entsprechend folgt aus Gleichung (1), daf
_ 2 _ _
we8_ay_az—g8_tala=2) ,_ 4a7-15a-7
a+1 a+1

Insgesamt ist also

2_15q—7 —2(a2—4a+1) 4a=2) 1
L“:{(_4a (1—|—51(1 7’ aa—|—41a+ ’454—1 ’E)}

fir a #0,—1 und £, =0 fiir a = 0 sowie a = —1.



Aufgabe 3: (5 Punkte) 1-1 3—1

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von V; = 2+1. und v, = 3.1_]
4 24+ 24 i—3
aufgespannten Untervektorraums von C* ! 1 141

Lésung: Wir bestimmen zundchst nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonalbasis: Erster
Basisvektor ist b; = V1, den zweiten setzen wir an als b; = V; + AV, wobei A so gewahlt
werden muf, dafl

62-61 =V V1 + AV -V =0

ist. Hier ist

Vi =1 =i+ R+ 4+ 242 +1=2+54+8+1=16

und
Vo Vi =0Q3—-1)-(1T+1)+(-14+31)-2-1)+({-3) - (2-21) - (1 +1)
=@+2)+(1+71)+(-4+81)—(1+1) =16i,
2-24
also ist A = —i und by, =V, — i¥) = _]i_i
1+ 21

61 und l;z miissen noch auf Lange eins normiert werden: Wir wissen bereits, dafl 61 =V
die Lange v/16 = 4 hat, und da

by by =2—=2i+14|-1—i* +[1+2i*=8+1+2+5=16

ist, gilt dasselbe fiir b,. Als Elemente einer Orthonormalbasis kénnen wir also die Vektoren

1—1 2—24

61:1 2+1. und 62:1 t .
4| 2+21 41 —1—-1

—1 1421

nehmen.

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Zwischen zwei GroéBen x und t wird ein Zusammenhang der Form x(t) = (a+bt+ct?)e™t
erwartet. Zur Bestimmung der Parameter a, b, ¢ werden hundert Messungen durchgefiihrt,
die zu Wertepaaren (t,,, x,) filhren. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf, dem die
nach der Methode der kleinsten Quadrate bestmoglichen Schétzwerte fiir a, b, c geniigen!

Losung: Falls der Zusammenhang perfekt wére, wiirden die gesuchten Paramter a,b,c
den hundert linearen Gleichungen

e lia+tie b+tle Yic=x
geniigen; in Matrixform ist das das LGS
—t —t 2,—t
a e 1 tie tie ! 11 X1
Alb ] =X mit A= : : : und X = :
c e troo  ty40e troo t%ooe*hoo X100

Dieses LGS fiir a, b, c wird praktisch immer unldsbar sein; die im Sinne der Methode der
kleinsten Quadrate beste Schatzung erhdlt man, indem man mit der adjungierten, d.h.



b)

hier im Reellen einfach der transponierten Matrix von A multipliziert: (*AA) = 'AX.

o o0

Ausgeschrieben wird das

100 o -2t 100 4 o2t 100 (2, 2t; 100 4.
Yiqe Y iitett ¥ itfe 2 i€ g

i=1" a
YN te 2t Fifdder 2t N de 2t || b | = | X% te
100 .2 —2t, 100 .3 _—2t, 100 .4 —2t, 100 ,2 —
T te? Yihtlen ¥ et ¢ i tfeTtixg
Aufgabe 5: (8 Punkte)
1 -1 1 -1
. . 111 1T -1 -1
Ist die Matrix A = 21 -1 1 orthogonal?
1 1 1 1

Losung: Man kann entweder direkt nachrechnen, ob 'A - A die Einheitsmatrix ist, oder
aber sich davon iiberzeugen, dafl jeder Spaltenvektor

1 —1 1 —1
B A N A N A PR
211 )° 21 -1)° 21 -1 )’ 2 1

1 1 1 1

orthogonal zu jedem anderen ist und Lénge eins hat. Lange eins sieht man in allen vier
Fallen sofort, V1 - V; verschwindet fiir i # 1, weil jeder der anderen Vektoren genauso viele
Eintrage +1 wie —1 hat, V4 - V; verschwindet fiir i # 4, da jeder der anderen Vektoren
unter den ersten beiden Eintrdgen genauso viele Plus- und Minuszeichen hat wie bei den
letzen beiden, und schliellich rechnet man auch sofort nach, da8 ¥, - V3 = 0 ist. Also ist
die Matrix orthogonal.

Was ist A~ 17 1 1 1
11 -1 1T -1
21 1 =1 =1

-1 -1 1

Lésung: Fiir eine orthogonale Matrix ist A~' = *A, hier also

[ G G —y

Was ist det(A)?

Loésung: Da A orthogonal ist, mufl det A = +1 sein; das richtige Vorzeichen bekommen
wir aber leider nicht ohne Rechnung. Der Vorfaktor % muf in jeder der vier Spalten
beriicksichtigt werden, fithrt also bei der Determinante zu einem Faktor ]1—6. Alsdann
empfiehlt es sich, etwa durch Subtraktion der ersten Zeile von den folgenden fiir Nullen

Zu sorgen:

111 - 111 -
2 -2 0
11 1 -1 =1 1o 2 -2 of 1
WATTE 1 1 1| TTel0 0 2 2|76 _ég
I B T 0 2 0 2

In der rechtsstehenden Matrix 148t sich in jeder Spalte eine Zwei ausklammern und in
den Vorfaktor ziehen; die verbleibende Determinante kann dann leicht entweder nach der
SARRUSschen Regel berechnet werden oder, weniger fehleranféllig, durch Subtraktion der
dritten Zeile von der ersten:

N I L A
1 0 1 0 1 1



Aufgabe 6: (4 Punkte)

f:R3 — R sei stetig differenzierbar und in einem festen Punkt = € R3 sei grad f(z) # 0.

Weiter sei h € R3 ein beliebiger Einheitsvektor und g der Einheitsvektor in Richtung des
Gradienten grad f(x). Zeigen Sie, daf fiir hinreichend kleine reelle Zahlen ¢ > 0 gilt:

f(x + eh) < f(z + £§)

Losung: Nach Definition der Differenzierbarkeit ist
(@ + eh) = f(z) + V(@) - (eR) + o([ieh]) = f(2) + e V(@) - R+ ofe)

und
flx + eg) = f(x) + Vf(x) - (eg) + o(|ieg|) = f(x) + eVTf(x) - g+ o(e),

denn ‘ﬁ‘ = |g| = 1. Fiir hinreichend kleine ¢ kénnen die beiden o(¢)-Terme gegeniiber dem

Rest vernachlissigt werden; die Behauptung wird dann &quivalent zu Vf(z)-h < Vf(z)-§.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist gleich dem Produkt der Léngen mal dem Cosinus
des eingeschlossenen Winkels. Da h und § beide die Lange eins haben, ist das Produkt
der Léngen in beiden Fallen gleich der Lange von Vf(x), und der Cosinus des eingeschlos-
senen Winkels nimmt beim Produkt mit § seinen maximalen Wert eins an, da g dieselbe
Richtung hat wie Vf(x). Damit ist die Ungleichung bewiesen.

(Alternativ kann man statt iiber den Cosinus auch iiber die CAUCHY-SCHWARZsche Un-
gleichung argumentieren.)

Aufgabe 7: (4 Punkte) R R
Berechnen Sie fiir die Funktion f: . Gradient und HESSE-
Matrix! (x,y) — sin(xy) + cosh(x +y)

Lésung: Die Funktion ist offensichtlich mindestens zweimal stetig differennzierbar (sie
ist sogar analytisch); es reicht also, die partiellen Ableitungen zu berechnen. Fiir den
Gradienten bekommen wir

fx(x,y) =ycos(xy) + sinh(x +y)
fy(x,y) = xcos(xy) + sinh(x + y)

_ {ycos(xy) +sinh(x +y)
Viboy) = (xcos(xy) + sinh(x —i—y))

Fiir die HEssE-Matrix konnen wir aus dem SCHWARZschen Lemma folgern, dafl f,, = fy«
ist, wir miissen also nur eine der beiden gemischten Ableitungen berechnen.
frx(x,y) = —y? sin(xy) + cosh(x +y)
fxy (x,Y) = —xysin(xy) + cos(xy) + cosh(x + y)
fyy(x,y) = —x? sin(xy) + cosh(x + y)

Damit ist

He(x,y) = —y?sin(xy) + cosh(x +y) —xy sin(xy) + cos(xy) + cosh(x + y)
oyl = —xy sin(xy) + cos(xy) + cosh(x +y) —x? sin(xy) + cosh(x + y) ’



