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WoLFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 1. /2. Juli 2003

Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der hundert Datenpaare (sin” k,cos? k) fiir
k=1,...,100!

Lésung: Da cos’k = 1 — sin® k fiir alle k liegen die Datenpaare auf einer Geraden mit
negativer Steigung; der Korrelationskoeffizient ist also —1.

Was ist die inverse Permutation zu ™= <] 23 4 5) ?

1 35 2 4
Losung: Vertauschung der beiden Zeilen liefert die Wertetabelle ( }
2
4

tieren der ersten Zeile macht daraus die Standarddarstellung <

Schreiben Sie 7t als Produkt von Transpositionen!
1 2
1 3
Permutation wiederum bildet 3 auf 4 ab, also 1483t

7‘[0(35)0(34):(] 234 5):(23)

Loésung: Da m(3) = 5 ist, 1aBt mo (3 5) = g) die Zahl 5 fest. Diese

3 4
4 2

1 3 2 45
zusatzlich auch noch vier fest. Damit ist

mo(35)0(34)=(23) und m=(23)0o(34)0(35).

Ist 7t gerade oder ungerade?

Loésung: 7t ist ungerade, da es als Produkt von drei Transpositionen geschrieben werden
kann.

Richtig oder falsch: Die ungeraden Permutationen aus &, bilden eine Gruppe.

Losung: Falsch, denn das Produkt zweier ungerader Permutationen ist gerade, nicht
ungerade. Auflerdem ist die Identitdt nicht ungerade.

A sei die Permutationsmatrix zu m € &, d.h. a;i; =1, falls j = 7(i) und null sonst. Was
ist det A7

Lésung: Permutiert man die Zeilen von A gemé&f der Permutation 7, erhédlt man die Ein-
heitsmatrix. Ist 7t ein Produkt von r Transpositionen, ist die Anwendung von 7t dquivalent
zu 1 Zeilenvertauschungen, d.h. det A = (—1)"det E = (—1)". Damit ist

1 falls 7t gerade

det A = { —1 falls 7t ungerade °
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Zeigen Sie: Jede Permutation 71 der Form 1 — j — k — 1, die drei Zahlen zyklisch
vertauscht, ist gerade.

Losung: Wegen 71(j) = k 1488t 7o (j k) die Zahl k fest. Sie bildet i auf j ab und j auf 1, ist
also gleich der Transposition (i k), und damit ist T = (1 k) o (i j).

Richtig oder falsch: Fiir ii,V,w € R3 ist i - (Vx W) = (i x V) - W.
Lésung: (i X V) -w = w - (U x V) = det(w,,V). Diese Determinante entsteht aus
det(1i, vV, w) durch zyklische Vertauschung der drei Spalten, also, wie wir gerade gesehen

haben, durch eine gerade Permutation. Damit sind die beiden Determinanten gleich, die
Behauptung also richtig.

Bestimmen Sie, ohne zu rechnen, den Betrag der Determinanten

4 1 7 5 3 2 6
306 42 15
205 310 4
104 2 0 0 3!
003100 2
0 0200 01
0010000

1 2 3 45 6 7
4 17 5 3 2 6
Matrix fiihrt auf eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Hauptdiagonalen; diese hat
Determinante eins. Damit ist det A = +1, der Betrag ist also eins.

(Schreibt man 7t wie oben als Produkt von Transpositionen, sieht man leicht, da8 7 eine
gerade Permutation ist, d.h. auch det A = +1.)

Lésung: Anwendung der Permutation 7t = ) auf die Spalten der

Berechnen Sie die Determinanten

111 12 3 4 ;8;8;
23 4 5 56 7 8 ,
Di=[2 3 & 20 Da=|3 ¢ 7 5 und Ds=[0 0 100
1111 1

48 12 15 211 3 Ly

Loésung: Da in der ersten Zeile der Matrix zu D lauter Einsen stehen, bietet sich an,
drei von diesen durch Spaltenoperationen zum Verschwinden zu bringen: Subtraktion der
ersten Spalte von allen folgenden und anschlieflende Entwicklung nach der ersten Zeile
zeigt, dafl

11T T 100 0 1y
23 4 5| (211 1

D‘—371o12—3479—jg19]
48 12 15| |4 4 8 1

ist. Diese Matrix 1af3t sich nach SARRUS berechnen oder durch nochmalige Anwendung
desselben Tricks:

1T 1 1 100 3 5
Di=|4 7 9|=|4 3 5 :‘4 7‘:3.7_5.4:]_
4 8 11 4 4 7
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Bei D, bietet sich Entwicklung nach der dritten Zeile an; noch einfacher wird es aber,
wenn wir vorher die zweite Spalte von der dritten subtrahieren:

I

|
N Gl —
O —t
W oo~

3
7
1
1

W o e A~

2
6
1
1

w o 0o A

1
1
0
0

N O 01—

Subtrahieren wir nun noch die erste Zeile von der zweiten, bevor wir nach der zweiten
Spalte entwickeln, folgt

4 4
23

W o0 A
I
|
N A=
oo -
w A A

:+‘ ‘:4-3—4-2:4.

Bei D3 ist fast selbstverstdndlich, dal wir zundchst nach der dritten Zeile entwickeln:

101 0 1
2030 4 ;881

D;=[0 0 10 0=30 901
R BN EA A
1 23 4 5

Als nachstes bietet sich an, die zweite Spalte von der dritten zu subtrahieren und dann
nach der dritten zu entwickeln:

100 1| (1001 Do
2004 (200 4 11
Ps=lr 10 =1 o a| =P 0 =) (_”"2 4‘—4
1245 1225

Welche Gleichung mufl x erfiillen, damit die vier Vektoren

und

X NN R
w X W R
X X b D

1
X
‘] )
X
linear abhéngig sind?

Losung: Die Vektoren sind genau dann linear abhéngig, wenn ihre Determinante ver-
schwindet. Diese ist

W x WR
X XA

Subtraktion der dritten Zeile von der ersten sowie der vierten von der zweiten und an-
schliefende Enwicklung nach der ersten Zeile fiihrt auf

D= =2—x)[1 x x|—@4—x)1 2 x
1 2 x  x

x 3 x x x 3
x x 3 x
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Addieren wir noch die zweite Zeile zur ersten, vereinfacht sich dies zu

0 2% 0 4y 0 2-x 0
D= =—2(4—x)-1 2 X
1 2 X X
X X 3
X X 3 X
— 22|} =24 me- e,

Die Vektoren sind also genau dann linear abhéngig, wenn x = 2, x = 4 oder x = /3 ist.

Richtig oder falsch: Falls die ganzzahlige Matrix (2 g) Determinante +1 hat, sind a
und d teilerfremd zu b und c.

b

d
oder d und b oder c teilbar; falls die Determinante gleich +1 ist, kann es daher keinen
echten solchen Teiler geben. Daher ist die Behauptung richtig.

Loésung: = ad — bc ist durch jeden gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen a

m) Richtig oder falsch: Falls die ganzzahlige Matrix <g g) eine ganzzahlige Matrix als

Inverse hat, ist ihre Determinante gleich +1.

Losung: Richtig, denn det(A)-det(A~') = 1 ist, falls sowohl A als auch A~' ganzzahlige
Eintrage haben, ein Produkt ganzer Zahlen. Dies ist nur maoglich fiir

det(A) =det(A™) = +1.



