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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 24. /25. Juni 2003

Richtig oder falsch: Die Spalten der Matrix A € R™*™ seien orthonormal, d.h. jeder
Spaltenvektor habe Lange eins und das Produkt zweier verschiedener Spaltenvektoren
verschwinde. Dann hat fiir alle Vv € R™ der Vektor AV dieselbe Lénge wie V.

Losung: Richtig, denn dann ist '"AA = E die Einheitsmatrix, und nach dem Lemma aus
der Vorlesung ist (AV) - (AV) =V - ((*AA)V).

Richtig oder falsch: Ist A € R™*™ orthogonal, so ist iA € C™*™ unitar.

Lésung: Richtig, denn (iA)* = YiA) = A = —i'A = —i'A; fiir eine orthogonale Ma-
trix A ist also (1A)*(iA) = (—i'A)(1A) = (—i-1)'AA ='AA =E.

Richtig oder falsch: Ist A € C™*™ unitér, so auch iA.

Lésung: Richtig, denn (1A)* = {iA) = {!A = —i'A = —{A*; fiir eine unitdre Matrix A
ist also (1A)*(iA) = (—iA*)(1A) = (—i-1)A*A ='A*A =F.

Fiir welche Wahl der Vorzeichen sind die folgenden Matrizen orthogonal bzw. unitar?
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Lo6sung: Unabhéangig von den Vorzeichen haben in allen Féllen alle Spaltenvektoren die
Lange eins; es geht also nur darum, wann die Spaltenvektoren mit noch nicht festgelegten
Vorzeichen auf den anderen senkrecht stehen. (Die drei festen Spaltenvektoren von As
sind offensichtlich paarweise orthogonal.)

Bei A; und A, miissen dazu offenbar die beiden Vorzeichen verschieden sein, bei A3
dagegen gleich, denn (})(]) =i-1+1-1=0. Bei A4 konnen die Vorzeichen offensichtlich
beliebig gewdhlt werden; die Skalarprodukte verschiedener Spalten sind stets null.

Bei A5 schliefilich verschwindet das Skalarprodukt der ersten beiden Spalten genau dann,
wenn in der zweiten Spalte sowohl die ersten beiden als auch die letzten beiden Ein-
trdage dasselbe Vorzeichen haben. Das Skalarprodukt der zweiten und der dritten Spalte
verschwinden, wenn sowohl die erste und die vierte als auch die zweite und die dritte
Komponente verschiedene Vorzeichen haben. Beides zusammen erzwingt die Vorzeichen-
verteilung ++— oder —++. In beiden Féllen ist offensichtlich auch das Produkt mit der
vierten Spalte null.

Fiir die ndchsten Themenvorschlidge sei V ein EuKLIDischer oder HERMITEscher Vektor-
raum, U <V ein Untervektorraum und 7tyy: V — U die orthogonale Projektion auf U.

Richtig oder falsch: my (V) - v =0 & v € U+

Losung: V = U + W sei die eindeutige Zerlegung von V in die beiden Komponente i € U
und W € Ut. Dann ist my (V) = € und iy (V) - vV=uw-(0+W) =0 -Ut+0-w =11,
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0 ist. Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts verschwindet daher

dati-w=
V genau dann, wenn il der Nullvektor ist, d.h. wenn ¥ =W in U™ liegt.

mu (V) -
Richtig oder falsch: |V-1| < |V-my (V)| firalletie U,veV
Lésung: Falsch, denn wir kénnen den Vektor i € U beliebig lang wahlen. Falls v - my (V)

nicht verschwindet, ist die Ungleichung beispielsweise falsch fiir 10 = 27y (V).

Richtig oder falsch: |my (V| < |V| firalleveV
Lésung: Mit Vv = 1i+W wie beim vorletzten Problem ist |\')'|2 = (U+w)-(U+w) = d-u+w-w.
Da w-w > 0 ist, folgt |ti| < |V|, wie behauptet.

Was ist 7ty (V) + mya (V) 7

Losung: Mit vV = i + W wie eben ist 7y (V) = 1l und 71 (V) =W, da (U+)+ = U ist. Die
Summe ist daher i +wW = V.

1 1 1
Berechnen Sie die orthogonale Projektion von V= | 2 | auf U = 11,12 !
4 2 3

Lésung: Wir miissen eine Orthogonalbasis von U = [b ,‘52] finden. Dazu nehmen wir als
ersten Vektor ¢; = by, fiir den zweiten machen wir nach GRAM-SCHMIDT den Ansatz

C; :g2+A6] mit C;-C1 =0.

Hier ist . L
by-Ci=by-b1=1+2+6=9
und L
C1=by-b1=14+1+4=6,
- 1 -1
alsoist?\:—zundcz—bz——q: = 1

T2\

Also ist C7,C, eine Orthogonalbasis; besser ist allerdlngs die Basis ¢7,d, mit d) = 267,
weil wir dann mit ganzen Zahlen rechnen kdnnen.

Als néchstes kénnen wir die Basis €7, d, zu einer Basis €1, d2,¢3 von R3 ergénzen; da wir
den Vektor C3 im Augenblick fiir nichts explizit brauchen, gibt es keinen Grund, ihn zu
auszurechnen.

Ist V = ACy +uaz+v€3, so ist 71y (V) = ACq -I—u(—iZ; wir miissen also diese beiden Koeffizienten
berechnen. Da wir eine Orthogonalbasis haben, ist

\_)‘-6] :7\61 -61 und \_)‘(_1'1 :ua1 -51 .
Wir kennen bereits €7 - €1 = 6, die restlichen drei Produkte miissen wir ausrechnen:
V.G =1+4248=11, V-di=—142=1 und d;-d;=1+1=2,
1 ;[ 8
d.h. 7\:;, h=5 und 7y (V) = — ; —|—§ (1) = % =
3
Zeigen Sie, daf} das folgende lineare Gleichungssystem unl6sbar ist:

x+y=1 x+2y=2 und 2x+3y=4 (%)
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Losung: Klar, denn die Summe der ersten beiden Gleichungen ist gleich der dritten mit
durch drei ersetzter rechter Seite.

Finden Sie reelle Zahlen x,y,z, so dafl (*) mit diesen Zahlen im Sinne der kleinsten
Quadrate mdglichst wenig falsch ist!
Variante I: Verwenden Sie den vorletzten Themenvorschlag!

Losung: Die gesuchten Zahlen 16sen das lineare Gleichungssystem, wenn wir die rechte
Seite ersetzen durch ihre Projektion auf den Untervektorraum, den die Spalten der Matrix
erzeugen. Das ist genau der Vektor, den wir beim vorletzten Themenvorschlag berechnet
haben, d.h. das zu 16sende Gleichungssystem ist

4
XxX+y=<

3 x—l—Zy:Z und 2x+3y:%.

3

Da wir wissen, dafl dieses Gleichungssystem 1sbar ist (falls wir uns bei der Berechnung
der Projektion nicht verrechnet haben ... ), geniigt es, die ersten beiden Gleichungen zu
betrachten. IThre Differenz zeigt, dal y = 1 ist, also ist x = % Zu unserer Beruhigung
erfiillen diese beiden Zahlen auch die dritte Gleichung.

Variante II: Verwenden Sie die allgemeine Theorie aus der Vorlesung!
Losung: Die Matrix des Gleichungssystems ist

. « _tya (1 1 2
2 mltA—A—<1 2 3)-

Wir miissen das lineare Gleichungssystem (‘AA)X = 'Ab 16sen, wobei b die rechte Seite
des gegebenen Gleichungssystems ist. Wegen

1 1 1
1T 1 2 6 9 - 11 2 11
tAA _ _ TR _
AA—<1 2 3) 12 —<9 14) und Ab—(] 2 3) 2 —(17>
2 3 4
ist dies das Gleichungssystem

6x+9%Y =11 und 9x+ 14y =17.

Subtraktion von 1% mal der ersten Gleichung von der zweiten fithrt auf %y = %, also
1

y = 1, und damit folgt aus jeder der beiden Gleichungen schnell, dafl x = 3 sein mufi.

Betrachtet man den Gesamtaufwand fiir die Losung, ist dieser Weg offensichtlich erheblich
effizienter.

Gegeben seien hundert Mef3werte (x;, t;), wobei theoretisch ein Zusammenhang der Form
x; = asint; + bsin 2t; + csin 3t; + dsin4t;

bestehen sollte. Stellen sie ein lineares Gleichungssystem auf, dessen Loésungen im Sinne
der kleinsten Quadrate die beste Schatzung fiir a, b, ¢, d liefern!

Losung: Die gesuchten Groflen a, b, c, d sollten theoretisch das lineare Gleichungssystem
aus den hundert Gleichungen

(sint;) - a+ (sin2t;) - b+ (sin3t;) - ¢ + (sindty) - d = x4



erfiillen. Dessen Matrix A hat vier Spalten, wobei die Eintrage der j-ten Spalte gleich den
Zahlen sinjt; sind. Damit ist 'AA eine 4 x 4-Matrix mit Eintragen

100
Aye = Z sin kt; - sin £t; .

i=1
Als rechte Seite des Gleichungssystem haben wir den Vektor

100 .
D iy Xxisint;
AX = : ,

Z:i? x sin4t;
das Gleichungssystem besteht also aus den vier Gleichungen

100 100 100
(Z sin kt; - sin ti> a+ (Z sin kt; - sin Zti> b+ (Z sin kt; - sin 3ti> c

i=1 i=1 i=1

100 100
+ <Z sin kt; - sin 4ti> d=) xisinkt

i=1 i=1
firk=1,...,4.
m)Wie konnen Sie vorgehen, wenn ein Zusammenhang der Form x; = Acos(ti + ¢) zu
erwarten ist?

Losung: Das Problem hier ist, dal die Gleichungen nicht linear in ¢ sind. Nach der
Additionsformel fiir den Cosinus ist aber

cos(ti + @) =costicos @ —sint;sin @,

dh. x; =acost;+bsint; mit a=Acosq@ und b=Asing.

Dieses Gleichungssystem ist linear in a und b, kann also nach der Methode aus der Vor-
lesung gelost werden: Multiplikation mit der Transponierten der Matrix des Gleichungs-
systems fiihrt auf

N N N
(Z cos? ti> a—+ (Z sin t; cos ti> b= Z Xi cos t;
i=1 i=1 i=1
und
N N N
<Z sin t; cos ti> a+ <Z sin? ti> b= Z X; sint; .
i=1 i=1 i=1
Dieses Gleichungssystem liefert a und b; daraus 148t sich A berechnen als
A=+a?+1b2
und ¢ durch die beiden Bedingungen

b
und singp = —.

cos @ = A

>l e

(Man bendtigt beide Bedingungen um ¢ modulo 27 zu kennen; eine allein liefert nur ¢
modulo 7t.)



