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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 6. /7. Mai 2003

Welche der folgenden Mengen sind, mit der iiblichen Addition und Multiplikation kom-

plexer Zahlen, Korper?

ki =Ny, kz=R\NQ, k3= {XER|XZO}, kg = {f:]R—)]R ‘ f(x) # 0 fiir allex},
ks={a+bi|a,beQ}, ke={a+bv2|a,beQ}, kr={a+b¥3|a,beq}

Losung: kg ist kein Korper, da beispielsweise das Element zwei weder ein additives noch
ein multiplikatives Inverses hat. k; ist schon deshalb keiner, weil die Null und die Eins
beide rational sind; in k3 gibt es keine additiven Inversen.
Aus demselben Grund ist auch k4 kein Korper: Beispielsweise haben f(x) = 2 + x? und
g(x) = —1 — 2x? beide keine reelle Nullstelle, liegen also in k4, aber (f 4+ g)(x) = 1 —x?
verschwindet bei x = +1. Auflerdem enthélt k4 nicht einmal ein Neutralelement beziiglich
der Addition, da die Nullfunktion natiirlich iiberall verschwindet.
ks ist ein Korper, denn (a +bi) £ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i und (a+ bi)(c+ di) =
(ac —bd) + (ad + bc)i liegen wieder in ks, genau wie fiir (a, b) # (0,0) auch
1 a—Dbi a—bi a bi

a+bi (a+bi)(a—bi) a2+b2 a2+b2 a2 +b2’

Aus demselben Grund ist auch k¢ ein Kérper: (a+bv2)+(c+dv2) = (a+c¢)+(b+d)v2

und (a +bv2)(c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + be)v/2 liegen wieder in k¢, genau wie fiir
(a,b) #(0,0) auch
1 a—bv2 a—bv2 B a bv2

a+bv2 (a+bv2)(a—byv2) aZ—202 a2—202 aZ— 202’
denn wegen der Irrationalitit von /2 kann der Nenner dann nicht verschwinden.
k; schlieBlich ist kein Korper, denn beispielsweise liegt v/3 - ¥/3 nicht in k;. (Das ist
allerdings schon im wesentlichen die einzige Ausnahme: kg = {a +bv3+c (\3/3)2 ‘
a,b,c e Q} ist ein Korper!)

Welche der folgenden Mengen sind R-Vektorrdume?

x X
Vi = x+y x,yeR , V, = x+ 1 xeR ,
Yy x+2
* X
V3 = y|eR|[x*24+y?+22=1, V4={(U>ER2‘xy:O},
z
Vs = {f e C'(R,R) | '(2) = 0}, Ve={feC'(RR) | f(2) =2}
Losung: V; ist eine nichtleere Teilmenge von R3, und fiir zwei reelle Zahlen A, p ist
X u Ax 4 pu Ax + pu
AMx+y | +ulu+v ]| = AMx+y)+uu+v) | = Ax+pu)+ (Ay+wnv) | € Vq,
Y v Ay + pv Ay + pv

V; ist also Untervektorraum von R3 und damit insbesondere selbst ein R-Vektorraum.

V, und V; sind keine Vektorrdume; beispielsweise enthalten beide keinen Nullvektor. (Es
gibt auch sonst noch viele Eigenschaften, die nicht erfiillt sind.)
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Auch V, ist kein Vektorraum: Beispielsweise liegen ( ) und ( ) beide in V4, nicht aber
ihre Summe (})

V5 ist Teilmenge des Vektorraums C ! (]R R) und fiir f,g € V5 und A, pn € R liegt auch
A + pg in Vs, denn (Af + pg)’(2) = Af'(2) + ug’(2) = 0 + 0 = 0. Genauso sieht man, dafl
Ve kein Vektorraum ist: Fiir f,g € Vg ist (f —|— 9)(2) =1(2)+d((2) =2+2 =4, dh.

Richtig oder falsch: Sind ¢,{:V — W zwei lineare Abbildungen, so sind auch die Ab-
bildungen @ £1{:V — W mit (@ £ 1) (V) = @(V¥) £ (V) linear.

Lésung: Richtig, denn fiir A, u aus dem Grundkérper k und v, w € V ist
(@ = P)AV+ pw) = @(AV + pw) £+ P(AV + puw)

(7\<p( V) + ne (W) £ (?\Ib( )+u1b(ﬂf))

= (e iN’) (he iuwwn

(W (9)) + w0 (W) £ $(W))
(miwn) e iwn).

Richtig oder falsch: Die Menge H aller linearer Abbildungen ¢:V — W zwischen zwei
festen k-Vektorraumen V und W ist selbst ein k-Vektorraum.

Losung: Richtig: Wir wissen bereits von der letzten Frage, dafl fiir ¢, € H auch deren
Summe dort liegt. Genauso zeigt man, dafi fiir y € k auch y¢ in H liegt, denn fiir A,p € k
und V,w € V ist
(YQ)AV+ W) =y - @AWW+ pw) =7 - (Ap(¥ )+u<p( ) =v-Ae(¥) +7v - po(W)
—7\v<p()+uY<o( ) =A-(yo)(V) +p- (vo)W).
(—1

Null, vektor” in H ist die Nullabbildung, und —¢ ist gerade
fiir alle €V.

Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

X x+ 2y X x+2y+3z
@:R3 5 R3; yl|l—1ly+2z], PR3 - R3,; y|— | 2x+3y+4z |,
z z+2 z 3x + 4y + 5z

X XxX+y+z
w: R 5 R3; yl— | xy+yz+xz
z XYz

Losung: @ ist offensichtlich nicht linear, beispielsweise, weil der Nullvektor nicht auf den
Nullvektor abgebildet wird, sondern auf einen Vektor mit dritter Komponente zwei.

1 ist linear, denn fiir A, u € k und x,y,z,u,v,w € R ist

X u Ax 4 pu
PIA|ly |+l v =1 Ay + pnv
z w Az + pw

(Ax + pu) + 2(Ay + pv) + 3(Az + pw)
2(Ax + pu) + 3(Ay + pv) +4(Az + pw) |,
3(Ax + pu) + 4(Ay + pv) + 5(Az + pw)

und das ist dasselbe wie

X u x+2y+3z u—+2v+ 3w

M| |y + p v =A| 2x+3y+4z | +u| 2u+3v+4w

z w 3x +4y + 5z 3u+4v+5w
Ax+2y +3z) + p(u+ 2v + 3w) (Ax + pu) + 2(Ay + wv) + 3(Az + uw)

A2x +3y +4z) + u2u+3v+4w) | = | 2(Ax + pu) + 3(Ay + wv) + 4(Az + uw)
A(3x + 4y + 5z) + n(3u+4v + 5w) 3(Ax + pu) + 4(Ay + uv) + 5(Az + pw)
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w ist nicht linear, denn beispielsweise ist

1 1 2 6
ol 1]+|1]])=w[[2]]|=]12],

1 1 2 8
1 1 3 3 6
ol [1]]+wl[1]]|=(3]+[3]=]5
1 1 1 1 2

Bestimmen Sie im linearen Fall Kern und Bild der Abbildung!

Loésung: Da nur 1V linear ist, konnen wir uns darauf beschrénken.
Der Vektor mit Komponenten x,y, z liegt genau dann im Kern, wenn

Xx+2y+3z2z=0, 2x+3y+4z=0 und 3x+4y+5z=0

ist. Wir werden bald allgemeine Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ken-
nenlernen; in diesem einfachen Fall fiihrt aber jedes in der Schule behandelte elementare
Verfahren leicht zu einer Lésung.

Beispielsweise sieht man sofort, dafl die Differenz zwischen zweiter und erster wie auch
zwischen dritter und zweiter Gleichung jeweils die Gleichung x +y + z = 0 ist; subtrahiert

man diese von der ersten Gleichung, ergibt sich y + 2z = 0 oder y = —2z. Einsetzen in
die Gleichung x +y + z = 0 zeigt dann, dafl x — 2z + z = 0 oder x = z sein muf. Fiir jede
Losung ist also x = z und y = —2z; setzt man irgendein Tripel mit x =z und y = —2z in

die drei urspriinglichen Gleichungen ein, sieht man, daf} dieses auch umgekehrt stets eine
Losung ist. Also ist
z
Kernyp = —2z
z
Zur Bestimmung des Bilds kann man ebenfalls ausnutzen, dafl die Differenz zwischen
dritter und zweiter sowie zweiter und erster Komponente eines Vektors aus dem Bild
gleich ist, d.h.

zeR

u u
Bildy C Y W—Vv=v—u, = v ‘u,veR
w 2v—u

Wenn man beispielsweise nach einem Urbild mit dritter Komponente null sucht, sieht man
schnell, daf

2v—3u (2v—3u) +2(2u—v) u
) 2u—v =1 22v—-3u)+32u—v) | = v
0 3(2v—3u) +4(2u—v) 2v—u

ist, das Bild ist also sogar gleich der rechtsstehenden Menge. (Wir werden bald Verfahren
kennenlernen, mit denen man solche Probleme systematischer 16sen kann.)

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorraume von V = CO(RR, R) ?
Uy = {f e V| f(t) =f(—t) fiir alle t € R}, Up = {f € V| f(t) =—f(—t) fiir alle t € R},
Uz ={feV|f(t)=f(t*) firallet e R}, Us={feV|f(t)=F(t+1)fiir alle t € R}

Losung: Seien A, € R und f, g Elemente einer der vier betrachteten Mengen U;. Da
alle U; zumindest die Nullfunktion enthalten, miissen wir nur priifen, ob dann auch Af+png
in U; liegt. Nach Definition der Vektorraumstruktion von C°(R, R) ist

(AMf + ug)(t) = Mf(t) + ng(t) firalleteR.
Entsprechend ist fiir f,g € U,
(Af + ug)(—t) = M(—t) + ng(—t) = Af(t) + pg(t) = (Af + ug)(t),
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d.h. U, ist Untervektorraum. Genauso auch U,, denn
—(AMf+pg)(—t) = —M(—t) —ug(—t) = A+ (=f(—t)) + - (—g(-t)
= AM(t) + ug(t) = (AMf + ng)(t).
Fiir U3 haben wir
(M 4 1g) (t7) = M(t?) + pg(t?) = Af(t) + pg(t) = (Mf + pg)(t),

auch das ist also ein Untervektorraum, genau wie Uy, denn liegen f, g in Uy, ist fiir alle
teR

(AMf+ug)(t+ 1) =Af(t+ 1)+ pg(t+ 1) = AMf(t) + ug(t) = (AMf + pg)(t) .

C*(R, R) = C°(R, R)

Zeigen Sie, daf} ¢: £ ff

eine lineare Abbildung ist, und bestimmen Sie

deren Kern und Bild!

Loésung: Da die Ableitung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion insbesonde-
re stetig ist, definiert ¢ zunichst einmal iiberhaupt eine Abbildung von C?(R, R) nach
C°(R, R). Mit der Linearitat gibt es keine Probleme, da Differentiation eine lineare Ope-
ration ist:
(AMf 4 ng)'(t) = M'(t) + ng'(t) .

Im Kern liegen alle mindestens zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, deren Ab-
leitung die Nullfunktion ist, also genau die konstanten Funktionen. Im Bild liegen die
samtlichen Ableitungen von mindestens zweimal stetig differenzierbaren Funktionen; die-
se sind immer noch mindestens einmal stetig differenzierbar, und da die Stammfunktion
jeder mindestens einmal stetig differenzierbaren Funktion mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, sind das auch die sémtlichen Bilder. Also ist Bild ¢ =C' (R, R).

Zeigen Sie: W = {asin2 t+bcos?t+c | a,b,ce R} ist ein Untervektorraum von CO(RR, R) !

Losung: Klar, denn alle betrachteten Funktionen sind stetig und jede Linearkombination
solcher Funktionen ist wieder von derselben Bauart:
A(asin®t +beos? t +c) + p(a’sin® t + b’ cos® t + ¢’)
= (Aa+ pa’)sin? t + (Ab + ub’) cos® t + (Ac + pc’) .

Bestimmen Sie fiir diesen Vektorraum W den Kern und das Bild der linearen Abbildung

f(0)
e:W =R o | £(5) | !
f(m)
asin® 0+ bcos? 0+ ¢ b+c
Losung: ¢(asin®t+bcos’t+c¢) = asin? 7+ b cos? T4+cl=(a+c ]|,
asin? T+ beos? m+ ¢ b+c
also besteht der Kern aus allen Funktionen mit a = b = —c, d.h. den Funktionen der Art

asin’t+ acos’t+a=a(sin®t+cos’t—a)=0.

Im Kern liegt daher nur die Nullfunktion; die Abbildung ist also injektiv.

Fiir jeden Vektor im Bild stimmen nach obiger Rechnung die erste und die dritte Kompo-
nente iiberein; umgekehrt a8t sich auch zu jedem Vektor mit gleicher erster und dritter
Komponente ein Urbild finden:

b+c x x+y x—y y—x

a+c|=|ly|leb+c=xunda+c=y&c= , b= , a= .

b 2 2 2
+c X



k) Bestimmen Sie Kern und Bild der Abtastungsabbildung
{asint + bsin2t + csindt | a,b,c € IR} - R

. |

o fs (1100£(5) 10w, ) f2m)
asin0+ bsin0 + csin0 0
asinmt/2+ bsinm+ csin 2w a
Losung: @(asint+bsin2t+csin4t) = | asinmt+bsin2wt+csindnt | =] 0
asin3’77T + bsin 37+ csin6m —a
asin2m+ bsindm + csin 87 0

Der Kern von ¢ besteht daher genau aus den Funktionen der Form b sin 2t 4 c sin4t mit
b,c € R, und
0
a
Bild ¢ = 0 aeR
—a
0



