Wolfgang K. Seiler

HÈohere Mathematik II

Vorlesung an der UniversitÈat Mannheim im Wintersemester 1997/1998

Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit mÈoglichst geringer VerzÈogerung verteilt werden. Es ist in seiner QualitÈat auf keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler bei dieser Entstehensweise nicht nur mÈoglich, sondern sicher. Dabei handelt es sich sicherlich nicht immer nur um harmlose Tippfehler, sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Miûtrauen gegen seinen Inhalt gelesen werden; falls Sie Fehler őnden, teilen Sie mir dies bitte persÈonlich oder per e-mail (seiler@math.uni-mannheim.de) mit, oder informieren Sie Ihre ÈUbungsgruppenleiterin. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverstÈandlich őnden, bin ich fÈur entsprechende Hinweise dankbar.

Falls genÈugend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit Berichtigungen und Verbesserungen ausgeben.

Literaturhinweise

Im zweiten Teil des Kurses HÈohere Mathematik mÈussen wir natÈurlich gelegentlich auf Stoff aus Teil I zurÈuckgreifen; der erste Teil des Skriptums wird zitiert als [HM1]. Auch auf Stoff der Analysis I werden wir gelegentlich zurÈuckgreifen mÈussen, also beispielsweise auf

[BÈo] S. BÈOCHERER: Analysis I, UniversitÈat Mannheim, 1996/97

Ansonsten Èandert sich wenig: Von den in [HM1] zitierten Werken kÈonnen alle weiterverwendet werden, allerdings brauchen wir bei den mehrbÈandigen Werken nun teilweise noch zusÈatzliche BÈande.

[D] H.J. DIRSCHMID: Mathematische Grundlagen der Elektrotechnik, Vieweg, 1992

als einbÈandiges Werk ist davon nicht betroffen; das in [HM1] gesagte gilt auch weiterhin: Etwa fÈunf Pfund Mathematik, die nicht nur diese Vorlesung mehr als abdecken, sondern fÈur viele Studenten fÈur deren gesamtes Berufsleben ausreichen dÈurften. Der Schwerpunkt liegt allerdings eindeutig auf dem Gebiet der Analysis; numerische Mathematik und die Statistik sind so gut wie nicht vorhanden.

[MV1] K. MEYBERG, P. VACHENAUER: HÈohere Mathematik I, Springer, 1995

wird nun ergÈanzt durch

[MV1] K. MEYBERG, P. VACHENAUER: HÈohere Mathematik II, Springer, 1997

Kap. L: Literaturhinweise 2

Zusammen decken diese beiden BÈande den gesamten Stoff der Vorlesungen HÈohere Mathematik I+II ab sowie die relevanten Teile der Analysis I; die Beweise sind meist vollstÈandig. Dazu kommt noch etwas Numerik in recht kompakter Darstellung, wobei fÈur einige Grundalgorithmen auch Programme angegeben sind.

[BDH] BRAUCH/DREYER/HAACKE: Mathematik fÈur Ingenieure Maschinenbau/Elektrotechnik, Teubner 1977 Dieses Buch richtet sich an Studenten von Fachhochschulen, deckt aber auch einen groûen Teil dieser Vorlesung ab; fÈur uns zu knapp ist vor allem die Darstellung der Vektoranalysis. DafÈur gibt es Kapitel, die auch Themen wie Statistik, Fehlerrechnung, usw. darstellen.

[F] P. FURLAN: Das gelbe Rechenbuch 1ś3, Verlag Martina Furlan, Dortmund, o.J.

Wer vor allem auf Drill und durchgerechnete Beispiele Wert legt, őndet hier laut Untertitel žRechenverfahren der HÈoheren Mathematik in Einzelschritten erklÈart. Mit vielen ausfÈuhrlich gerechneten Beispielenł. Die drei BÈande decken zwar nicht alles ab, aber doch ziemlich viel. Der Stoff der HM II őndet sich in Band 2 und 3.

Dazu seien noch einige žKlassikerł genannt, die seit mehreren Jahrzehnten in immer neuen Auflagen erscheinen und die auch heute noch interessant sind. Es handelt sich um Werke aus meist recht vielen BÈanden, wobei selbst der Stoff von nur einer Vorlesung HÈohere Mathematik I oder II je nach Organisation des Gesamtwerks auf bis zu drei BÈande verteilt sein kann. Wegen der Vielzahl von Auflagen und BÈanden verzichte ich auf die Angabe von Erscheinungsjahren.

[S] W.I. SMIRNOW: Lehrbuch der HÈoheren Mathematik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Ein Klassiker, nach dem Generationen von russischen und (nicht nur ost-)deutschen Naturwissenschaftlern und Ingenieuren ausgebildet wurden; enthÈalt in vier BÈanden (von denen die letzten beiden noch in HalbbÈande unterteilt sind) den gesamten klassischen Stoff der HÈoheren Mathematik und ist

3 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

auch heute noch sehr gut zu lesen. Die HM II behandelt Stoff aus den BÈanden I und II.

[Du] A. DUSCHEK: HÈohere Mathematik, Springer Wien Die Èosterreichische Variante, vier recht ausfÈuhrliche BÈande, von denen hier vor allem der zweite und der dritte von Interesse sind.

[A] G. AUMANN: HÈohere Mathematik, Bibliographisches Institut Mannheim Drei relativ dÈunne TaschenbÈucher, deren erste beide trotzdem fast alles enthalten, was wir in dieser Vorlesung brauchen. Die Darstellung ist natÈurlich weniger ausfÈuhrlich als in den dickleibigen Werken, aber das wird nicht jeder Student als Nachteil empőnden.

[C] R. COURANT: Vorlesungen Èuber Differential- und Integralrechnung I+II, Springer Ein Klassiker eines berÈuhmten Mathematikers, auch heute noch sehr lesenswert. Trotz des Titels beschrÈankt sich das Buch nicht auf Analysis, sondern behandelt auch beispielsweise die Lineare Algebra in einem Umfang, der fÈur diese Vorlesung vÈollig ausreicht.

Kapitel 3 Differential- und Integralrechnung

mehrerer VerÈanderlicher

In diesem Kapitel geht es um die Verallgemeinerung der bislang nur fÈur Funktionen f: R → R bekannten Grundtechniken der Analysis auf Funktionen f: R^n → R^m fÈur beliebige natÈurliche Zahlen n, m. Eine solche Funktion f: R^n → R^m lÈaût sich offensichtlich immer in der Form (x_1, . . . , x_n) → ( f_1(x_1, . . . , x_n), . . . , f_m(x_1, . . . , x_n) ) schreiben mit m Funktionen f_j : R^n → R. Somit spielt der Fall m = 1 eine fundamentale Rolle auch fÈur beliebiges m und verdient es, vorab behandelt zu werden.

ğ1: Skalarwertige Funktionen mehrer VerÈanderlicher

Wir bezeichnen Funktion f: R^n → R als skalarwertig, da wir gewohnt sind, Elemente von R^n als Vektoren, solche von R aber als Skalare zu bezeichnen.

Falls wir allerdings Elemente von R^n wirklich als Vektoren betrachten wollen, entspricht dies einerseits nicht der Sichtweise der Analysis, die an Punkte denkt und nicht an Pfeile oder die daraus abgeleiteten Vektoren; auûerdem wÈare es auch schrecklich, wenn wir immer f ( ⃗x ) schreiben mÈuûten, um einen einfachen Funktionswert zu bezeichnen. Die Alternative f(x_1, . . . , x_n)

5 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist auch nicht gerade attraktiv: Bei komplizierteren Formeln werden die AusdrÈucke dann leicht mehrzeilig und damit unÈubersichtlich und schwer lesbar.

Ein in der Mathematik hÈauőg gewÈahlter Ausweg besteht darin, daû man

x =_{def} (x_1, . . . , x_n) und f(x) = f(x_1, . . . , x_n)

schreibt; eine soweit vÈollig klare und verstÈandliche AbkÈurzung, die wir auch in dieser Vorlesung benutzen werden.

Nun gibt es aber (zum GlÈuck) nur wenige Puristen, die in den besonders interessanten FÈallen des R^2 und R^3 die Koordinaten mit x_1, x_2 und gegebenenfalls noch x_3 bezeichnen; der Rest schreibt x, y bzw. x, y, z. Damit hat man dann im R^3 die zunÈachst Èauûerst verwirrende AbkÈurzung f(x) = f(x, y, z) . Mit etwas ÈUbung lÈaût die Verwirrung schnell nach: Wenn eine Funktion f: R^3 → R nur ein Argument hat, muû es sich dabei um einen Punkt des R^3 halten; wenn sie drei Argumente hat, kann es sich dabei nur um Koordinaten halten, so daû es nicht schwer sein sollte, die unterschiedliche Bedeutung von x in den beiden AusdrÈucken f(x) und f(x, y, z) zu erkennen.

Hier im Skriptum ś im Gegensatz zur Vorlesung ś ist es mÈoglich, die anfÈangliche Verwirrung noch etwas zu reduzieren: Ich werde Punkte

im R^n durch Fettdruck kennzeichnen, wÈahrend Koordinaten in Normal-

schrift geschrieben werden; hier im Skriptum ist also

x = (x_1, . . . , x_n) und f(x) = f(x_1, . . . , x_n) ,

was beispielsweise im R^3 Èublicherweise in der Form x = (x, y, z) und f(x) = f(x, y, z) erscheinen wird.

Nur auf den ersten Blick seltsam ist die VerknÈupfung von Punkten mit Vektoren: Vektoren, wie wir sie im letzten Semester kennengelernt

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 6

haben, sind ÈAquivalenzklassen von Pfeilen, und die Anwendung eines solchen Vektors ⃗v ∈ R^n auf einen Punkt x ∈ R^n besteht natÈurlich darin, daû man den Punkt x um den Vektor ⃗v verschiebt: Die Gleichung

x + ⃗v = y

bedeutet also nichts anderes, als daû y aus x durch Verschiebung um ⃗v entsteht oder, anschaulicher, daû der Vektor ⃗v durch einen Pfeil mit Anfangspunkt x und Endpunkt y reprÈasentiert werden kann.

In Formeln ist diese Addition die gewÈohnliche Addition in R^n : Mit

x = (x_1, . . . , x_n) und ⃗v = v_1 . . v_n ist x + ⃗v = (x_1 + v_1, . . . , x_n + v_n) .

Dies reicht hoffentlich als bÈurokratischer Teil der Vorbereitung, als nÈachstes wollen wir uns Èuberlegen, wie man sich eine Funktion mehrerer VerÈanderlicher veranschaulichen kann.

FÈur Funktionen f: R → R sind wir gewohnt, deren Graphen

Γ_f =_{def} { (x, y) ∈ R^2 | | y = f(x)} zu zeichnen; entsprechend kÈonnen wir natÈurlich auch fÈur eine Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n den Graphen

Γ_f =_{def} { (x, y) ∈ R^n × R | | y = f(x)} deőnieren; da dieser in R^{n+1} liegt, ist er allerdings nur fÈur n = 2 wirklich anschaulich, und auch da kann es bei komplizierten Funktionen stark von der gewÈahlten Perspektive abhÈangen, was man sieht. FÈur einfache Funktionen zweier VerÈanderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die einfachste Methode der Veranschaulichung. Beim Graphen der Funktionen f: { [−1, 1] × [−1, 1] → R (x, y) → √ 4 − x^2 − y^2

7 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 1: Graph der Funktion f(x, y) = √ 4 � x^2 � y^2

in Abbildung 1 etwa sieht man recht gut, daû Γ_f Teil einer KugeloberŕÈache ist.

Eine andere MÈoglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier VerÈanderlicher ist von topographischen Karten her bekannt: Dort wird die HÈohe Èuber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenkoordinaten, dargestellt durch HÈohenlinien. Entsprechend kÈonnen wir fÈur eine beliebige Funktion f: D → R mit D ⊆ R^2 und jeden Wert c ∈ R die Niveaulinie

N_c(f) =_{def} { (x, y) ∈ R^2 | | f(x, y) = c} deőnieren; sie muû natÈurlich keine žLinieł sein, sondern kann auch nur aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder ś im Falle einer konstanten Funktion ś fÈur einen Wert c aus dem gesamten Deőnitionsbereich D der Funktion bestehen.

Im Falle des obigen Beispiels etwa ist N_c(f) fÈur c > 2 und fÈur c < √ 2 die leere Menge; fÈur c = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, und fÈur c = √ 2 aus den vier Punkten (0, ±1) und (±1, 0). FÈur √ 2 < c < 2 erhalten wir die in Abbildung 2 fÈur c = 1,5 bis c = 2 in Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinien √ 4 − x^2 − y^2 = c oder x^2 + y^2 = 4 − c^2 ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 8

eingeschrÈankt natÈurlich auf das Einheitsquadrat als dem Deőnitionsbereich von f.

Abb. 2: Niveaulinien der Funktion f(x, y) = √ 4 � x^2 � y^2

FÈur Funktionen von mehr als zwei VerÈanderlichen ist die Visualisierung naturgemÈaû schwieriger; wir kÈonnen Graphen und Nivealinien, -ŕÈachen usw. zwar problemlos deőnieren, aber nicht mehr zeichnen ś es sei denn, es handelt sich um sehr einfache NiveauŕÈachen im R^3 .

Ansonsten gibt es fÈur Funktionen von mehr als zwei VerÈanderlichen im allgemeinen keine andere MÈoglichkeiten, als einen Teil der Variablen auf interessanten Werten festzuhalten und die so eingeschrÈankte Funktion darzustellen. Dies gibt natÈurlich kein vollstÈandiges Bild der Funktion.

FÈur Funktionen von drei VerÈanderlichen verwendet man, speziell bei elektrischen oder magnetischen Feldern, gelegentlich auch Feldlinien oder Kraftvektoren zur Visualisierung; bevor wir so etwas mathematisch deőnieren kÈonnen, mÈussen wir allerdings zunÈachst wissen, wie man Funktionen mehrerer VerÈanderlicher differenziert.

Dazu mÈussen wir uns als erstes an den Begriff der Stetigkeit erinnern. Die Idee hinter dem Stetigkeitsbegriff ist bekanntlich, daû eine stetige Funktion nahe beieinanderliegende Punkte nicht zu sehr auseinander-

9 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

reiûen darf, genauer: Wenn sich zwei Punkte aufeinanderzu bewegen, sollen sich auch die Funktionswerte aufeinanderzu bewegen. Formal:

Deőnition: a) Der Punkt x ∈ R^n heiût Grenzwert der Folge (x_n)_{n∈▲}, in Zeichen x = lim_{n→∞} x_n ,

wenn es fÈur jedes ε > 0 ein N ∈ N gibt, so daû

d(x_n, x) < ε fÈur n > N ,

wobei d(x, y) = √ (x_1 − y_1)^2 + · · · + (x_n − y_n)^2

den EUKLIDischen Abstand der beiden Punkte

x = (x_1, . . . , x_n) und y = (y_1, . . . , y_n)

des R^n bezeichnet.

b) Eine Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n heiût stetig im Punkt x ∈ D, wenn fÈur jede Folge (x_n)_{n∈▲} mit x_n ∈ D und lim_{n→∞} x_n = x gilt

lim_{n→∞} f(x_n) = f(x) .

f heiût stetig in D (oder einfach stetig), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Als einfaches Beispiel kÈonnen wir etwa die Funktion +: { R^2 → R (x, y) → x + y betrachten: FÈur jede Folge von Punkten (x_n, y_n) mit Grenzwert (x, y) ist lim_{n→∞}(x_n + y_n) = x + y ,

denn fÈur jedes ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so daû d ( (x_n, y_n), (x, y) ) < ε 2 fÈur n > N

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 10

ist. Alsdann liegt der Punkt (x_n, y_n) fÈur n > N im Kreis mit Radius ε/2 um (x, y), so daû auch |x_n − x| < ε 2 und |y_n − y| < ε 2 sind. Nach der Dreiecksungleichung ist daher

|(x + y) − (x_n + y_n)| < ε 2 + ε 2 = ε ,

so daû +, wie erwartet eine stetige Funktion ist.

Genauso Èuberlegt man sich, daû auch Subtraktion und Multiplikation stetige Funktionen R^2 → R deőnieren; die Division kann natÈurlich nur als Funktion /: { R × (R r {0}) → R (x, y) → x/y deőniert werden; der Leser sollte sich als ÈUbung genau Èuberlegen, warum auch diese Funktion stetig ist.

Durch Kombination dieser Aussagen folgt, daû eine Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n , bei der die Berechnungsvorschrift nur aus Grundrechenarten zusammengesetzt ist, immer stetig ist, falls man den Deőnitionsbereich D so wÈahlt, daû Divisionen durch Null ausgeschlossen sind. Auch wenn man noch mit klassischen stetigen Funktionen einer VerÈanderlichen kombiniert, bleibt die Funktion stetig, also ist beispielsweise auch f: R^3 → R (x, y, z) → (x − y) · sin(x^2 + y^2 + z^2) e^{(yz−x)3} stetig, denn der Nenner kann nie Null werden.

Soweit ist also alles in Ordnung. Wenn man genauer hinsieht, ist Stetigkeit fÈur Funktionen mehrerer VerÈanderlicher allerdings ein erheblich komplexeres Thema als Stetigkeit fÈur Funktionen einer VerÈanderlicher. Als warnendes Beispiel betrachten wir die Funktion f: R^2 → R (x, y) → {_{2xy2} x^2+y^4 falls (x, y) ≠ (0, 0)

0 fÈur (x, y) = (0, 0) .

11 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Auf R^2 r {(0, 0)} ist die Funktion offensichtlich stetig, denn dort ist

sie nur durch Grundrechenarten deőniert und Division durch Null ist ausgeschlossen, da x^2 + y^4 nur im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt (0, 0) zu untersuchen.

Der Graph von f in einer kleinen Umgebung von (0, 0) ist in Abbildung 3 zu sehen. Er zeigt zwar einen relativ steilen Sprung entlang der Geraden x = 0, aber nur fÈur die etwas weiter vom Nullpunkt entfernten x-Werte; bei y = 0 sieht alles harmlos und eben aus.

Abb. 3: Ist diese Funktion stetig?

Nun ist der abgebildete Graph natÈurlich von einem Computer aufgrund von nur endlich vielen StÈutzpunkten konstruiert; um wirklich zu entscheiden, ob f im Nullpunkt stetig ist, kÈonnen wir uns nicht auf diese Approximation verlassen, sondern mÈussen die Funktion etwas genauer untersuchen.

Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennen, kÈonnen wir beispielsweise die EinschrÈankungen von f auf die verschiedenen Geraden durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von der y-Achse haben diese alle die Form y = ax mit a ∈ R, und f(x, ax) = 2x · (ax)^2 x^2 + (ax)^4 = 2ax^3 x^2(1 + ax^2) = 2ax 1 + ax^2

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 12

fÈur x ≠ 0. FÈur x → 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck der ZÈahler gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert existiert also und ist gleich f(0, 0) = 0, d.h. die EinschrÈankung von f ist stetig auf der Geraden y = ax.

Auf der y-Achse verschwindet f fÈur jeden Wert von x, ist also ebenfalls stetig, d.h. die EinschrÈankung von f auf jede Gerade durch den Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die EinschrÈankung von f auf die Parabel x = ay^2 ! Dort ist f(ay^2, y) = 2ay^2 · y^2 a^2y^4 + y^4 = 2ay^4 (1 + a^2)y^4 = 2a 1 + a^2 fÈur alle y ≠ 0, wohingegen f(0, 0) = 0 ist. FÈur a ≠ 0 ist die EinschrÈankung von f auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann auch f nicht stetig sein, denn fÈur eine stetige Funktion muû schlieûlich lim (x,y)→(0,0) f(x, y) = f(0, 0) sein unabhÈangig davon, auf welchem Weg der Punkt (x, y) gegen (0, 0) wandert.

Zusammen mit den Koordinatenachsen Èuberdecken die Parabeln x = ay^2 mit a ∈ R r {0} den gesamten R^2 , die Niveaulinie N_0(f) von f besteht also aus den beiden Koordinatenachsen, wÈahrend die anderen Niveaulinien aus Parabeln x = ay^2 jeweils ohne den Nullpunkt bestehen; siehe Abbildung 4. Da die Gleichung 2a 1 + a^2 = c fÈur c ≠ 0 die beiden LÈosungen a = 1 ± √ 1 − c^2 c hat, besteht jede Niveaulinie fÈur 0 < |c| < 1 aus zwei dieser Parabeln, fÈur |c| = 1 aus einer, und fÈur |c| > 1 ist N_c(f) = ∅.

Auch Abbildung 4 zeigt, daû f im Nullpunkt unstetig ist, denn alle Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwohl dieser nur

13 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 4: Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

auf N_0(f) liegt. Daran sehen wir Èubrigens auch, daû der Graph in Abbildung 3 falsch ist: In jeder Umgebung von (0, 0) wird jeder Wert c zwischen −1 und 1 angenommen, der Abschluû des Graphen enthÈalt also die Strecke [−1, 1] auf der z-Achse. In Abbildung 3 ist dies nicht zu sehen, da Maple, wie die meisten Computergraphikprogramme zum Zeichnen nur die Linien x = konstant und y = konstant berÈucksichtigte.

Bei Funktionen, in deren Deőnition Fallunterscheidungen eingehen ist also grÈoûere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in der Praxis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl meist so sein, daû die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo man SprÈunge deőniert hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispiel in einem Punkt eine Situation der Art ž0/0ł hat und entscheiden muû, ob man stetig ergÈanzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keine DE L’HOSPITALsche Regel, es hilft auch nicht, die AnnÈaherung der Funktion an den problematischen Punkt aus allen Richtungen zu untersuchen, sondern man muû wirklich auf die Deőnition der Stetigkeit zurÈuckgehen.

Damit genug zur Stetigkeit; was wir in erster Linie brauchen, ist die MÈoglichkeit, Funktionen mehrerer VerÈanderlicher zu differenzieren. Dazu erinnern wir uns zunÈachst daran, was Differenzierbarkeit im Eindimensionalen bedeutet:

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 14

Rein formal betrachtet ist f: (a, b) → R differenzierbar in einem Punkt x ∈ (a, b), wenn der Grenzwert

f^′(x) = lim_{h→0} f(x + h) − f(x) h existiert, und sein Wert wird als Ableitung von f im Punkt x bezeichnet.

Dies kÈonnen wir auch so formulieren, daû fÈur h → 0 f(x + h) = f(x) + hf^′(x) + o(h) ist, wobei die auf EDMUND GEORG HERMANN LANDAU (1877ś1938) zurÈuckgehende Notation o(h) einfach bedeuten soll, daû dieser Term fÈur h → 0 schneller als h gegen Null geht, d.h.

lim_{h→0} f(x + h) − ( f(x) + hf^′(x) ) h = 0 .

FÈur kleine h ist daher f(x + h) ≈ f(x) + hf^′(x) , d.h. die Funktion sieht in einer hinreichend kleinen Umgebung von x aus wie eine lineare Funktion; die Abbildungen 5 bis 8 zeigen dies fÈur f(x) = sin x in der Umgebung von x = 1, wobei diese Umgebung von einer Abbildung zur nÈachsten jeweils um den Faktor fÈunf vergrÈoûert wird.

Abb. 5: Graph der Funktion y = sin x

15 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 6: VergrÈoûerung um den Faktor fÈunf um ( 1, sin(1) )

Abb. 7: Nochmalige VergrÈoûerung um den Faktor fÈunf um ( 1, sin(1) )

Im Zweidimensionalen kÈonnen wir ganz entsprechend vorgehen: Wenn wir etwa die Funktion f(x, y) = sin x cos y auf R^2 in der Umgebung des Punktes (1, 1) betrachten und diese wieder sukzessive um den Faktor fÈunf vergrÈoûern, erhalten wir die Abbildungen 9 bis 12, die zeigen, daû sich der Graph der Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung des betrachteten Punktes nur wenig von einer Ebenen unterscheidet, d.h. die

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 16

Abb. 8: Nach noch einer VergrÈoûerung sieht die Funktion praktisch linear aus

Abb. 9: Graph der Funktion z = sin x cos y

Funktion ist dort annÈahernd linear.

Eine lineare Funktion zweier VerÈanderlicher hat die Form L(x, y) = a + bx + cy; also ist

L(x + h, y + k) = a + b(x + h) + c(y + k) = (a + bx + cy) + ah + bk

17 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 10: VergrÈoûerung um den Faktor fÈunf um ( 1, 1, sin(1) cos(1) )

Abb. 11: Nochmalige VergrÈoûerung um den Faktor fÈunf um ( 1, 1, sin(1) cos(1) )

eine Approximation fÈur f in der Umgebung des betrachteten Punkts (x, y), hier gleich (1, 1). Im Punkt (x, y) sollte L(x, y) = a + bx + cy natÈurlich mit f(x, y) Èubereinstimmen, und fÈur (h, k) ≠ (0, 0) sollte der Unterschied zwischen f und L schneller gegen Null gehen als der Ab-

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 18

Abb. 12: Nach noch einer VergrÈoûerung sieht die Funktion praktisch linear aus

stand zwischen (x + h, y + k) und (x, y), d.h. schneller als √ h^2 + k^2. Wir erwarten also, daû f(x + h, y + k) = f(x, y) + ah + bk + o( √ h^2 + k^2)

ist und deőnieren dementsprechend

Deőnition: a) Die Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n heiût differenzierbar im Punkt x ∈ D, wenn es eine lineare Funktion L: R^n → R^n gibt, so daû fÈur ⃗h → 0 gilt

f(x + ⃗h) = f(x) + L (⃗ h ) + o (|⃗ h | |) . b) Ist fÈur ⃗h =^t(h_1, . . . , h_n) L (⃗ h ) = γ_1h_1 + · · · + γ_nh_n ,

so bezeichnen wir den Vektor

grad f(x) =_{def} ∇f(x) =_{def} γ_1 . . γ_n als Gradient von f im Punkt x ∈ D.

19 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Das Symbol ∇ sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aber keiner; es ist ein auf den Kopf gestelltes groûes Delta (Δ). ∇f wird

žNabla fł ausgesprochen nach dem griechischen Wort ναβλα = Leier; die Bezeichnung wurde eingefÈuhrt von WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805ś1865), den die Form von ∇ an eine Leier erinnerte.

Mit obiger Deőnition haben wir etwas Èahnliches wie die Deőnition

f^′(x) = lim_{h→0} f(x + h) − f(x) h fÈur Funktionen einer VerÈanderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung zwar deőniert, aber sie wird ś auûerhalb von AnfÈangervorlesungen ś praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten wir auch fÈur Funktionen mehrerer VerÈanderlicher eine efőzientere Methode der Differentiation őnden.

Am einfachsten wÈare es, wenn wir den wohlbekannten KalkÈul der Differentialrechnung fÈur Funktionen einer VerÈanderlicher benutzen kÈonnten, also versuchen wir, aus einer Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n Funktionen einer VerÈanderlichen zu machen. Trotz der schlechten Erfahrungen beim obigen Beispiel einer unstetigen Funktion bietet sich hier an, die Funktion auf eine Gerade einzuschrÈanken.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punkt x ist eindeutig festgelegt durch einen Richtungsvektor ⃗e, wobei umgekehrt der Vektor ⃗e durch die Gerade natÈurlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache von ⃗e (auûer dem Nullvektor) deőniert genau dieselbe Gerade.

Wenn wir die EinschrÈankung von f auf eine solche Gerade mit Richtungsvektor ⃗e betrachten, betrachten wir konkret die Funktion g(t) = f(x + t⃗e) , die Èuberall dort deőniert ist, wo x + t⃗e im Deőnitionsbereich D von f liegt, fÈur eine offene Menge D also zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nullpunkt der reellen Geraden.

Damit kÈonnen wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktion fÈur t = 0 fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir die Ableitung

g^′(0) = lim_{h→0} g(h) − g(0) h = lim_{h→0} f(x + h⃗e) − f(x) h

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 20

als Richtungsableitung von f in Richtung ⃗e. Eine einfache Anwendung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptums kurz durchfÈuhren sollte, zeigt, daû diese žRichtungsableitungł nicht nur von der Richtung des Vektors ⃗e abhÈangt, sondern auch von dessen LÈange: Beispielsweise ist fÈur h(t) = f(x + 2t⃗e)

h^′(0) = 2g^′(0) .

Speziell kÈonnen wir diese Richtungsableitungen betrachten fÈur den Fall, daû ⃗e ein Einheitsvektor ist (genau ist der Grund fÈur die Bezeichnung ⃗e), beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektoren ⃗e_i =^t(0, . . . , 1, . . . , 0) , bei dem in der i-ten Zeile eine Eins steht und sonst lauter Nullen.

Alsdann ist fÈur g_i(t) = f(x + t⃗e_i)

g^′_i(0) = lim_{h→0} f(x + h⃗e_i) − f(x) h = f(x_1, . . . , x_i + h, . . . , x_n) − f(x_1, . . . , x_i, . . . , x_n) h die Ableitung jener Funktion, die nur von x_i abhÈangt, wÈahrend alle anderen Koordinaten x_j festgehalten werden. Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wir als partielle Ableitung

f_{xi} (x) = ∂f ∂x_i (x) von f nach x_i; das Symbol ∂ wird, wenn Èuberhaupt, als ždelł ausgesprochen, wobei del natÈurlich eine AbkÈurzung fÈur delta ist. Partielle Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nach den Èublichen Regeln der Differentialrechnung fÈur Funktionen einer VerÈanderlichen berechnen, sind also fÈur žgutartigeł Funktionen problemlos.

Falls die Funktion f in x ∈ D differenzierbar ist und D eine Umgebung von ⃗x enthÈalt (was fÈur offenes D immer der Fall ist), existiert auch jede Richtungsableitung, denn da dann fÈur jeden Vektor ⃗h gilt f ( x + ⃗h ) = f(x) + L (⃗ h ) + o (|⃗ h |) ,

21 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist insbesondere auch f ( x + t⃗e ) = f(x) + L ( t⃗e ) + o (|⃗ h |) = f(x) + tL ( ⃗e ) + o(t) ;

denn L ( ⃗e ) und |⃗ h | sind schlieûlich Konstanten. Damit existiert d dt f ( x + t⃗e ) |t=0 = L ( ⃗e ) fÈur jeden Richtungsvektor ⃗e; insbesondere existieren natÈurlich alle partiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Bei der (offensichtlich in (0, 0) unstetigen) Funktion f: R^2 → R (x, y) → { 1 falls xy ≠ 0 0 falls xy = 0 ist Null auf der x-Achse und der y-Achse, und eins Èuberall sonst. Damit existieren im Punkt (0, 0) beide partielle Ableitungen und sind identisch Null. Trotzdem ist f natÈurlich nicht differenzierbar in (0, 0), denn da f(h, k) fÈur jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keine Linearform L(h, k) = bh + ck geben, so daû f(h, k) = f(0, 0) + L(h, k) + o (√ h^2 + k^2 ) = o (√ h^2 + k^2 ) ist, denn L(0, 0) = 0 und f(h, k) = 1 fÈur hk ≠ 0.

Nun wird natÈurlich jeder vernÈunftige Mensch einwenden, daû dieses Beispiel sehr kÈunstlich ist, und in der Tat verhalten sich žgutartigeł Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f: D → R auf der offenen Teilmenge D ⊆ R^n stetig ist und auch alle partiellen Ableitungen von f dort existieren und stetig sind, ist f in D differenzierbar und

grad f(x) = ∇f(x) = ∂f ∂x_1 (x) . . ∂f ∂x_n (x) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 22

Beweis: Sei x ∈ D. Da D offen ist, gibt es eine Kugel um x, die ganz in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektoren ⃗h, deren LÈange hÈochstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, so daû x + ⃗h stets in D liegt.

Wir betrachten f zunÈachst nur als Funktion der ersten Variablen; da deren Ableitung f_{x1} in ganz D existiert, ist

f(x + ⃗h) = f(x_1 + h_1, . . . , x_n + h_n)

=f(x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n) + f_{x1} (x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n)h_1 + o(h_1) .

Genauso ist, da die partielle Ableitung nach x_2 in ganz D existiert,

f(x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n) =

f(x_1, x_2, x_3, . . . , x_n + h_n) + f_{x2} (x_1, x_2, x_3 + h_3 . . . , x_n + h_n)h_2 + o(h_2)

und so weiter. Insgesamt erhalten wir

f(x + ⃗h) = f(x) + f_{x1} (x_1, x_2 + h_2, x_3 + h_3, . . . x_n + h_n)h_1 + o(h_1)

+ f_{x2} (x_1, x_2, x_3 + h_3, . . . , x_n + h_n)h_2 + o(h_2) . . + f_{xn−1} (x_1, . . . , x_{n−1}, x_n + h_n)h_{n−1} + o(h_{n−1})

+ f_{xn} (x_1, . . . , x_n)h_n + o(h_n) .

Die LANDAU-Symbole o(h_1), . . . , o(h_n) kÈonnen wir zu o (|⃗ h | |) zusam-

menfassen, denn da | |h_i | | ≤ | |⃗h | | fÈur jedes i, kann keines der h_i langsamer

gegen Null gehen als |⃗ h | . Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was wir fÈur die Differenzierbarkeit brauchen; allerdings hÈangen die partiellen Ableitungen noch von den h_i ab, so daû die Differenz zwischen f(x + ⃗h) und f(x) nicht durch eine lineare Funktion angenÈahert ist.

Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ins Spiel: Diese impliziert, daû lim_{⃗h→0} ( f_{x1} (x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n) − f_{x1} (x_1, x_2, . . . , x_n) ) = 0

23 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist. Damit ist ( f_{x1} (x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n) − f_{x1} (x_1, x_2, . . . , x_n) ) h_1 = o (|⃗ h | |) , denn wenn h_1 mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen Null geht, strebt das Produkt fÈur ⃗h → 0 schneller gegen Null als h_1 allein, und o(h_1) kann durch o (|⃗ h | |) abgeschÈatzt werden. Also ist

f_{x1} (x_1, x_2 + h_2, . . . , x_n + h_n)h_1

=f_{x1} (x_1, x_2, . . . , x_n)h_1 + o (|⃗ h |) = f_{x1} (x)h_1 + o (|⃗ h |) . Entsprechend kÈonnen wir auch bei den Èubrigen partiellen Ableitungen argumentieren und erhalten insgesamt, daû

f(x + ⃗h) = f(x) + f_{x1} (x)h_1 + · · · + f_{xn} (x)h_n + o (|⃗ h | |)

= f(x) + ∂f ∂x_1 . . ∂f ∂x_n · ⃗h + o (|⃗ h | |)

ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

FÈur Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist der Gradient also gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kann damit Èuber die bekannten Ableitungsregeln fÈur Funktionen einer VerÈanderlichen berechnet werden.

NB: HÈauőg wird der Gradient durch diese Formel deőniert; in diesem Fall folgt natÈurlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differenzierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einer unstetigen Funktion, fÈur die alle partiellen Ableitungen in (0, 0) existieren.

Obiges Lemma liefert einen ersten Ansatz fÈur grobe NÈaherungsformeln, wie sie aus der Analysis einer VerÈanderlichen bekannt sind: FÈur hinreichend kurze Vektoren ⃗h kann man einen Fehler der GrÈoûenordnung o (|⃗ h | |) in erster NÈaherung vernachlÈassigen und erhÈalt die Formel

f(x + ⃗h) ≈ f(x) + grad f(x) · ⃗h ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 24

die auch fÈur eine einfache Fehlerrechnung benutzt werden kann: Bestimmt man etwa einen Widerstand durch Messung von Spannung U und StromstÈarke I, wobei die beiden Messungen jeweils mit einem kleinen Fehler ΔU bzw. ΔI behaftet sind, so ist mit R = f(U, I) = U/I f(U + ΔU, I + ΔI) ≈ f(U, I) + f_U (U, I)ΔU + f_I (U, I)ΔI = U I + ΔU I − UΔI I^2

= R + ΔU I − R ΔI I , der Fehler ist also ΔR ≈ ΔU I − R ΔI I . Das Problem hierbei ist natÈurlich, daû die Fehler ΔU und ΔI unbekannt sind und hÈochstens bezÈuglich ihrer absoluten GrÈoûe einigermaûen geschÈatzt werden kÈonnen; immerhin gibt eine solche Formel aber eine erste ÈUbersicht darÈuber, wie start Meûfehler auf ein Ergebnis durchschlagen. Im nÈachsten Paragraphen werden wir bessere Methoden kennenlernen.

NÈachstes Ziel dieses Paragraphen sind hÈohere Ableitungen von Funktionen mehrerer VerÈanderlicher. Wir lassen uns bei der Deőnition wieder vom eindimensionalen Fall leiten: FÈur eine zweimal differenzierbare Funktion f: R → R ist

f(x + h) = f(x) + hf^′(x) + h^2 2 f^{′′}(x) + o(h^2) ;

mit Hilfe der zweiten Ableitung lÈaût sich die Funktion also nicht nur linear, sondern auch durch eine quadratische Funktion approximieren; der Approximationsfehler wird dadurch naturgemÈaû kleiner und geht jetzt fÈur h → 0 sogar schneller gegen Null als h^2.

Im Mehrdimensionalen muûten wir den Term hf^′(x) ersetzen durch eine lineare Funktion L(⃗h) = ⃗a · ⃗h mit ⃗a = grad f ; entsprechend mÈussen wir nun den Term^{h2}_2 f^{′′}(x) ersetzen durch eine quadratische Funktion Q(⃗h) = n∑ i=1 n∑ j=1 a_{ij} h_ih_j =^t⃗hA⃗h mit A = (a_{ij} ) .

25 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Die Matrix A kÈonnen wir dabei als symmetrisch ansetzen, denn da h_ih_j = h_j h_i ist, Èandert sich nichts an der Summe, wenn wir a_{ij} und a_{ji} beide durch ihr arithmetisches Mittel ersetzen:

a_{ij} h_ih_j + a_{ji}h_j h_i = a_{ij} + a_{ji} 2 h_ih_j + a_{ij} + a_{ji} 2 h_j h_i .

Deőnition: Die Funktion f: D → R mit D ⊆ R^n heiût zweifach differenzierbar im Punkt x ∈ D, wenn es eine Linearform L(⃗h) = ⃗a · ⃗h und eine quadratische Form Q(⃗h) =^t⃗hA⃗h gibt, so daû

f(x + ⃗h) = f(x) + L(⃗h) + 1 2 Q(⃗h) + o (|⃗ h | |^2)

ist. Die Matrix A, so sie als symmetrische Matrix gewÈahlt wird, heiût dann HESSE-Matrix von f im Punkt x und wird mit H_f (x) bezeichnet. Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch die partiellen Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch die HESSE-Matrix durch Differentiationsverfahren aus der Analysis einer VerÈanderlichen berechenbar sein. Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableitungen:

FÈur eine in ganz D partiell differenzierbare Funktion f: D → R ist auch jede partielle Ableitung f_{xi} wieder eine Funktion von D nach R, und auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein. Falls ja, bezeichnen wir die partielle Ableitung von f_{xi} nach x_j als zweite partielle Ableitung f_{xixj} = ∂^2f ∂x_j ∂x_i =_{def} ∂ ∂x_j ( ∂f ∂x_i )

von f nach x_i und x_j . Im Fall i = j schreiben wir kurz f_{xixi} = ∂^2f ∂x^2_i . Analog lassen sich auch hÈohere partielle Ableitungen einfÈuhren durch die Deőnition f_{xi1 xi2 ...xik} =_{def} ∂^kf ∂x_{ik} . . . ∂x_{i2} ∂x_{i1} =_{def} ∂ ∂x_{ik} ∂ ∂x_{ik−1} · · · ∂ ∂x_{i2} ∂f ∂x_{i1} .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 26

Als erstes Beispiel kÈonnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion f(x, y) = x^4 + 2x^3y + 3x^2y^2 + 4xy^3 + 5y^4 berechnen: Die partielle Ableitung nach x ist f_x(x, y) = 4x^3 + 6x^2y + 6xy^2 + 4y^3 , also ist f_{xx}(x, y) = ∂^2f ∂x^2 (x, y) = 12x^2 + 12xy + 6y^2 und f_{xy}(x, y) = ∂^2f ∂y∂x (x, y) = 6x^2 + 12xy + 12y^2 .

Entsprechend ist f_y(x, y) = 2x^3 + 6x^2y + 12xy^2 + 20y^3 , also f_{yx}(x, y) = ∂^2f ∂x∂y (x, y) = 6x^2 + 12xy + 12y^2 und f_{yy}(x, y) = ∂^2f ∂y^2 (x, y) = 6x^2 + 24xy + 60y^2 .

Insbesondere ist also zumindest in diesem Fall f_{xy} = f_{yx}. Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werden, fastimmer; zunÈachst soll aber ein Gegenbeispiel zeigen, daû sie nicht immer gilt: Wir betrachten die Funktion

f: R^2 → R (x, y) → xy x^2 − y^2 x^2 + y^2 falls (x, y) ≠ (0, 0)

0 falls (x, y) = (0, 0) .

FÈur (x, y) ≠ (0, 0) gibt es keinerlei Probleme mit der Differenzierbarkeit, und auch im Nullpunkt existieren alle partiellen Ableitungen, denn da f(x, 0) fÈur alle x ∈ R und f(0, y) fÈur alle y ∈ R verschwindet, ist f_x(0, 0) = f_y(0, 0) = 0 .

27 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

FÈur (x, y) ≠ (0, 0) liefern die Èublichen Ableitungsregeln, daû f_x(x, y) = y ( x^2 − y^2 x^2 + y^2 + 4x^2y^2 (x^2 + y^2)^2 ) und

f_y(x, y) = x ( x^2 − y^2 x^2 + y^2 − 4x^2y^2 (x^2 + y^2)^2 )

ist. Auch diese Funktionen sind im Nullpunkt nicht deőniert; um die zweiten partiellen Ableitungen in (0, 0) zu berechnen, mÈussen wir daher auf die Deőnition des Differentialquotienten zurÈuckgehen:

f_{xy}(0, 0) = lim_{h→0} f_x(0, h) − f_x(0, 0) h = lim_{h→0} −h^3 h^3

= −1 und

f_{yx}(0, 0) = lim_{h→0} f_y(h, 0) − f_y(0, 0) h = lim_{h→0}

+h^3 h^3

= +1 ,

die beiden gemischten partiellen Ableitungen stimmen also nicht Èuberein.

Das angekÈundigte positive Resultat stammt von HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843ś1921) und besagt

Lemma: f: D → R sei auf der offenen Menge D ⊆ R^n erklÈart und alle zweiten partiellen Ableitungen seien stetig auf D. Dann ist f_{xixj} (x) = f_{xj xi} (x) fÈur alle x ∈ D und alle i, j mit 1 ≤ i, j ≤ n.

Beweis: Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen auûer einer als konstant betrachtet werden, kÈonnen wir uns auf den Fall n = 2 beschrÈanken: Wir interessieren uns nur fÈur die beiden Variablen x_i und x_j , die wir als x und y bezeichnen (wenn sie verschieden sind ś andernfalls gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), und betrachten alle sonstigen x_k als konstant.

FÈur den Punkt (x, y) aus D wÈahlen wir dann h, k ∈ R so, daû das Quadrat mit den vier Ecken (x, y), (x + h, y), (x, y + k) und (x + h, y + k)

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 28

vollstÈandig in D liegt; dies ist mÈoglich, da wir D als offene Menge vorausgesetzt haben.

Nach Deőnition ist f_{xy}(x, y) = lim_{k→0} f_x(x, y + k) − f_x(x, y) k = lim_{k→0} lim_{h→0} f(x + h, y + k) − f(x, y + k) h − lim_{h→0} f(x + h, y) − f(x, y) h k . Falls alle GrenzÈubergÈange miteinander vertauschbar sind (was, wie wir im obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs selbstverstÈandlich ist), ist das ein Limes Èuber den Ausdruck f(x + h, y + k) − f(x, y + k) − f(x + h, y) + f(x, y) hk fÈur h, k → 0; es liegt also nahe, sich diesen Ausdruck genauer anzuschauen.

FÈur den Beweis wird es genÈugen, wenn wir uns auf den Fall h = k beschrÈanken; wir werden den Ausdruck D(h) = f(x + h, y + h) − f(x, y + h) − f(x + h, y) + f(x, y) h^2 auf zwei Arten ausrechnen:

ZunÈachst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die beiden letzten Summanden zusammen: Mit der AbkÈurzung g(y) = f(x + h, y) − f(x, y) h ist dann D(h) = g(y + h) − g(y) h . Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dieser Differenzenquotient gleich dem Differentialquotient g^′(η) fÈur eine (von h abhÈangige) Zahl η zwischen y und y + h. Somit ist

D(h) = g^′(η) = f_y(x + h, η) − f_y(x, η) h = f_{yx}(ξ, η)

29 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

fÈur ein η zwischen x und x + h, denn natÈurlich kÈonnen wir auch auf diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwenden. FÈur die zweite Berechnung fassen wir in D(h) den ersten und den dritten sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit der AbkÈurzung ~g(x) = f(x, y + h) − f(x, y) h ist dann dieses Mal D(h) = ~g(x + h) − ~g(y) h , und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es dazu ein ~ξ zwischen x und x + h, so daû dies gleich ~g^′(~ξ) ist. Also ist D(h) = ~g^′(~ξ) = f_x(~ξ, y + h) − f_x(~ξ, y) h = f_{xy}(~ξ, ~η) fÈur eine Zahl ~η zwischen y und y + h. Somit haben wir gezeigt, daû D(h) = f_{yx}(ξ, η) = f_{xy}(~ξ, ~η) ist.

Lassen wir nun h gegen Null gehen, konvergieren ξ und ~ξ gegen x und η wie auch ~η gegen y. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen konvergiert daher f_{yx}(ξ, η) gegen f_{yx}(x, y) und f_{xy}(~ξ, ~η) gegen f_{xy}(x, y), d.h. der Grenzwert existiert und D(0) = f_{yx}(x, y) = f_{xy}(x, y) . Damit ist das Lemma bewiesen.

Ein analoger Satz gilt natÈurlich auch fÈur hÈohere partielle Ableitungen; fÈur k-fache Ableitungen mÈussen wir entsprechend voraussetzen, daû die k-fachen partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.

Deőnition: FÈur eine offene Teilmenge D ⊆ R^n bezeichne C^k(D, R) die Menge aller Funktionen f: D → R, deren sÈamtliche partielle Ableitungen bis zu den k-ten existieren und stetig sind. FÈur k = 0 sei C^0(D, R) einfach die Menge aller stetiger Funktionen D → R.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 30

Man Èuberlegt sich sofort, daû C^k(D, R) ein R-Vektorraum ist, und es ist auch nicht schwer einzusehen, daû die Funktionen aus C^k(D, R) alle die Eigenschaften haben, die man bei der Betrachtung von k-ten Ableitungen wÈunscht:

Erstens ist die Berechnung einer k-ten partiellen Ableitung von der Reihenfolge der partiellen Differentiationen unabhÈangig: Wie wir aus der HM I wissen (Kapitel 2, §7c), kann jede Permutation als Produkt von Transpositionen geschrieben werden; es genÈugt also zu zeigen, daû man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationen vertauschen kann, d.h. ∂ ∂x_{i1} · · · ∂ ∂x_{ir} ∂ ∂x_{ir+1} · · · ∂f ∂x_{ik} = ∂ ∂x_{i1} · · · ∂ ∂x_{ir+1} ∂ ∂x_{ir} · · · ∂f ∂x_{ik} . FÈur f ∈ C^k(D, R) ist sichergestellt, daû ∂ ∂x_{ir+2} · · · ∂f ∂x_{ik} ∈ C^2(D, R) ;

nach obigem Lemma ist daher ∂ ∂x_{ir} ∂ ∂x_{ir+1} ( ∂ ∂x_{ir+2} · · · ∂f ∂x_{ik} ) = ∂ ∂x_{ir+1} ∂ ∂x_{ir} ( ∂ ∂x_{ir+2} · · · ∂f ∂x_{ik} ) . Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nach x_1 bis x_{r−1}, Èandert dies natÈurlich nichts an der Gleichheit.

Zweitens besagt das vorletzte Lemma, daû eine Funktion f ∈ C^1(D, R) differenzierbar ist. Eine naheliegende Verallgemeinerung des dortigen Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximationen solche hÈoherer Ordnung betrachtet, zeigt, daû eine Funktion f ∈ C^2(D, R) zweifach differenzierbar ist, und daû entsprechend eine Funktion f aus C^k(D, R) bis auf einen Fehler der GrÈoûenordnung o (|⃗ h | |^k) durch ein Polynom k-ten Grades approximiert werden kann. (Wie das im einzelnen aussieht, wollen wir uns lieber nicht so genau anschauen: Eine Form vom Grad k ist gegeben durch eine k-fache Summation von 1 bis n, hat also n^k Summanden, was recht schnell unÈubersichtlich wird.) Die Aussage, daû eine Funktion f ∈ C^k(D, R) bis auf Fehler der GrÈoûenordnung o (|⃗ h | |^k) durch ein Polynom approximiert werden kann,

31 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist natÈurlich das mehrdimensionale Analogon der TAYLOR-Entwicklung im Eindimensionalen; wir kÈonnen TAYLOR-Polynome einigermaûen Èubersichtlich hinschreiben, wenn wir Richtungsableitungen benutzen: Die Richtungsableitung von f in Richtung ⃗v ist nach Deőnition die Ableitung der Funktion einer VerÈanderlichen g: { (−a, a) → R t → f(x + t⃗v) mit geeignet gewÈahltem a ∈ R_+ nach t fÈur t = 0; wir kÈonnen sie berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektor ⃗v.

NatÈurlich kÈonnen wir g nicht nur einmal ableiten; fÈur f ∈ C^k(D, R) existiert das TAYLOR-Polynom k-ten Grades

g(h) = g(0) + h · g^′(0) + h^2 2 g^{′′}(0) + · · · + h^k k! g^{(k)}(0) + o(h^k) .

FÈuhren wir nun fÈur die Richtungsableitung in Richtung ⃗v einen Operator ∂_{⃗v} ein durch ∂_{⃗v}f(x) = grad f(x) · ⃗v = n∑ i=1 ∂f ∂x_i (x) · v_i ,

so wird dies zu

f(x + h⃗v) = f(x) + h∂_{⃗v}f(x) + · · · + h^k k! ∂^k_{⃗v} f(x) + o(h^k) .

Speziell fÈur h = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise der TAYLOR- Formel, nÈamlich

f(x + ⃗v) = f(x) + ∂_{⃗v}f(x) + · · · + 1 k! ∂^k_{⃗v} f(x) + o (| ⃗v | |^k) . ∂^k_{⃗v} steht hierbei natÈurlich fÈur die k-fache Anwendung des Operators ∂_{⃗v}; was das explizit bedeutet, sollte man sich anhand obiger Summendarstellung von ∂_{⃗v} klarmachen. Insbesondere beachte man, daû alle Potenzprodukte der v_i in den Potenzen des Operatiors ∂_{⃗v} stecken und daû diese nach Ausmultiplizieren schnell ziemlich unÈubersichtlich werden.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 32

Zumindest fÈur n = 2 ist alles aber noch einigermaûen handhabbar; hier sehen wir sofort, daû fÈur f ∈ C^2(D, R) gilt

H_f (x) =

∂^2f ∂x^2_1

∂^2f ∂x_1∂x_2 . . . ∂^2f ∂x_1∂x_n ∂^2f ∂x_2∂x_1 ∂^2f ∂x^2 . . . ∂^2f ∂x_2∂x_n . . . . ... . . ∂^2f ∂x_n∂x_1 ∂^2f ∂x_n∂x_2 . . . ∂^2f ∂x^2_n

,

und nach dem Lemma von SCHWARZ ist dies eine symmetrische Matrix.

Als letztes Thema in diesem Paragraphen wollen wir uns ein weiteres klassisches Thema der Analysis einer VerÈanderlichen im Mehrdimensionalen ansehen: die Bestimmung von Extremwerten.

Aus der Deőnition der Differenzierbarkeit folgt unmittelbar

Lemma: Wenn die differenzierbare Funktion f ∈ C^1(D, R) im Punkt x ∈ D ein lokales Extremum hat, ist dort ihr Gradient gleich dem Nullvektor.

Beweis: Nach Deőnition der Differenzierbarkeit ist f(x + ⃗h) = f(x) + grad f(x) · ⃗h + o (|⃗ h | |) . WÈare grad f(x) ungleich dem Nullvektor, so gÈabe es Vektoren ⃗h, fÈur die grad f(x) · ⃗h > 0 wÈare, zum Beispiel alle positiven Vielfachen des Gradienten, und es gÈabe Vektoren ⃗h, fÈur die grad f(x) · ⃗h < 0 wÈare, zum Beispiel alle negativen Vielfachen des Gradienten. Damit kÈonnte f(x) weder Maximum noch Minimum sein, da fÈur kleine Vektoren ⃗h der lineare Term das Restglied o (|⃗ h | |) dominiert.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extremwerten entsprechen, ist ś wie auch schon im Eindimensionalen ś schwieriger; in der Praxis wird es meist am einfachsten sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit irgendwelchen ad hoc-Methoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

33 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Falls man formal vorgehen mÈochte, kann man wie im Eindimensionalen ein noch einigermaûen Èuberschaubares hinreichendes Kriterium angeben:

Lemma: Falls fÈur f ∈ C^2(D, R) der Gradient im Punkt x ∈ D verschwindet, gilt:

a) Falls die HESSE-Matrix H_f (x) positiv deőnit ist, hat f im Punkt x ein Minimum.

b) Falls H_f (x) negativ deőnit ist, hat f im Punkt x ein Maximum. c) Falls H_f (x) indeőnit ist, hat f im Punkt x kein Extremum.

Beweis: FÈur f ∈ C^2(D, R) ist

f(x + ⃗h) = f(x) + grad f(x) · ⃗h +^1_2^t⃗hH_f (⃗x)⃗h + o (|⃗ h^2 | |) . Falls der Gradient verschwindet, wird das Verhalten von f in der Umgebung von x also von der quadratischen Form^t⃗hH_f (⃗x)⃗h bestimmt. Im positiv deőniten Fall nimmt diese in einer gewissen Umgebung von x nur positive Werte an, f(x) vergrÈoûert sich also unabhÈangig davon, in welcher Richtung man sich von x entfernt, und damit muû f in x ein Minumum haben. Entsprechend muû f fÈur negativ deőnite HESSE-Matrix ein Maximum haben. Im indeőniten Fall gibt es Richtungen, in denen sich f(x) vergrÈoûert und Richtungen, in denen es sich verkleinert; daher kann in diesem Fall kein Extremum vorliegen.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradient verschwindet, ohne daû ein Extremwert vorliegt, ist der in Abbildung 13 gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Funktionswert Èuber dem Punkt (0, 0) fÈur die Funktion f(x, y) = x^2 − y^2.

FÈur Leser, die lieber nach Kochrezepten vorgehen als selbst zu denken, sei noch kurz erwÈahnt, wie man die positive oder negative Deőnitheit einer Matrix feststellen kann. Ein triviales, aber rechnerisch aufwendiges Kriterium ist

Lemma: Eine symmetrische Matrix A ∈ R^{n×n} ist genau dann positiv (negativ) deőnit, wenn alle ihre Eigenwerte positiv (negativ) sind; sie ist indeőnit, wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 34

Abb. 13: Graph der Funktion f(x, y) = x2 � y2

Beweis: FÈur eine symmetrische Matrix A hat der R^n eine Basis B aus Eigenvektoren von A. Da der Wertebereich einer quadratischen Form in jedem Koordinatensystem derselbe ist, kÈonnen wir diese Basis zugrundelegen; dort hat A Diagonalgestalt, und die quadratische Form ist Q(⃗h) = λ_1h^2_1 + · · · + λ_nh^2_n .

Da die Zahlen h^2_i nicht negativ werden kÈonnen und fÈur h_i ≠ 0 immer positiv sind, folgt die Behauptung.

Im Fall n = 2 lÈaût sich dies sogar in ein praktikables Kriterium Èubersetzen: Die Eigenwerte einer symmetrischen 2 × 2-Matrix A = ( a b b d )

sind die Wurzeln des charakterischen Polynoms | | | | a − λ b b d − λ | | | | = (a − λ)(d − λ) − b^2 = λ^2 − (a + d)λ + (ad − b^2) .

Die LÈosungen dieser quadratischen Gleichung sind

λ_{1/2} = a + d 2 ± √( a + d 2 )_2 − (ad − b^2) ;

35 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

da wir wissen, daû alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix reell sind, kann unter der Wurzel nie eine negative Zahl stehen; wir kÈonnten dies aber auch noch einmal explizit kontrollieren mit der Formel ( a + d 2 )_2

− (ad − b^2) = ( a − d 2 )_2

+ b^2 .

Falls det A = ad − b^2 negativ ist, ist die Wurzel betragsmÈaûg grÈoûer als (a + d)/2, es gibt also einen positiven und einen negativen Eigenwert, so daû A indeőnit ist. Im Falle einer positiven Determinante ist dagegen | | | | | √( a + d 2 )_2 − (ad − b^2) | | | | | < | | | a + d 2 | | | , das Vorzeichen beider Eigenwerte ist daher gleich dem von (a + d)/2. Auûerdem folgt aus det A = ad − b^2 > 0 ,

daû ad > 0 sein muû, d.h. a und d haben dasselbe Vorzeichen, das dann natÈurlich gleich dem Vorzeichen ihres Mittelwerts (a + d)/2 sein muû. Damit ergibt sich folgendes Kriterium:

Lemma: Die 2 × 2-Matrix A = ( a b b d ) ist indeőnit, falls det A < 0.

Im Falle det A > 0 ist A positiv deőnit fÈur positives a und negativ deőnit fÈur negatives a.

ğ2: Fehler- und Ausgleichsrechnung

Als erste Anwendung von Maxima und Minima fÈur Funktionen mehrerer VerÈanderlicher soll hier die Fehler- und Ausgleichsrechnung behandelt werden. Zum genaueren VerstÈandnis dieser Anwendung sind leider Grundkenntnisse der Statistik notwendig, fÈur deren exakte Behandlung wir in dieser Vorlesung keine Zeit haben. Wir mÈussen uns daher damit begnÈugen, die wesentlichen Ideen einfach zur Kenntnis zu nehmen; hier im Skriptum sind im Kleindruck zumindest die wichtigsten jener Resultate dargestellt, die in der Vorlesung zu kurz kommen muûten.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 36

a) Fehlerquellen und statistische KenngrÈoûen

Physikalische Gesetze gelten meist nur unter der Annahme, daû die Umgebungsbedingungen exakt kontrolliert werden kÈonnen; das ist in der Praxis natÈurlich nie mÈoglich. Dies gilt insbesondere fÈur die Anwendung physikalischer Prinzipen zur Messung von Daten, so daû die Anzeige eines Meûinstruments in der Praxis nie dem genauen Wert der zu messenden GrÈoûe entspricht: Sie ist immer von zahlreichen kleineren StÈorungen beeinŕuût, die man fÈur alle praktischen Zwecke als zufÈallig betrachten kann.

ZusÈatzlich kann eine Messung noch durch mehr oder weniger groûe systematische Fehler verfÈalscht sein; diese kÈonnen hervorgerufen werden durch ein falsch kalibriertes MeûgerÈat, durch falsche Anwendung von Meûvorschriften usw. Mit diesen systematischen Fehlern wollen wir uns hier nicht beschÈaftigen; hier soll es nur um die Zufallsfehler aus dem vorigen Absatz gehen.

Die Strategie zum Umgang mit Zufallsfehlern ist wohlbekannt: Man begnÈugt sich nicht mit einer einzigen Messung, sondern miût dieselbe GrÈoûe mehrmals, so daû man eine ganze Meûreihe x_1, x_2, . . . , x_N erhÈalt. Dann bildet man das arithmetische Mittel x = 1 N N∑ i=1 x_i der Meûreihe in der Hoffnung, daû sich hierbei die Fehler žausmittelnł, so daû x dem theoretisch korrekten Wert Ãx nahekommt.

Die Wahl des arithmetischen Mittels lÈaût sich auch geometrisch begrÈunden: Eine Meûreihe x_1, . . . , x_N deőniert einen Vektor im R^n . Falls es keine Meûfehler gÈabe, hÈatte dieser lauter identische Komponenten. TatsÈachlich ist dies natÈurlich nicht der Fall; wir kÈonnen aber nach einem Vektor mit identischen Komponenten suchen, der mÈoglichst nahe am Vektor der Meûwerte liegt. FÈur einen Vektor, dessen sÈamtliche Komponenten gleich x sind, ist das Quadrat des Abstands zum Vektor der

37 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Meûwerte gleich d(x) = N∑ i=1 (x − x_i)^2 = Nx^2 − 2x N∑ i=1 x_i + N∑ i=1 x^2_i .

Diese quadratische Funktion von x hat ein eindeutig bestimmtes Minimum bei der Nullstelle der Ableitung

d^′(x) = 2Nx − 2 N∑ i=1 x_i ,

also beim arithmetischen Mittel x.

Als Maû fÈur die Schwankungen innerhalb der Meûreihe und damit fÈur die Meûfehler kÈonnte man versucht sein, den obigen Abstand zu nehmen; er hat aber den Nachteil, daû er mit steigendem N immer grÈoûer wird. Um diesen Effekt zu kompensieren, dividieren wir das Abstandsquadrat noch durch N und deőnieren die mittlere quadratische Abweichung oder Varianz der Meûreihe als

σ^2 = 1 N N∑ i=1 (x − x_i)^2 .

Die (nichtnegative) Quadratwurzel σ hieraus heiût Standardabweichung der Meûreihe. Das Ergebnis einer Messung wird meist angegeben in der Form x = x ± σ , man betrachtet also die Standardabweichung der Meûreihe als Maû fÈur den Meûfehler.

Warum betrachten wir eigentlich quadratische Abweichungen und nicht die einfacheren linearen Abweichungen? Nun, der Mittelwert aller Abweichungen ist 1 N N∑ i=1 (x_i − x) = 1 N N∑ i=1 x_i − 1 N Nx = x − x = 0 ,

also ist dies keine geeignete Maûzahl. MÈoglich wÈare die mittlere betragsmÈaûige Abweichung 1 N N∑ i=1 |x_i − x| ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 38

allerdings wird die im allgemeinen nicht fÈur das arithmetische Mittel Åx minimal, sondern, wie man sich leicht Èuberlegen kann, fÈur jede Zahl x mit der Eigenschaft, daû gleichviele Meûwerte grÈoûer und kleiner als x sind; einen solchen Wert x bezeichnet man als Median der Meûreihe. FÈur die Beschreibung wirtschafts- und sozialwissenschaftlicher Daten ist dieser Median meist eine aussagekrÈaftigere Kennzahl als das arithmetische Mittel; in den Naturwissenschaften und der Technik spielt er allerdings keine groûe Rolle.

b) Das Laplacesche Fehlermodell

Der franzÈosiscche Mathematiker PIERRE SIMON, MARQUIS DE LAPLACE (1749ś1827) entwickelte ein extrem vereinfachtes Modell fÈur das Zustandkommen zufÈalliger Meûfehler. Trotz seiner unrealistischen Annahmen ist es immer noch auch fÈur die Praxis sehr interessant, da man inzwischen weiû, daû auch sehr viel kompliziertere realistische Fehlerquellen dasselbe Verhalten zeigen, das LAPLACE aus seinem Modell ableitete.

Die Grundannahme des LAPLACEschen Fehlermodells kÈonnen wir uns so vorstellen, daû eine groûe Anzahl von žDÈamonenł (oder Fehlerquellen) unsere Meûergebnisse verfÈalschen; jeder einzelne dieser žDÈamonenł verursacht einen Fehler derselben GrÈoûe ε in positiver oder negativer Richtung, wobei die Wahrscheinlichkeit fÈur +ε bzw. −ε fÈur jeden der žDÈamonenł jeweils 50% sein soll und die einzelnen žDÈamonenł unabhÈangig voneinander handeln sollen.

Im Falle eines einzigen žDÈamonenł wÈare der Fehler also mit gleicher Wahrscheinlichkeit +ε oder −ε, bei zwei žDÈamonenł wÈare er in jeweils 25% aller FÈalle +2ε oder −2ε, wÈahrend sich in 50% der FÈalle die beiden Fehler aufheben wÈurden.

Allgemein gibt es bei n žDÈamonenł 2^n gleichwahrscheinliche MÈoglichkeiten fÈur deren Verhalten; die folgende Tabelle zeigt fÈur n ≤ 5 jeweils die Anzahl der FÈalle, die zu dem in der Kopfzeile angegebenen Gesamtfehler fÈuhren:

39 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

−5ε −4ε −3ε −2ε −ε 0 +ε +2ε +3ε +4ε +5ε n = 0 1 n = 1 1 1 n = 2 1 2 1 n = 3 1 3 3 1 n = 4 1 4 6 4 1 n = 5 1 5 10 10 5 1

Diese dreiecksfÈormige Anordnung von Zahlen bezeichnet man als PAS- CALsches Dreieck. Offenbar kann man es dadurch rekursiv zeilenweise berechnen, daû man an jede Stelle die Summe der beiden links und rechts darÈuberstehenden Zahlen schreibt: Die n-te StÈorung bringt den Fehler genau dann auf i · ε, wenn sie entweder gleich +ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i − 1) · ε produziert haben, oder aber wenn sie gleich −ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i + 1) · ε produziert haben. Entsprechend ist auch klar, daû die Summe aller Zahlen in der n-ten Zeile gleich 2^n ist, denn in der nullten Zeile haben wir Summe eins, und da die jeweils neu hinzukommende StÈorung genau zwei MÈoglichkeiten hat, verdoppelt sich die Summe von Zeile zu Zeile. Die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû sich n StÈorungen zu i · ϵ aufsummieren, ist also gerade gleich der Zahl, die in der n-ten Spalte unter i · ε steht (beziehungsweise Null, wenn dort keine Zahl steht), dividiert durch 2^n.

Bekanntlich kann man die Zahlen in diesem Dreieck auch explizit berechnen: An der n-ten Zeile stehen die n + 1 Zahlen ( n i ) = n! i!(n − i)! fÈur i = 0, . . . , n .

Wer diese Formel nicht kennt, kann sie leicht durch vollstÈandige Induktion beweisen: FÈur n = 1 sowie allgemein fÈur i = 0 oder i = n ist alles klar; fÈur n > 1 und 0 < i < n stehen Èuber (_n i ) die beiden Zahlen (_{n−1} i−1 ) und (_{n−1} i ) , fÈur die in der Tat gilt (n − 1 i − 1 ) + (n − 1 i ) = (n − 1)!

(i − 1)!(n − i)! + (n − 1)! i!(n − i − 1)! = (n − 1)! i!(n − i)! · ( i + (n − i) )

= n! i!(n − i)! = (n i ) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 40

Falls n gerade ist, treten nur Vielfache von 2ε als Gesamtfehler auf; alle diese Vielfachen zwischen −nε und nε kommen tatsÈachlich vor; ensprechend sind fÈur ungerades n nur ungeradzahlige Vielfache von ε mÈoglich, und auch hier werden wieder alle solchen Werte zwischen −nε und nε angenommen. Wir kÈonnen dies dadurch zusammenfassen, daû in beiden FÈallen genau die Werte (n − 2k)ε mit k = 0, . . . , n angenommen werden, und das PASCALsche Dreieck zeigt, daû der Fehler (n − 2k)ε in ( n n − k ) = ( n k )

FÈallen auftritt. Da n žDÈamonenł insgesamt 2^n MÈoglichkeiten zur Fehlererzeugung haben, ist die Wahrscheinlichkeit fÈur den Gesamtfehler (n − 2k)ε also ( n k ) · 2^{−n} .

FÈur grÈoûere Werte von n wird es Èubersichtlicher; wenn wir die Binomialkoefőzienten graphisch darstellen. Dies auf den nÈachsten beiden Seiten fÈur n = 5, 10, 50, 100, 500 und 1000 aufgezeichnet, wobei die sechs Diagramme jeweils so skaliert sind, daû alle dieselbe HÈohe und Breite haben. (Was das genau bedeutet, wird spÈatestens bei der LektÈure des in KÈurze folgenden Kleingedruckten klar werden.)

Wie die Bilder zeigen, nÈahern sich die Balkendiagramme immer besser einer etwa glockenfÈormigen Kurve, die in Abbildung 14 und auf jedem Zehnmarkschein zu sehen ist.

Diese Kurve ist die bekannte GAUSSkurve oder Glockenkurve; man spricht von normalverteilten Daten, wenn sich die Daten durch eine solche Verteilung beschreiben lassen. Damit haben wir also zumindest graphisch gesehen, daû Meûfehler nach dem LAPLACEschen Fehlermodell normalverteilt sind.

Das LAPLACEshe Fehlermodell geht, wie schon eingangs festgestellt, von unrealistisch einfachen Annahmen aus; nach einem der fundamentale Gesetze der Statistik, dem zentralen Grenzwertsatz, fÈuhren aber auch realistischere Annahmen zu genau derselben Verteilung: Sind u_1, . . . , u_n beliebige Quellen von Zufallsfehlern, Èuber deren Verteilung

41 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

n = 5

n = 10

n = 50

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 42

n = 100

n = 500

n = 1000

43 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 14: Die ž Glockenkurveł y = 1√ 2π e^{−x2/2} wir (fast) nichts voraussetzen mÈussen, so ist ihre Summe fÈur hinreichend groûes n annÈahernd normalverteilt. Das eingeklammerte Wort žfastł ist dabei fÈur praktische Zwecke bedeutungslos, und als žgroûł kann man sich ein n ab etwa dreiûig oder vierzig vorstellen.

Leider ist in dieser Vorlesung nicht genug Zeit, um auch nur annÈahernd die notwendigen Grundlagen fÈur einen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes bereitszustellen. Wir kennen aber immerhin schon ein Beispiel: FÈur das LAPLACEsche Fehlermodell ist u_i = ±ε mit Wahrscheinlichkeit jeweils 50%, und wir haben zumindest graphisch gesehen, daû die Summe gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Zumindest in diesem einfachen Fall kÈonnen wir dies auch rechnerisch einsehen und auf diesem Weg insbesondere auch die Gleichung der Glockenkurve herleiten.

Dazu mÈussen wir uns zunÈachst Èuberlegen, was ε tun soll, wenn n gegen unendlich geht. Da die Anzahl n der žDÈamonenł eine kÈunstliche HilfsgrÈoûe ohne inhaltliche Bedeutung ist, sollte die Fehlerverteilung mÈoglichst unabhÈangig von n sein.

Wir kennen zwei statistische Kennzahlen zur Beschreibung der Fehlerverteilung: Das arithmetische Mittel und die Varianz. Das arithmetische Mittel ist (z.B. aus SymmetriegrÈunden) null, bleibt also noch die Varianz.

Zu deren Berechnung mÈussen wir die Fehlerquadrate Èuber die 2^n mÈoglichen Verhaltens-

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 44

weisen der žDÈamonenł summieren, d.h. wir mÈussen

σ^2 = 1 2^n ∑ (ε_1 + . . . + ε_n)^2

berechnen, wobei sich die Summation Èuber alle Tupel

(ε_1, · · · , ε_n) mit ε_i = ±ε

erstreckt. Beim Ausmultiplizieren heben sich alle gemischten Terme der Form ε_iε_j gegenseitig weg, denn das Tupel, bei dem nur an der i-ten Stelle das Vorzeichen das Vorzeichen geÈandert wurde, liefert einen Summanden −ε_iε_j . Also bleiben nur die Quadrate; diese sind alle gleich ε^2, und es sind pro Summand n StÈuck. Da die Anzahl der Summanden gleich dem Nenner des Vorfaktors ist, berechnet sich die Varianz daher zu

σ^2 = nε^2

Somit mÈussen wir fÈur n → ∞ den Einŕuû ε jedes einzelnen žDÈamonenł so gegen null gehen lassen, daû nε^2 konstant bleibt, d.h. wir setzen ε = σ √ n fÈur eine geeignet zu wÈahlende Konstante σ > 0, die Standardabweichung.

Wir wollen nun im Limes fÈur n → ∞ berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein bestimmter Fehler u auftritt. FÈur festgehaltenes n und u = (n − 2k)ε = (n − 2k)σ √ n ist diese Wahrscheinlichkeit gleich (n k ) 2^{−n−1} √ n σ = n! k!(n − k)! 2^{−n−1} √ n σ ; wir mÈussen also diesen Ausdrucks fÈur n → ∞ und konstantes u = (n − 2k)ε = (n − 2k)σ √ n betrachten.

Was uns interessiert ist allerdings nicht der Grenzwert dieses Ausdrucks: Mit n geht schlieûlich auch die Anzahl der zu betrachtenden FÈalle gegen unendlich, so daû die Wahrscheinlichkeit fÈur jeden einzelnen dieser FÈalle notgedrungen gehen Null gehen muû, denn die Summe aller Wahrscheinlichkeiten kann natÈurlich nicht grÈoûer als eins werden.

Wenn wir n variieren lassen, ist es ohnehin sinnlos, einen genauen Wert des Fehlers zu betrachten: Schlieûlich gibt es fÈur jedes n nur n + 1 mÈogliche Werte, und bei den

45 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

meisten grÈoûeren Werten von n werden diese Werte ś abgesehen von der Null ś nicht auftreten. Wenn wir etwas von n unabhÈangiges deőnieren mÈochten, dÈurfen wir also nicht den genauen Wert des Fehlers festlegen, sondern ein Fehlerintervall betrachten, in dem er variieren kann.

Nun wollen wir aber natÈurlich als Ergebnis keine Funktion, die von einem Intervall abhÈangt, sondern eine gewÈohnliche Funktion von u. Um eine solche zu bekommen, betrachten wir nicht die Wahrscheinlichkeit, sondern die Wahrscheinlichkeitsdichte: FÈur eine kontinuierlich variierende Zufallsvariable deőnieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte φ(u_0) im Punkt u_0 als

φ(u_0) = lim_{ε→0}

Wahrscheinlichkeit fÈur u_0 − ε ≤ u ≤ u_0 − ε 2ε , d.h. also als Wahrscheinlichkeit dividiert durch die Intervallbreite. Falls diese Dichte existiert, folgt mehr oder weniger sofort aus der Deőnition des RIEMANN-Integrals, daû

(Wahrscheinlichkeit fÈur a ≤ u ≤ b) = b∫ a φ(u) du ist.

Unsere Aufgabe ist daher, diese Wahrscheinlichkeitsdichte φ fÈur n → ∞ auszurechnen.

FÈur festes n haben die mÈoglichen Fehlerwerte den Abstand 2ε, wir betrachten daher Intervalle der LÈange 2ε mit den Werten (n − 2k)ε als Mittelpunkten; diese Èuberdecken den mÈoglichen Fehlerbereich lÈuckenlos, und die Wahrscheinlichkeit fÈur einen Fehler in diesem Intervall ist (_n k ) 2^{−n}.

Wir interessieren uns daher fÈur den Grenzwert von (_n k ) 2^{−n} 2ε = (_n k ) 2^{−n} 2σ/ √ n = (n k ) 2^{−n−1} √ n . Um diesen Ausdruck fÈur n → ∞ abzuschÈatzen benutzen wir eine Verbesserung der in [HM1], Kapitel 1, §4b2) hergeleiteten AbschnÈatzung fÈur ln n!, die STIRLINGsche Formel

ln n! = n(ln n − 1) +^1_2 ln n + ln(2π) + o(1)

oder n! ≈ n^ne^{−n} √ 2πn , die Èubrigens genau fÈur diese Rechnung erstmalig aufgestellt wurde. Demnach ist (n k ) = n! k!(n − k)! ≈ n^ne^{−n} √ 2πn k^ke^{−k} √ 2πk (n − k)^{n−k}e^{−(n−k)} √ 2π(n − k) = 1 √ 2π n^n k^k (n − k)^{n−k} √ n k · (n − k) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 46

Dabei ist wegen obiger Beziehung k = n 2 − u √ n 2σ . Setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise m = n 2 , v = u 2σ und ℓ = √ 2m · v , so ist k = m − √ 2m · v = m − ℓ und n − k = m + √ 2m · v = m + ℓ ,

und wir erhalten (n k ) 2^{−n−1} √ n σ ≈ 1 √ 2π n^n k^k (n − k)^{n−k} √ n k · (n − k) 2^{−n−1} √ n σ = 1 √ 2πσ n^n · 2^{−n} k^k (n − k)^{n−k} n · 2^{−1} √ k · (n − k) = 1 √ 2πσ (2m)^{2m} · 2^{−2m} (m − ℓ)^{m−ℓ}(m + ℓ)^{m+ℓ} 2m · 2^{−1} √ (m − ℓ)(m + ℓ) = 1 √ 2πσ m^{2m} (m − ℓ)^m(m + ℓ)^m ( m − ℓ m + ℓ )_ℓ m √ m^2 − ℓ^2 = 1 √ 2πσ m^{2m} (m^2 − ℓ^2)^m ( m − ℓ m + ℓ )_ℓ m √ m^2 − ℓ^2 = 1 √ 2πσ 1 ( 1 −^{ℓ2}_{m2} )_m ( 1 − ℓ/m 1 + ℓ/m )_ℓ 1 √ 1 − ℓ^2/m^2

= 1 √ 2πσ 1 ( 1 −^{2v2}_m )_m ( 1 − √ 2/m · v 1 + √ 2/m · v )^√_{2m·v} 1 √ 1 − 2v^2/m .

Nun kÈonnen wir langsam daran denken, n (und damit auch m) gegen unendlich gehen zu lassen; wir verwenden dazu die aus der Analysis I und wahrscheinlich auch aus der Schule bekannte Beziehung e^x = lim_{n→∞} ( 1 + x n )_n . Danach ist insbesondere lim m→∞ ( 1 − 2v^2 m )_m = e^{−2v2}

47 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998 und lim m→∞ ( 1 ± √ 2 m · v )^√_{2m·v} = lim_{m→∞} ( 1 ± √ 2 · v √ m )^√_{m·}^√_{2·v}

= lim_{q→∞} ( 1 ± √ 2 · v q )_{q·}^√_{2·v} = ( e^{±√2·v} )^√_{2·v} = e^{±2v2} ,

denn es bleibt sich natÈurlich gleich, ob m oder q = √ m gegen unendlich geht. Da der Term v^2/m gegen null geht, erhalten wir somit als Grenzwert des gesamten obigen Ausdrucks 1 √ 2πσ · 1 e^{−2v2} · e^{−2v2} e^{+2v2}

· 1 = 1 √ 2πσ e^{−2v2} .

Beachten wir nun noch, daû v = u/2σ und u = x − a war, erhalten wir als Endergebnis den oben angegebenen Ausdruck 1 √ 2πσ e^{−u2/2σ2} = 1 √ 2πσ e^{−(x−a)2/2σ2} . Als Normalverteilung mit Mittelwert a und Standardabweichung σ bezeichnen wir daher die Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte φ(x) = 1 √ 2πσ e^{− (x−a)} 2 2σ^2 .

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte hÈangt offensichtlich nur von der normierten Variablen z = x − a σ ab; diese hat Mittelwert null und Standardabweichung eins. Daher gibt es fÈur die Normalverteilung nicht ś wie fÈur viele andere statistische Verteilungen ś je nach Parameterwerten verschiedene Tabellen, sondern man őndet in allen Tabellenwerken nur die Normalverteilung mit Mittelwert null und Standardabweichung eins, man őndet also die Wahrscheinlichkeitsdichte φ(z) = 1 √ 2π e^{− z} 2 2 und deren Integral

F (z) = z∫ −∞ f(u) du = 1 √ 2π z∫ −∞ e^{− u} 2 2 du .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 48

Dieses Integral lÈaût sich nicht weiter vereinfachen, da sich die Stammfunktion von e^{−u2/2}, wie wir aus [HM1], Kapitel I, §5h2) wissen, nicht durch elementare Funktionen ausdrÈucken. Mit der dort deőnierten Fehlerfunktion ist F (z) =

1 + Erf(z) 2 . FÈur die Bestimmung von F (z) wie auch Erf(z) ist man daher auf Tabellen oder Computerprogramme angewiesen; eine graphische Darstellung von F (z) ist in Abbildung 15 zu sehen. Mit dieser Funktion lÈaût sich die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû c ≤ z = x − a σ ≤ d ist berechnen als F (d) − F (d), und damit lÈaût sich auch leicht die Wahrscheinlichkeit berechnen, daû x selbst zwischen zwei gegebenen Schranken liegt.

Abb. 15: Das Integral F (z) Èuber die ž Glockenkurveł

Wie Abbildung 15 zeigt, ist F (−2) sehr nahe bei null und F (2) sehr nahe bei eins liegt. In der Tat ist die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû ein Wert z Betrag grÈoûer zwei hat kleiner als 5%; genauer gilt fÈur eine beliebige Normalverteilung, daû der Wert der Variablen mit folgenden

49 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Wahrscheinlichkeiten um hÈochstens iσ vom Mittelwert abweicht: i = 1 2 3 4 Wahrscheinlichkeit: 0, 683 0, 954 0, 9973 0, 99994 Damit liegen also etwa zwei Drittel aller Fehler zwischen −σ und σ, 95% liegen zwischen −2σ und 2σ und 99,7% zwischen −3σ und 3σ; die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû der Fehler grÈoûer als 3σ ist, betrÈagt also nur etwa 0,27%. Da Ereignisse mit einer so geringen Wahrscheinlichkeit praktisch nie auftreten, betrachtet man Fehler, die auûerhalb des 3σ- Bereichs liegen, meist als žAusreiûerł, d.h. als grobe Meûfehler, die bei der Bestimmung des Ergebnisses nicht berÈucksichtigt werden. Sehr vorsichtige Leute reden auch erst ab einer Abweichung von eσ von Ausreiûern.

FÈur Leser, die ihren Computer selbst programmieren und keine spezielle Statistiksoftware haben, sei hier eine NÈaherungsformel fÈur F (z) angegeben: Mit einem Fehler von hÈochstens 7,5 · 10^{−8} ist

F (z) = 1 − φ(z) · (a_1t + a_2t^2 + a_3a^3 + a_4t^4 + a_5t^5)

mit t = 1 1 + pz und φ(z) = 1 √ 2π e^{− z} 2 2 sowie

a_1 = 0,319 381 530 a_2 = −0, 356 563 782 a_3 = 1,781 477 973 a_4 = −1,821 255 978 a_5 = 1,330 274 429 p = 0,231 641 9 .

Beim Rechnen mit dem Taschenrechner kann man sich auch mit einer vereinfachten Version begnÈugen, bei der a_4 = a_5 = 0 ist und

a_1 = 0,436 1836 a_2 = −0,120 1676 a_3 = 0,937 2980 p = 0,332 67 ;

hier kann der Fehler bis zu 10^{−5} betragen.

c) Das Fehlerfortpŕanzungsgesetz Gegeben seien zwei GrÈoûen x = Ãx ± σ_x und y = Ãy ± σ_y (die Verallgemeinerung auf mehr als zwei GrÈoûen erfordert, wie man sich bei der folgenden Rechnung leicht klarmacht, nur etwas mehr Schreibaufwand; sie ist nicht prinzipiell schwieriger), und eine GrÈoûe w = f(x, y) ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 50

die von diesen beiden abhÈangt. Um vernÈunftige Aussagen machen zu kÈonnen, setzen wir dabei f als stetig differenzierbar voraus.

FÈur x seien n Meûwerte x_1, . . . , x_n gegeben, und fÈur y entsprechend m Werte y_1, . . . , y_m. Realistischerweise wird man davon ausgehen kÈonnen, daû die Fehler der x-Werte und die der y-Werte voneinander unabhÈangig sind, und das wollen wir im folgenden auch annehmen.

FÈur w haben wir dann n · m Werte

w_{ij} = f(x_i, y_j ) ,

deren Mittelwert die beste SchÈatzung fÈur den žwahrenł Wert ^w = f( Ãx, Ãy) ist. Dieser Mittelwert ist fÈur komplizierte Funktionen f und/oder groûe Werte von n und m umstÈandlich auszurechnen; einfacher wÈare es, einfach den Mittelwert Åx der x_i und den Mittelwert Åy der y_j zu berechnen, um dann w = f( Åx, Åy) als SchÈatzung fÈur ^w zu benutzen. Dies ist in der Tat mÈoglich: Ist

x_i = Åx + h_i und y_j = Åy_j + k_j ,

so ist

w_{ij} = f(x_i, y_j ) = f( Åx + h_i, Åy + k_j )

= f( Åx, Åy) + f_x( Åx, Åy)h_i + f_y( Åx, Åy)k_j + o( √ h^2_i + k^2_j ) .

Da die h_i und die k_j als Abweichungen von einem Mittelwert jeweils Mittelwert null haben, ist also der Mittelwert der w_{ij} fÈur nicht allzu groûe Fehler h_i und k_j in der Tat nÈaherungsweise gleich f( Åx, Åy).

Als nÈachstes mÈussen wir den Fehler von ^w berechnen, also den Erwartungswert der (w_{ij} − ^w)^2. Dazu schreiben wir zunÈachst

x_i = Ãx + u_i und y_j = Ãy_j + v_j ,

betrachten also anstelle der Abweichungen vom Mittelwert die echten Meûfehler, und erhalten genau wie eben w_{ij} − ^w = f(x_i, y_j ) − f( Ãx, Ãy) ≈ u_i · f_x( Ãx, Ãy) + v_j · f_y( Ãx, Ãy) ,

51 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

also (w_{ij} − ^w)^2 ≈ ( u_i · f_x( Ãx, Ãy) + v_j · f_y( Ãx, Ãy)

)_2

= u^2_i · f_x( Ãx, Ãy)^2 + v^2_j · f_y( Ãx, Ãy)^2 + 2u_i · v_j · f_x( Ãx, Ãy) · f_y( Ãx, Ãy) .

Der Erwartungswert der u^2_i ist σ^2_x, der der v^2_j entsprechend σ^2_y, und da die u_i und die v_j jeweils Erwartungswert Null haben und voneinander unabhÈangig sind, ist der Erwartungswert fÈur u_i ·v_j ebenfalls Null. Damit folgt das GAUSSsche Fehlerfortpŕanzungsgesetz σ^2_w = f_x( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y oder σ_w = √ f_x( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y .

Genauso gilt dieses Gesetz auch fÈur Funktionen von mehr als zwei GrÈoûen; fÈur w = f(x_1, . . . , x_n) ist

σ_w = √ f_{x1} ( Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_{x1} + · · · + f_{xn} ( Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_{xn} .

d) Die Standardabweichung des Mittelwerts und die SchÈatzung der Varianz Als einfache Anwendung des Fehlerfortpŕanzungsgesetzes betrachten wir die Funktion Åx = f(x_1, . . . , x_n) = x_1 + · · · + x_n n , also den Mittelwert der x_i. Jede Messung x_i sei mit demselben erwarteten Fehler σ behaftet; da alle partiellen Ableitungen von f gleich 1/n sind, folgt fÈur den Fehler des Mittelwerts also

σ_{Åx} = σ √ n . Dies bestÈatigt die implizit stets angewandte Regel, daû man durch mehrfaches Messen ein zuverlÈassigeres Ergebnis erhÈalt; durch 25 Messungen beispielsweise lÈaût sich der Fehler auf ein FÈunftel reduzieren. Damit wissen wir, wie man aus den Meûwerten auf den Fehler des Mittelwerts schlieûen kann ś sofern man die Fehler der Meûwerte kennt. Wie lassen sich diese schÈatzen?

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 52

Da der Mittelwert Åx die bestmÈogliche SchÈatzung fÈur den korrekten Wert Ãx ist, kÈonnte man beispielsweise den Mittelwert der ( Åx − x_i)^2 als SchÈatzung fÈur den Mittelwert σ^2 der quadratischen Abweichungen von Ãx nehmen. Diese SchÈatzung ist aber zu optimistisch, da ja Åx selbst noch fehlerbehaftet ist. Dieser zusÈatzliche Fehler kann wie folgt berÈucksichtigt werden: ZunÈachst ist

σ^2 = 1 n n∑ i=1 ( Ãx − x_i)^2 = 1 n n∑ i=1 ( ( Ãx − Åx) + ( Åx − x_i)

)_2

= 1 n n∑ i=1 ( Ãx − Åx)^2 + 1 n n∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 + 1 n n∑ i=1 ( Ãx − Åx) · ( Åx − x_i) .

Die letzte dieser drei Summen ist ( Ãx − Åx) n n∑ i=1 ( Åx − x_i) = 0 ,

da Åx der Mittelwert der x_i ist, die zweite Summe ist der Mittelwert der ( Åx − x_i)^2, und von der ersten schlieûlich wissen wir, daû ( Ãx − Åx)^2, das Quadrat des Fehlers des Mittelwerts, den Erwartungswert σ^2/n hat. Die gesamte erste Summe ist somit 1 n · n · σ^2 n = σ^2 n , und obige Formel wird zu

σ^2 = σ^2 n + 1 n n∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 .

Bringt man hier noch den Term σ^2/n auf die linke Seite, so folgt n − 1 n · σ^2 = 1 n n∑ i=1 ( Åx − x_i)^2

oder

σ^2 = 1 n − 1 n∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 ,

53 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

also

σ = n∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 n − 1 . Somit lÈaût sich auch σ aus den Meûdaten berechnen, der Meûfehler kann also ohne Kenntnis des žwahrenł Werts anhand der gemessenen Werte geschÈatzt werden.

e) Die Maximum likelihood Methode und die Methode der kleinsten Quadrate

Oftmals ist zu gegebenen Beobachtungsdaten grundsÈatzlich bekannt, welcher Art von Gesetz sie genÈugen sollten, und das Problem besteht

žnurł noch darin, die in diesem Gesetz vorkommenden Parameter zu bestimmen. Im einfachsten Fall kÈonnte man etwa an einen Widerstand denken, der dadurch gemessen wird, daû man verschiedene Spannungen U_i anlegt und die zugehÈorigen StromstÈarken I_i miût. Nach dem Ohmschen Gesetz ist dann U_i = R · I_i, aber aufgrund der unvermeidlichen Meûfehler werden die verschiedenen Quotienten U_i/I_i natÈurlich nicht alle gleich sein. Die LÈosung dieses Problems ist klar: Man nimmt den Mittelwert der Quotienten. Schwieriger wird es, wenn mehrere Parameter ins Spiel kommen.

Betrachten wir als Beispiel etwa die Entwicklung der WeltbevÈolkerung. Da (vor allem auf dem Stand von 1960) vieles fÈur ein stÈarker als exponentielles BevÈolkerungswachstum sprach, enwickelten damals HEINZ VON FOERSTER, PATRICIA M. MORA und LAWRENCE W. AMIOT, allesamt Elektrotechniker an der University of Illinois in Urbana, ein Èuberexponentielles Wachstumsmodell. Die Wachstumsdifferentialgleichung fÈuhrte auf Funktion

u = f(t) = β (t_0 − t)^s wobei u = f(t) die WeltbevÈolkerungsstÈarke um Zeitpunkt t bezeichnet; β, t_0 und t sind Parameter, die aufgrund der bekannten Zahlen zur BevÈolkerungsentwicklunggeschÈatzt werden mÈussen. Besonders interessant ist dabei natÈurlich der Parameter t_0, denn zum Zeitpunkt t = t_0 wird

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 54

die WeltbevÈolkerung unendlich, was man wohl mit dem Weltuntergang gleichsetzen kann.

FÈur zahlreiche Zeitpunkte t_i sind die BevÈolkerungszahlen u_i oder zumindest SchÈatzungen dafÈur bekannt, aber natÈurlich gibt es auch hier keine Parameterwerte, fÈur die alle u_i gleich f(t_i) sind; Ziel kann es nur sein, die Parameter so zu wÈahlen, daû die Unterschiede zwischen u_i und f(t_i) nicht zu groû werden.

FOERSTER, MORA und AMIOT taten genau das und kamen auf das Ergebnis β = (179 ± 14) · 10^9

s = 0,990 ± 0,009

C = 2026,87 ± 5,5 Jahre

r = 2,01 ± 0,009 ;

der Weltuntergang ist also etwa 2026 fÈallig. Der beste SchÈatzwert fÈur das Datum ist, wenn wir 0,87 Jahre in Tage, Stunden und Minuten umrechnen, der 13. November gegen 13^{13} Uhr ś sofern man das bei einer Standardabweichung von fÈunfeinhalb Jahren Èuberhaupt so genau wissen will. (FÈur Einzelheiten sei auf die Arbeit Doomsday: Friday, 13 November, A.D. 2026, Science 138, November 1960, Seite 1291ś1295, verwiesen.)

Da Weltuntergangsszenarien nicht zum Stoff dieser Vorlesung gehÈoren, wollen wir auf die genaue Behandlung dieses Beispiels verzichten; wir wollen aber zumindest grundsÈatzlich verstehen lernen, wie man solche ParameterschÈatzungen durchfÈuhren kann, und wir wollen diese Techniken auch auf etwas alltÈaglichere Probleme anwenden.

Der allgemeine Ansatz ist folgender: Sei u = f(a, b, . . . ; t) der von den Parametern a, b, . . . abhÈangige Zusammenhang zwischen den GrÈoûen t und u, und seien (t_1, u_1), . . . , (t_n, u_n) gegebene (Meû-)Werte, an die die Parameter angepaût werden sollen.

Nehmen wir an, es gÈabe Parameter a, b, . . ., fÈur die u = f(a, b, . . . ; t) den exakten Zusammenhang zwischen den GrÈoûen u und t wiedergibt, daû aber die Werte u_i aufgrund von Beobachtungsfehlern von den

55 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

f(a, b, . . . ; t_i) abweichen ś das ist genau die Situation, mit denen man es in den Naturwissenschaften meist zu tun hat.

BezÈuglich der weiteren Vorgehensweise kÈonnen wir dann auch hier wieder wie beim arithmetischen Mittel und der Standardabweichung argumentieren: Wir versuchen, den EUKLIDischen Abstand zwischen dem Vektor der tatsÈachlichen Beobachtungswerte und dem der vorhergesagten Werte zu minimiere, d.h. wir wÈahlen die Parameter a, b, . . . so, daû_n ∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

minimal wird ś das ist die von CARL FRIEDRICH GAUSS eingefÈuhrte Methode der kleinsten Quadrate.

GAUSS gab im Laufe seines Lebens mehrere BegrÈundungen fÈur diese Methode (die er bei sowohl bei seinen astronomischen Arbeiten wie auch bei der Vermessung des KÈonigreichs Hannover zwischen 1818 und 1832 stÈandig benutzte); die unter dem Gesichtspunkt einer in sich geschlossenen Fehlertheorie interessanteste beruht auf dem LAPLACEschen Fehlermodell:

Danach sollte der Wert u_i fÈur die korrekten Parameterwerte a, b, . . . aus einer Normalverteilung mit Mittelwert f(a, b, . . . ; t_i) kommen, deren Standardabweichung σ_i von der Genauigkeit abhÈangt, mit der u_i bestimmt werden kann. Die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_i zwischen zwei Werten a und b liegt, ist damit b∫ a e− ( u − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ_i .

Von der Wahrscheinlichkeit, daû u_i gleich einem Wert c ist, kÈonnen wir natÈurlich nicht reden, da diese nach obiger Formel ein Integral von c nach c wÈare, also Null. Aber die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_i in einem kleinen Intervall der LÈange ε_i um einen Wert c_i liegt, ist ungefÈahr proportional zum ε_i-fachen Wert des Integranden an der Stelle c_i, also zu ε_i · e− ( c_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ_i .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 56

Entsprechend ist ε_j · e− ( c_j − f(a, b, . . . ; t_j ) )_2 /2σ_j ungefÈahr gleich der Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_j in einem Intervall der Breite ε_j um c_j liegt.

Wenn wir wie Èublich davon ausgehen, daû keine systematischen Fehler auftreten, sind die Fehler von u_i und u_j voneinander unabhÈangig, die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû (u_i, u_j ) in einem Rechteck mit Seiten ε_i und ε_j um (c_i, c_j ) liegt, ist also proportional zum Produkt der beiden obigen Einzelwahrscheinlichkeiten, d.h. zu ε_iε_j e− ( c_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ_i − ( c_j − f(a, b, . . . ; t_j ) )_2

/2σ_j .

Entsprechend kann auch die Wahrscheinlichkeit dafÈur berechnet werden, daû der Punkt (u_1, . . . , u_n) in einem kleinen gegebenen Quader mit KantenlÈangen ε_1, . . . , ε_n liegt; sie ergibt sich zu L(a, b, . . . ) · n∏ i=1 ε_i mit L(a, b, . . . ) =_{def} e n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ_i . Diese GrÈoûe ist selbst keine Wahrscheinlichkeit, sondern der Quotient aus einer Wahrscheinlichkeit und einem Volumen; man spricht daher von einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Wenn wir diese Wahrscheinlichkeitsdichte als Funktion von a, b, . . . betrachten, macht sie eine Aussage Èuber die GÈute der Parameter: Schlieûlich wird man einem Modell, das dem beobachteten Ausgang eines Experiments eine hohe Wahrscheinlichkeit zuweist, eher glauben als einem alternativen Modell, das die beobachteten Daten zu Ausreiûern erklÈart. Aus diesem Grund kann die Funktion L auch als Maû dafÈur betrachtet werden, wie žwahrscheinlichł in irgendeinem umgangssprachlichen (und schwer prÈazisierbaren) Sinne die Parameter a, b, . . . sind.

57 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Im englischen gibt es zwei WÈorter fÈur Wahrscheinlichkeit: Das romanische Wort probability und das germanische Wort likelihood. FÈur den mathematisch exakten Wahrscheinlichkeitsbegriff verwendet man probability, fÈur žWahrscheinlichkeitł im Sinne der Funktion L likelihood. Da es im deutschen kein zweites Wort fÈur Wahrscheinlichkeit gibt, spricht man hier in Anlehnung an das Englische von einer Likelihoodfunktion.

Die Maximum Likelihood Methode besteht nun genau in dem, was ihr Name besagt: Man wÈahle die Parameter a, b, . . . so, daû die Likelihoodfunktion maximal wird.

Da L(a, b, . . .) durch eine Exponentialfunktion beschrieben wird, wird die Likelihoodfunktion genau dann maximal, wenn ihr Exponent maximal wird. Dieser Exponent ist eine negative Zahl, wird also genau dann maximal, wenn sein Betrag minimal wird, das heiût, wenn die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 2σ_i minimal wird.

In vielen FÈallen wird die ZuverlÈassigkeit der einzelnen Paare (t_i, u_i) miteinander vergleichbar sein, so daû alle σ_i gleich sind; in diesem Fall kann man die σ_i ignorieren und einfach die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

minimieren, d.h. wir kommen wieder zur klassischen Methode der kleinsten Quadrate. Es gibt aber auch Anwendungen, wie etwa oben beim Èuberexponentiellen BevÈolkerungswachstum, bei denen die Verschiedenheit des σ_i sehr wesentlich ist: Sicherlich wird man etwa der auf VolkszÈahlungen beruhenden WeltbevÈolkerungszahl, die die Vereinten Nationen fÈur 1995 verÈoffentlichten, mehr Vertrauen entgegenbringen als der SchÈatzung eines Historikers fÈur die WeltbevÈolkerung des Jahres Null.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 58

Damit ist also die Bestimmung der optimalen Parameterwerte auf eine Extremwertaufgabe in mehreren VerÈanderlichen zurÈuckgefÈuhrt, und wir kÈonnen die Ergebnisse aus §1 anwenden.

Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall einer Funktion, die von zwei Parametern abhÈangt: die lineare Funktion u = f(a, b; t) = a · t + b . Auf genau dieselbe Weise lassen sich auch alle anderen Probleme, bei denen die Funktion f linear von ihren Parametern abhÈangt, auf das LÈosen linearer Gleichungssysteme zurÈuckfÈuhren.

In der Statistik bezeichnet man die Anwendung der Maximum Likelihood Methode auf dieses Problem als lineare Regression. Da wir alles so einfach wie mÈoglich halten wollen, nehmen wir an, daû alle Messungen (t_i, u_i) die gleiche ZuverlÈassigkeit haben, so daû es einfach darum geht, die Funktion F (a, b) = n∑ i=1 (u_i − a · t_i − b)^2

zu minimieren. Bevor wir diese Funktion nach den Parametern a und b ableiten, empőehlt es sich, sie zunÈachst auszumultiplizieren und nach Termen in a und b zu sortieren: F (a, b) = n∑ i=1 u^2_i + a^2 · n∑ i=1 t^2_i + n · b^2 − 2 · a · n∑ i=1 u_i · t_i

− 2 · b · n∑ i=1 u_i + 2 · a · b · n∑ i=1 t_i .

Damit ist F_a(a, b) = 2 · a · n∑ i=1 t^2_i − 2 · n∑ i=1 u_i · t_i + 2 · b · n∑ i=1 t_i und F_b(a, b) = 2 · n · b − 2 · n∑ i=1 u_i + 2 · a · n∑ i=1 t_i .

59 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Da beide partielle Ableitungen verschwinden sollen, mÈussen beide AusdrÈucke Null sein; nach Division durch zwei erhalten wir also die beiden Gleichungen a · n∑ i=1 t^2_i + b · n∑ i=1 t_i = n∑ i=1 t_i · u_i

und a · n∑ i=1 t_i + b · n = n∑ i=1 u_i .

Um b zu eliminieren, multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 1 n ∑_n i=1 t_i a · 1 n (_n ∑ i=1 t_i )_2 + b · n∑ i=1 t_i = 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

und subtrahieren dies von der ersten Gleichung: a · n∑ i=1 t^2_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i )_2 = n∑ i=1 t_i · u_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i ) , d.h.

a = n∑ i=1 t_i · u_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

n∑ i=1 t^2_i − 1 n (_n ∑ i=1 t_i )_2 .

Entsprechend lÈaût sich a eliminieren, wenn wir die erste Gleichung mit ∑ t_i und die zweite mit ∑ t^2_i multiplizieren, und wir erhalten

b =

(_n ∑ i=1 t_i ) · (_n ∑ i=1 t_i · u_i ) − (_n ∑ i=1 t^2_i ) · (_n ∑ i=1 u_i )

(_n ∑ i=1 t_i )_2 − n n∑ i=1 t^2_i .

Als Beispiel dazu kÈonnen wir die Voraussagen des SachverstÈandigenrats Èuber den realen Anstieg des Bruttosozialprodukt (in den alten BundeslÈandern) mit den tatsÈachlichen Zahlen vergleichen:

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 60

Jahr: 1982 1983 1984 1985 1986 1987

vorausgesagt: +^1_2 +1 +2^1_2 +3 +3 +2 tatsÈachlich: −1, 1 +1, 9 +3, 1 +1, 8 +2, 2 +1, 5

Jahr: 1988 1989 1990 1991 1992

vorausgesagt: +1^1_2 +2^1_2 +3 +3 +2

tatsÈachlich: +3, 7 +4, 0 +4, 9 +3, 6 +0, 9

Mit t_i = vorausgesagtes Wachstum und u_i = tatsÈachliches Wachstum ergibt sich nach Einsetzen in die obigen Formeln a ≈ 1, 2 und b = −0, 2; die wirklichen Zahlen liegen also im Durchschnitt etwa 20% hÈoher als die vorausgesagten. Genauer kÈonnen wir sagen, daû der SachverstÈandigenrat Trends, das heiût VerÈanderungen der Wachstumsrate, unterschÈatzt, denn (u_i − u_j ) = a · (t_i − t_j ) ist im Durchschnitt 20% grÈoûer als das vorhergesagte (t_i − t_j ), und daû er im Èubrigen einen gewissen Grundoptimismus hat, der durch die Subtraktion von 0, 2 ausgeglichen werden muû.

Graphisch zeigt dies die Verteilung der Wertepaare fÈur vorhergesagtes und tatsÈachliches Wachstum ist in der folgenden Abbildung; dort ist auch die Gerade u = a · t + b eingezeichnet. Wie man sieht, geht die Gerade zwar mitten durch die Punktwolke, aber viele Punkte liegen doch recht weit entfernt von ihr.

Dies stellt die Frage, wie man die QualitÈat der Ausgleichsgerade messen kann. Eine Antwort darauf liefert ein Argument, daû wir schon bei der Herleitung des GAUSSschen Fehlerfortpŕanzungsgesetzes benutzt haben: Seien im folgenden Åt der Mittelwert der t_i und Åu der Mittelwert der u_i. Falls die u_i und die t_i aus voneinander unabhÈangigen Prozessen stammen, ist der Erwartungswert von n∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu)

Null, da die Summen der t_i − Åt und der u_i − Åu jeweils Null sind. Falls aber im anderen Extrem u_i = a · t_i + b ist fÈur alle i, so ist Åu = a · Åt + b

61 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

1 2 3 0 1 2 3 4 5

-1 t u

Abb. 16: Vorhersage der fÈunf Weisen und tatsÈachliche Entwicklung

und_n ∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu) = n∑ i=1 (t_i − Åt) · (a · t_i − a · Åt)

= a · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2

eine (fast immer) positive Zahl, die eng mit der Standardabweichung der Verteilung der t_i zusammenhÈangt. Um sie weiter auszurechnen, beachten wir, daû n∑ i=1 (u_i − Åu)^2 = a^2 · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2

ist und damit n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu) = a^2 · (_n ∑ i=1 (t_i − Åt)^2

)_2

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 62

oder n ∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu) = a · n∑ i=1 (t_i − Åt)^2 ,

wobei im ZÈahler immer die nichtnegative Quadratwurzel gewÈahlt werden soll. Damit ist also der Quotient

r = n∑ i=1 (t_i − Åt) · (u_i − Åu)

n ∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · n∑ i=1 (u_i − Åu)

gleich ±1, je nach Vorzeichen von a, wenn alle u_i = a · t_i + b sind, und r = 0, wenn die u_i unabhÈangig von den t_i sind. Mit elementaren Grundkenntnissen der Vektorrechnung lÈaût sich zeigen, daû r immer zwischen −1 und +1 liegt, und auch ohne Vektorrechnung ist das eine zwar etwas lÈangliche, aber nicht allzu schwierige Rechnung. Dieses r nennen wir den Korrelationskoefőzienten; sein Betrag gibt an, wie gut die Beziehung zwischen den u_i und den t_i durch eine Gerade beschrieben werden kann, wÈahrend sein Vorzeichen angibt, ob diese Gerade ansteigt oder sinkt. Im obigen Zahlenbeispiel ist r ≈ 0, 62, die Approximation ist also eher mittelprÈachtig.

ğ3: Maxima und Minima unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen oder technischen Prozeû kÈonnen sich die Variablen natÈurlich nie frei im gesamten R^n bewegen: Physikalisch sinnvoll ist immer nur eine beschrÈankte Teilmenge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmenge praktisch immer ein Intervall ist, gibt es aber im Mehrdimensionalen keinen Grund, warum diese Teilmenge offen oder zumindest der Abschluû einer offenen Teilmenge sein sollte: Im R^3 kann man sich beispielsweise auch interessieren fÈur das Maximum oder Minumum der Ladungsdichte auf einer KugeloberŕÈache oder die elektrische FeldstÈarke oder Temperaturverteilung auf der Innenhaut eines ReaktordruckbehÈalters.

63 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Diese Maxima oder Minima sind im allgemeinen keine lokalen Maxima oder Minuma der betrachteten Funktion: Wenn man die jeweilige FlÈache verlÈaût, lÈaût sich der Funktionswert selbst fÈur einen solchen Extremwert meist noch ś je nach Richtung ś sowohl vergrÈoûern als auch verkleinern. Dementsprechend kÈonnen die Methoden, die wir am Ende von §1 diskutiert haben, solche Extremwerte Èublicherweise nicht őnden; wir brauchen weitere Werkzeuge, die in diesem Paragraphen bereitgestellt werden sollen.

Die Situation, um die es hier geht, ist typischerweise die folgende: Gegeben ist eine Funktion f: R^n → R, mÈoglicherweise auch nur auf einer Teilmenge D ⊂ R^n deőniert, deren Extremwerte nicht auf R^n oder D gesucht werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispielsweise durch das Verschwinden einer weiteren Funktion g: R^n → R gegeben ist, beispielsweise die Funktion g: { R^3 → R

(x, y, z) → x^2 + y^2 + z^2 − r^2 , falls wir uns fÈur Extremwerte auf einer Kugel vom Radius r um den Nullpunkt interessieren.

Eine mÈogliche Strategie zur LÈosung solcher Probleme besteht darin, die Gleichung g = 0 nach einer der Variablen aufzulÈosen, diese dann in f einzusetzen und sodann eine gewÈohnliche Extremwertaufgabe zu lÈosen. Diese AuflÈosung ist explizit nur in sehr einfachen FÈallen mÈoglich, aber selbst wenn wir nur wissen, daû eine solche AuflÈosung existiert, kÈonnen wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Daher ist das erste Etappenziel dieses Abschnitts ein Kriterium fÈur die AuflÈosbarkeit von Gleichungen nach einer Variablen, und als technisches Hilfsmittel dazu benÈotigen wir zunÈachst eine Verallgemeinerung der Kettenregel auf skalarwertige Funktion mehrerer VerÈanderlicher.

a) Eine Kettenregel

Wir begnÈugen uns hier mit der VerknÈupfung zwischen skalarwertigen Funktionen mehrerer VerÈanderlicher mit Funktionen einer Variablen nach R^n . Eine solche Funktion γ: (a, b) → R^n hat als Bild ein KurvenstÈuck im R^n und wird deshalb auch so bezeichnet. Sie ist gegeben

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 64

durch n Funktionen γ_i: (a, b) → R, den Koordinaten des Punktes γ(t), und als ihre Ableitung bezeichnen wir jenen Vektor γ̇(t), dessen Komponenten die Ableitungen γ̇_i(t) sind.

Unter γ̇(t) und γ̇_i(t) verstehen wir dabei einfach die Ableitungen nach dem Parameter t, d.h. das, was in der Analysis I als γ^′_i(t) bezeichnet worden wÈare. Es gibt keinen logischen Unterschied zwischen den Bezeichnungen γ̇(t) und γ^′(t), jedoch hat es sich vor allem bei Anwendern der Mathematik eingebÈurgert, Ableitungen nach einem Parameter t (der oftmals, aber nicht immer, gleich der der Zeit ist), die Ableitung durch einen Punkt statt einen Strich zu bezeichnen.

FÈur solche VerknÈupfungen eines KurvenstÈucks mit einer Funktion auf

dem R^n haben wir die folgende Kettenregel:

Satz: D ⊆ R^n sei eine offene Teilmenge des R^n und f ∈ C^1(D, R). FÈur eine stetig differenzierbare Funktion γ: (a, b) → D gilt dann d dt f ( γ(t) ) = (grad f) ( γ(t) ) · γ̇(t) . Beweis: Nach Deőnition der Ableitung ist d dt f ( γ(t) ) = lim_{h→0} f ( γ(t + h) ) − f ( γ(t) ) h . Da fÈur jede der Komponenten γ_i γ_i(t + h) = γ_i(t) + hγ̇_i(t) + o(h) ist, ist auch γ(t + h) = γ(t) + hγ̇(t) + o(h) , wobei wir hier, einen Èublichen Untugend folgend, einen Vektor, dessen sÈamtliche Komponenten o(h) sind, kurz selbst mit o(h) bezeichnet haben.

Damit ist, wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f, d dt f ( γ(t) ) = lim_{h→0} f ( γ(t) ) + (grad f) ( γ̇(t) + o(h) ) − f ( γ(t) ) h = lim_{h→0} h(grad f) ( γ̇(t) ) + o(h) h = (grad f) ( γ(t) ) · γ̇(t) ,

65 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

womit die Behauptung bewiesen wÈare.

b) Der Satz Èuber implizite Funktionen

Hier geht es, wie bereits erwÈahnt, um die AuflÈosung einer Gleichung f(x) = 0 nach einer der Variablen x_i. In einfachen FÈallen ist dies trivial mÈoglich, beispielsweise lÈaût sich f(x, y, z) = ax + by + cz = 0 fÈur c ≠ 0 durch z = −ax − by c nach z auflÈosen. In etwas komplizierteren FÈallen, wie etwa bei

f(x, y) = x^2 + y^2 − 1 = 0 ,

kann man fÈur die Punkte, die nicht auf der x-Achse y = 0 liegen, zumindest lokal eindeutig explizit auflÈosen durch y = ± √ 1 − x^2 ,

wobei das Vorzeichen gleich dem von y im betrachteten Intervall ist.

Im allgemeinen gibt es jedoch keine MÈoglichkeit fÈur eine explizite AuflÈosung mit den žÈublichenł mathematischen Funktionen, d.h. man kann hÈochstens dann auflÈosen, wenn man neue Funktionen einfÈuhrt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht immer mÈoglich: FÈur die beiden Punkte auf der x-Achse gibt es offensichtlich keine eindeutige AuflÈosung, da sowohl die positive wie auch die negative Wurzel TeilauflÈosungen sind.

Diese Existenz mehrerer TeilauflÈosungen hÈangt mit dem Verschwinden der partiellen Ableitung nach y zusammen: Falls diese partielle Ableitung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sich f verÈandert, wenn man y Èandert, und sie gibt damit zumindest in erster NÈaherung auch an, wie man y verÈandern muû, um bei einer ÈAnderung von x die Bedingung f(x, y) = 0 zu erhalten. Der Satz Èuber implizite Funktionen besagt, das dieses Nichtverschwinden der partiellen Ableitung bereits ausreicht um die Existenz einer eindeutigen AuflÈosung zu zeigen:

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 66

Satz: D ⊆ R^2 sei offen und f ∈ C^1(D, R). Dann gibt es fÈur jeden Punkt (a, b) ∈ D mit f(a, b) = 0 und f_y(a, b) ≠ 0 Umgebungen I von a und K von b sowie eine eindeutig bestimmte Funktion g: I → K, so daû fÈur alle x ∈ I gilt: f ( x, g(x) ) = 0 .

Die Funktion g ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung ist

g^′(x) = − f_x(x, y) f_y(x, y) mit y = g(x) .

Beweis: Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der Schreibarbeit: Offensichtlich genÈugt es, wenn wir den Fall a = b = 0 betrachten. Gilt nÈamlich der Satz fÈur die Funktion ~f(x, y) = f(x − a, y − b) im Punkt (0, 0), so folgt er sofort auch fÈur f im Punkt (a, b). Auûerdem kÈonnen wir o.B.d.A. annehmen, daû f_y(0, 0) positiv ist, denn nach Voraussetzung ist es ungleich Null, und falls es negativ sein sollte, ersetzen wir einfach f durch −f.

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen von f stetig; daher ist f_y nicht nur im Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einer gewissen Umgebung davon. In dieser Umgebung wÈahlen wir ein Rechteck { (x, y) ∈ R^2 | | −α ≤ x ≤ α und − β ≤ y ≤ β} . Da f_y auf diesem Rechteck Èuberall positiv ist, wÈachst die Funktion y → f(x_0, y) fÈur jedes x_0 ∈ [−α, α] streng monoton; wegen f(0, 0) = 0 ist insbesondere f(0, −β) < 0 und f(0, β) > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f ist damit fÈur x_0 aus einer gewissen Umgebung der Null auch f(x_0, −β) < 0 und f(x_0, β) > 0; indem wir nÈotigenfalls α noch etwas verkleinern, kÈonnen wir annehmen, daû dies fÈur alle x_0 ∈ [−α, α] gilt.

Damit gibt es nach dem Zwischenwertsatz fÈur jedes x_0 ∈ [−α, α] ein y_0, so daû f(x_0, y_0) verschwindet; wegen der strengen Monotonie der Funktion y → f(x_0, y) ist dieser Wert y_0 eindeutig bestimmt. Wir setzen daher I = (−α, α), K = (−β, β) und g: { I → K x_0 → y_0 .

67 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Damit ist g als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion ist f ( x, g(x) ) = 0 fÈur alle x ∈ I .

Wir mÈussen uns noch Èuberlegen, daû die so konstruierte Funktion g stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit kÈonnen wir etwa dadurch nachweisen, daû wir fÈur jede gegen ein x ∈ I konvergierende Folge (x_n) aus I zeigen, daû g ( lim_{n→∞} x_n ) = lim_{n→∞} g(x_n)

ist.

Sei y = lim_{n→∞}g(x_n). Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f ist zunÈachst lim_{n→∞} f ( x_n, g(x_n) ) = f ( lim_{n→∞} x_n, lim_{n→∞} g(x_n) ) = f(x, y) . Da die Zahlen f ( x_n, g(x_n) ) allesamt Null sind, verschwindet auch ihr Grenzwert, also f(x, y), und damit ist y = lim_{n→∞} g(x_n) = g(x) der eindeutig bestimmte Wert, fÈur den f(x, y) verschwindet, d.h. y = g(x), wie gewÈunscht.

Somit ist g stetig; als nÈachstes mÈussen wir noch die Differenzierbarkeit zeigen. FÈur ein x ∈ I und ein hinreichend kleines h ∈ R, fÈur das auch noch x + h in I liegt, ist nach Deőnition von g f ( x + h, g(x + h) ) = 0 .

Andererseits kÈonnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittelwertsatz berechnen: Mit k = g(x + h) − g(x) ist f ( x + h, g(x + h) ) = f ( x + h, g(x) + k ) = f (( x, g(x) ) + (_h k )) , und wenn wir den Mittelwertsatz auf die Funktion

h(t) =_{def} f (( x, g(x) ) + t (_h k )) anwenden in der Form h(1) = h(0) + h^′(τ) fÈur ein τ zwischen null und eins, so ist mit ξ = x + τh und η = g(x) + τk f ( x + h, g(x) + k ) = f ( x, g(x) ) + hf_x(ξ, η) + kf_y(ξ, η) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 68

Da f ( x + h, g(x) + k ) und f ( x, g(x) ) beide verschwinden, folgt g(x + h) − g(x) h = k h = − f_x(ξ, η) f_y(ξ, η) . FÈur h → 0 geht die rechte Seite wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gegen −f_x(x, y)/f_y(x, y), insbesondere existiert also der Grenzwert. (Man beachte, daû hier nochmals die Voraussetzung f_y ≠ 0 benÈotigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des linksstehenden Differenzenquotienten fÈur h → 0, d.h. g ist differenzierbar und hat die behauptete Ableitung.

Nachdem wir wissen, daû die Ableitung von g existiert, ist ihre Berechnung, unabhÈangig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfache ÈUbungsaufgabe: Die Funktion f ( x, g(x) ) ist gleich der Nullfunktion, und damit verschwindet natÈurlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ableitung nach der Kettenregel gleich f_x ( x, g(x) ) + f_y ( x, g(x) ) · g^′(x) ,

also folgt

g^′(x) = − f_x ( x, g(x) ) f_y ( x, g(x) ) . Genauso kann auch die zweite Ableitung von g berechnet werden śfalls sie existiert. Wenn f und g zweimal stetig differenzierbar sind, kÈonnen wir f ( x, g(x) ) zweimal ableiten, was natÈurlich immer noch null ist, nach der Kettenregel aber (der ÈUbersichtlichkeit halber jeweils ohne das Argument ( x, g(x) ) geschrieben) ∂ ∂x ( f_x + f_y · g^′(x) ) + ∂ ∂y ( f_x + f_y · g^′(x) ) · g^′(x) = f_{xx} + f_{yx} · g^′(x) + f_y · g^{′′}(x) + ( f_{xy} + f_{yy} · g^′(x) ) · g^′(x) ,

d.h. g^{′′}(x) = − 1 f_y ( f_{xx} + 2f_{xy} · g^′(x) + f_{yy} · g^′(x)^2 )

= − 1 f^3_y ( f^2_{xx}f^2_y − 2f_{xy}f_xf_y + f_{yy}f^2_x ) .

69 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

FÈur Extremwertbetrachtungen bei implizit deőnierten Funktionen braucht man die zweite Ableitung in den Punkten, in denen die erste verschwindet; dort vereinfacht sich die Formel zu g^{′′}(x) = − f_{xx} f_y falls g^′(x) = 0 .

Genau wie Funktionen einer VerÈanderlichen kÈonnen auch Funktionen mehrerer VerÈanderlicher implizit deőniert sein; die entsprechende Verallgemeinerung des Satzes Èuber implizite Funktionen folgt fast aus der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, lediglich fÈur die Stetigkeit der Funktion muû man das entsprechende Argument aus dem gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Aussage ist

Satz: D ⊆ R^n sei eine offene Menge, f ∈ C^1(D, R) eine stetig differenzierbare Funktion auf D, und a = (a_1, . . . , a_n) ∈ D sei ein Punkt mit f(a) = 0. Falls f_{xn} (a) ≠ 0 ist, gibt es ein eine offene Umgebung U von (a_1, . . . , a_{n−1}) in R^{n−1} und eine Funktion g ∈ C^1(U, R), so daû fÈur alle Punkte y = (y_1, . . . , y_{n−1}) ∈ u gilt: f ( y, g(y) ) = 0 .

c) Lagrangesche Multiplikatoren

Wie bereits angekÈundigt, ist das eigentliche Ziel dieses Paragraphen die Behandlung von Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen. Unter Extremwerten sollen dabei lokale Extrema verstanden werden, so daû wir die Èublichen Kriterien mit Ableitungen anwenden kÈonnen.

Deőnition: Wir sagen, die Funktion f: D → R auf einer Teilmenge

D ⊆ R^n habe im Punkt a ∈ D ein lokales^{{ Maximum}_{Minimum}^} unter der

Nebenbedinung g = 0, wobei g: D → R eine weitere Funktion ist, wenn g(a) = 0 ist und es eine Umgebung U von a gibt, so daû fÈur alle x ∈ U gilt: Ist g(x) = 0, so ist f(x) {_≤ ≥ } f(a).

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 70

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Schulbuchaufgabe zur Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einem vorgegebenen Volumen von 100 cm^3 mÈoglichst wenig Blech benÈotigen, d.h. ihre OberŕÈache soll minimal sein.

Die OberŕÈache eines Zylinders der HÈohe h mit einer GrundŕÈache vom Radius r ist f(r, h) = 2πr^2 + 2πr · h ; die Nebenbedingung fÈur das Volumen V = πr^2h besagt, daû

g(r, h) = πr^2h − 100 = 0 sein soll.

Hier lÈaût sich natÈurlich die Nebenbedingung sofort nach h auflÈosen: h = 100 πr^2 , und wir mÈussen nur noch die Funktion F (r) = f ( r, 100 πr^2 ) = 2πr^2 + 200 r minimieren. FÈur diese ist F^′(r) = 4πr − 200 r^2 , und dies verschwindet genau dann, wenn

4πr^3 = 200 oder r =^3 √ 50 π ist.

In diesem einfachen Fall kann man solche Aufgaben also zurÈuckfÈuhren auf gewÈohnliche Extremwertaufgaben, indem man die Nebenbedingung nach einer der Variablen auflÈost und diese dann in f einsetzt; in anderen FÈallen kann man gelegentlich die Nebendedingung durch geeignete Parameterwahl oder Wahl eines angepaûten Koordinatensystems berÈucksichtigen. Im allgemeinen wird aber beides nicht mÈoglich sein, so daû wir andere Methoden brauchen.

71 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 17: OberŕÈache einer Konservendose mit festem Volumen

Unser bisherige Theorie fÈur lokale Extrema ist in dieser Situation nicht anwendbar, denn die lokalen Extrema von f werden nur in den seltensten FÈallen die Nebenbedingung g = 0 erfÈullen; im obigen Beispiel zeigt Abbildung 17 die Nebenbedingung als eng schrafőerte FlÈache dargestellt und der Graph von f als weiter schrafőerte; wie man sieht, lÈaût sich der Wert von f problemlos verkleinern, wenn man nur die FlÈache g = 0 verlÈaût, und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, daû man mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendose einfach schmÈaler oder kÈurzer macht.

Die Grundidee fÈur ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrachtung der Niveaulinien in Abbildung 18: Die Niveaulinie fÈur g = 0 ist gestrichelt eingezeichnet, verschiedene Niveaulinien von f als durchgezogene Kurven.

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien die gestrichelte Kurve Èuberhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine Dose mit 100 cm^3 Inhalt zusammenlÈoten. Wenn es dagegen genug Blech gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann entweder eher hÈoher oder eher breiter gemacht werden. In einem solchen Fall kann man die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Niveau ersetzen, die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wird, so daû das

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 72

Abb. 18: Niveaulinien fÈur OberŕÈache und Volumen

Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimum ist, fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun das Niveau noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.

Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen, berÈuhren sich dort die Niveaulinien von f und von g, d.h. sie haben eine gemeinsame Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, senkrecht auf der Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableitung entlang einer Niveaulinie ist schlieûlich null), sind somit die Gradienten von f und g im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielfaches des anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern allgemein:

Satz: D ⊆ R^n sei eine offene Menge und f, g ∈ C^1(D, R) seien stetig differenzierbare Funktionen auf D. Falls f im Punkt a ∈ D ein Extremum hat unter der Nebenbedinung g(x) = 0, so sind grad f(a) und grad g(a) linear abhÈangig.

Beweis: Die Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung nicht explizit nach einer der Variablen auflÈosen kÈonnen, sagt uns der Satz Èuber implizite Funktionen in vielen FÈallen dennoch, daû zumindest lokal

73 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

eine AuflÈosung existiert. Diese AuflÈosung kennen wir zwar nicht, aber wir kÈonnen mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auch rechnen. Falls grad g(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn jede Menge, die den Nullvektor enthÈalt, ist linear abhÈangig. Wir kÈonnen daher annehmen, daû grad g(a) mindestens eine von Null verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerierung der Koordinaten kÈonnen wir auch o.B.d.A. annehmen, daû die n-te Komponente nicht verschwindet, d.h. g_{xn} (a) ≠ 0.

Dann gibt es nach dem Satz Èuber implizite Funktionen eine Umgebung U von (a_1, . . . , a_{n−1}) und eine Funktion h: U → R mit h(a_1, . . . , a_{n−1}) = a_n, so daû g ( x_1, . . . , x_{n−1}, h(x_1, . . . , x_{n−1}) ) = 0 fÈur alle (x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ U .

Nachdem f in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedinung g = 0 hat, nimmt die Funktion

F (x_1, . . . , x_{n−1}) =_{def} f ( x_1, . . . , x_{n−1}, h(x_1, . . . , x_{n−1}) ) in (a_1, . . . , a_{n−1}) ein lokales Extremum im Èublichen Sinne an, d.h. der Gradient von F verschwindet dort. Nach der Kettenregel ist fÈur i = 1, . . . , n − 1

F_{xi} (a_1, . . . , a_{n−1}) = f_{xi} (a) + f_{xn} (a) · h_{xi} (a_1, . . . , a_{n−1}) , und nach dem Satz Èuber implizite Funktionen ist h_{xi} = −g_{xi} /g_{xn} , d.h.

F_{xi} (a_1, . . . , a_{n−1}) = f_{xi} (a) − f_{xn} (a) g_{xi} (a) g_{xn} (a) . Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe auch fÈur die rechte. Die rechte Seite ist im Gegensatz zur linken auch fÈur i = n deőniert und verschwindet aus trivialen GrÈunden; also ist fÈur alle i

f_{xi} (a) − f_{xn} (a) g_{xn} (a) g_{xi} (a) = 0

oder, anders ausgedrÈuckt,

grad f(a) − f_{xn} (a) g_{xn} (a) grad g(a) = ⃗0 .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 74

Also sind die beiden Gradienten in der Tat linear abhÈangig.

Falls der Gradient von g im Punkt a nicht verschwindet, gibt es somit eine Zahl λ ∈ R, so daû grad f(a) + λ grad g(a) = ⃗0 ist, nÈamlich λ = − f_{xn} (a) g_{xn} (a) . Diese Zahl bezeichnet man nach dem franzÈosischen Mathematiker JO-

SEPH LOUIS LAGRANGE (1736ś1813) als den LAGRANGEschen Multipli-

kator; er gibt an, wie stark sich eine ÈAnderung der Nebenbedingung auf die ÈAnderung des Extremwerts auswirkt.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebenbedingungen geht man wie folgt vor: ÈUber die Punkte, in denen der Gradient von g verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Aussage; diese Punkte mÈussen also vorab berechnet und untersucht werden. Danach mÈussen die Punkte gefunden werden, in denen es ein λ ∈ R gibt, so daû f_{x1} (x) + λg_{x1} (x) = 0 . . f_{xn} (x) + λg_{xn} (x) = 0 g(x) = 0 ist. Dies ist ein System von n + 1 Gleichungen fÈur die n + 1 Unbekannten, allerdings ist dieses Gleichungssystem nur selten linear und damit oft nicht mit bekannten Methoden lÈosbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungen vollstÈandig lÈosen, in anderen FÈallen helfen nur die aus der Numerik bekannten NÈaherungsverfahren wie etwa die Methode von NEWTON-RALSTON.

Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder durch EinfÈuhrung geeigneter zusÈatzlicher Variablen auf Polynomgleichungen zurÈuckgefÈuhrt werden kÈonnen), kann man im Falle einer endlichen LÈosungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie

75 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

der GAUSS-Algorithmus zur LÈosung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine Treppengestalt bringt, aus der man die LÈosungen einfach ermitteln kann, gibt es in der Computeralgebra einen Algorithmus, der dasselbe fÈur beliebige Systeme von Polynomgleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Algorithmus liefert, bezeichnet man als GR ÈOBNER-Basis oder Standardbasis. Zum VerstÈandnis dieses Algorithmus (und seiner zahlreichen Varianten) sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erforderlich, fÈur die die Zeit in dieser Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungen werden auch Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischerweise nicht in Grundvorlesungen behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewiesen, daû die gÈangigen universellen Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuePad allesamt entsprechende Routinen enthalten, mit denen man auch dann experimentieren kann, wenn man die dahinterstehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares Gleichungssystem elementar gelÈost werden kann, betrachten wir eine Anwendung aus den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtproduktion eines Unternehmens oder eines Staates in AbhÈangigkeit von n eingesetzten Ressourcen x_1, . . . , x_n wird oft modelliert durch eine sogenannte COBB-DOUGLAS- Funktion P (x_1, . . . , x_n) = αx^{e1}_1 . . . x^{en}_n ,

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses Modell 1928 fÈur die amerikanische Gesamtproduktion in AbhÈangigkeit von Kapital und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (Sie fanden P ≈ 1,01A^{3/4}K^{1/4} mit A = Anzahl der BeschÈaftigten und K = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirtschaftsguts aus zwei Resourcen x, y gemÈaû der Funktion

P (x, y) = x^{1/2}y^{1/4} .

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, daû die Kosten fÈur x und y gleich derselben Einheit sind und die Gesamtausgaben hÈochstens zwÈolf Einheiten betragen dÈurfen, mÈussen wir somit f maximieren unter der Nebenbedingung x + y ≤ 12 .

Nun ist aber f eine monoton wachsende Funktion sowohl von x als auch von y, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in einem

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 76

Punkt, fÈur den x + y = 12 ist, d.h wir kÈonnen die Nebenbedingung in der gewohnten Form g(x, y) = x + y − 12 = 0 schreiben. Diese Nebenbedingung sowie die zu maximierende Funktion sind in Abbildung 19 dargestellt.

Abb. 19: Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz

Ableitung beider Funktionen zeigt, daû

grad g = ( 1 1 ) und grad f = (_{y1/4} 2x^{1/2} x^{1/2} 4y^{3/4} )

ist; das zu lÈosende Gleichungssystem wird also zu y^{1/4} 2x^{1/2}

+ λ = 0 x^{1/2} 4y^{3/4}

+ λ = 0

x + y − 12 = 0 .

(Die Nenner brauchen uns nicht zu stÈoren, denn da f(0, y) = f(x, 0) = 0 ist, kommen LÈosungen mit x = 0 oder y = 0 fÈur das Maximum ohnehin nicht in Frage; wir kÈonnen sie also ruhig ausschlieûen.)

77 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Als Ansatz zu einer mÈoglichen LÈosung kÈonnen wir ausnutzen, daû λ in den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir danach auflÈosen und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichung y^{1/4} 2x^{1/2} = x^{1/2} 4y^{3/4} . Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus

4y^{1/4}y^{3/4} = 2x^{1/2}x^{1/2} oder 2y = x .

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt 3y = 12, also ist

y = 4 und x = 8 .

ğ4: Vektorwertige Funktionen mehrer VerÈanderlicher

Eine Funktion f: D → R^m auf einer Teilmenge D ⊆ R^n lÈaût sich fÈur n, m ≥ 2 nicht mehr durch einen Graphen veranschaulichen, denn der Graph Γ_f = { (x, y) ∈ R^n × R^n | |y = f(x) } liegt dann im mindestens vierdimensionalen R^{n+m} .

Im fÈur uns wichtigsten Fall n = m = 2 oder 3 gibt es aber eine andere MÈoglichkeit der Veranschaulichung: FÈur x ∈ D lÈaût sich f(x) als Vektor auffassen, und f kann veranschaulicht werden, indem man fÈur hinreichend viele Punkte x ∈ D diesen Vektor (oder ein geeignetes konstantes Vielfaches davon) im Punkt x antrÈagt; siehe dazu die Abbildungen 20 und 21.

Wie Abbildung 21 zeigt, kann es dabei bei betragsmÈaûig stark variierenden Funktionswerten zu Problemen kommen: Wie man die Konstante auch wÈahlt, mit der alle Vektoren multipliziert werden, hat man immer entweder einige extrem lange Vektoren oder aber Vektoren, die so kurz sind, daû man nichts mehr erkennen kann: Ab einer gewissen Entfernung vom Zentrum sind die Richtungen des Felds praktisch nicht mehr wahrnehmbar.

Da gerade die Richtung sehr wesentlich fÈur die Konstruktion der Feldlinien ist, begnÈugt man sich daher oft auch damit, nur die Richtungen

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 78

Abb. 20: Das elektrische Feld zweier entgegengesetzt gleicher Punktladungen

Abb. 21: Dasselbe Feld in einem grÈoûeren Bereich

darzustellen, ansonsten aber sÈamtlichen Vektoren dieselbe LÈange zu geben; siehe dazu etwa Abbildung 22. Dadurch geht zwar ein Teil der Information verloren, aber das entsprechende Bild kann trotzdem oft mehr aussagen, als eines, bei dem fast alle Pfeile visuell zu Punkten degeneriert sind. Auch bei der Darstellung als Richtungsfeld mÈussen allerdings natÈurlich alle Punkte x, fÈur die f(x) = (0, . . . , 0) ist, durch

79 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Abb. 22: Das Richtungfeld zum obigen Feld

Punkte oder Èuberhaupt nicht dargestellt werden, denn dort gibt es keine Richtung.

a) Der Begriff des Vektorfelds

Nicht nur zur Veranschaulichung kann es nÈutzlich sein, die Werte einer Funktion als Vektoren zu betrachten: Die fÈur uns wichtigsten Beispiele von Funktionen mehrerer VerÈanderlicher, deren Wert nicht in R sondern in einem R^n liegt, sind die aus der Physik bekannten Felder wie etwa ein Kraftfeld, ein elektrisches Feld oder ein Magnetfeld. Da solche Felder typischerweise als Vektoren geschrieben werden, schreiben wir deshalb in diesem Paragraphen die Funktionswerte vektoriell, wohingegen die Argumente weiterhin Punkte sind, die als Tupel geschrieben werden. Wir betrachten somit Funktionen

⃗V : D → R^m ; x → ⃗V (x) =

V_1(x) . . V_n(x) ,

wobei die Komponentenfunktionen V_i: D → R genau die im vorigen Paragraphen betrachteten skalarwertigen Funktionen mehrerer VerÈanderlicher sind.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 80

Der mathematische Begriff, der physikalische Felder beschreibt, ist der des Vektorfelds:

Deőnition: Ein Vektorfeld auf der Teilmenge D ⊆ R^n ist eine Funktion ⃗V : D → R^n .

(Da die typischen elektromagnetischen Felder wie ⃗E, ⃗D, ⃗B, ⃗H oder auch das Kraftfeld ⃗F Èublicherweise durch Groûbuchstaben bezeichnet werden, verwenden wir auch fÈur Vektorfelder meist Groûbuchstaben wie ⃗V oder ⃗W .)

b) Die Jacobi-Matrix

Wir werden uns in diesem Paragraphen hauptsÈachlich mit Vektorfeldern

im R^3 beschÈaftigen, zumindest die grundlegenden Deőnitionen sollen

aber fÈur beliebige Funktionen aus dem R^n in den R^m betrachtet werden. Fast von selbst versteht sich die

Deőnition: Eine Funktion ⃗f: D → R^m auf D ⊆ R^n heiût stetig bzw. differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen f_i stetig bzw. differenzierbar sind. Entsprechend deőnieren wir auch die Menge C^k(D, R^m ) aller k-fach stetig differenzierbarerFunktionen von D nach R^m als Menge aller Funktionen, deren Komponenten f_i ∈ C^k(D, R) k-mal stetig differenzierbar sind.

Man Èuberlegt sich leicht, daû C^k(D, R^m ) ein R-Vektorraum ist; wer sich noch aus [HM1], Kapitel 2, §6i an direkte Summen von VektorrÈaumen erinnert, sieht auch sofort, daû

C^k(D, R^m ) = C^k(D, R)^m = C^k(D, R) ⊕ · · · ⊕ C^k(D, R)

ist, wobei auf der rechten Seite genau m Summanden stehen.

Damit wissen wir, was Differenzierbarkeit einer Funktion ⃗f: D → R^n bedeutet; was aber ist die Ableitung?

Bei skalarwertigen Funktionen einer oder mehrerer VerÈanderlicher hatten wir die Ableitung jeweils als Linearisierung der Funktion in der

81 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Umgebung des betrachteten Punkts deőniert; genauso gehen wir auch hier vor: FÈur jede der Komponentenfunktion f_i ist

f_i(x + ⃗h) = f_i(x) + grad f_i(x) · ⃗h + o (|⃗ h | |) , wobei der Punkt hier fÈur das Skalarprodukt von Vektoren steht. Im Hinblick auf vektorwertige Funktionen ist es aber besser, anstelle des Skalarprodukt ein Matrixprodukt zu verwenden; dazu mÈussen wir den Gradienten als Zeilenvektor schreiben, d.h. wenn · das Matrixprodukt bezeichnet, ist

f_i(x + ⃗h) = f_i(x) +^tgrad f_i(x) · ⃗h + o (|⃗ h | |) . In dieser Notation kÈonnen wir die als Zeilenvektoren aufgefaûten Gradienten zu einer n × n-Matrix zusammenfassen, der nach dem deutsche Mathematiker CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804ś51) benannten JACOBI-Matrix

J_{⃗f} (x) = tgrad f_1(x) . . tgrad f_m(x) = ∂f_1 ∂x_1 . . . ∂f_1 ∂x_n . . ... . . ∂f_m ∂x_1 . . . ∂f_m ∂x_n . Mit dieser Matrix ist dann ⃗f(x + ⃗h) = f(x) + J_{⃗f} (x) · ⃗h + o(|⃗h|) , wobei hier das Produkt als Matrixprodukt zu verstehen wird und das Symbol o (|⃗ h | |) schlampigerweise auch fÈur einen Vektor benutzt wird,

dessen sÈamtliche Komponenten o (|⃗ h | |) sind.

Wegen der oben angegebenen expliziten Form der JACOBI-Matrix wird diese in einigen LehrbÈuchern auch in der Form

J_{⃗f} (x) = ∂(f_1, . . . , f_m) ∂(x_1, . . . , x_n) geschrieben.

c) Die Divergenz eines Vektorfelds

FÈur ein Vektorfeld ⃗V : D → R^n ist die JACOBI-Matrix quadratisch, wir kÈonnen daher von symmetrischen und antisymmetrischen Matrizen reden.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 82

(Zur Erinnerung: Eine Matrix A ∈ R^{n×n} heiût symmetrisch, wenn sie gleich ihrer transponierten Matrix ist, d.h. a_{ij} = a_{ji} fÈur alle Indexpaare ij, und sie heiût antisymmetrisch, wenn sie gleich dem Negativen ihrer transponierten Matrix ist, d.h. a_{ij} = −a_{ji} und damit insbesondere auch a_{ii} = −a_{ii} = 0 fÈur alle i.)

Eine beliebige Matrix M ∈ R^{n×n} lÈaût sich als Summe einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Matrix schreiben:

M = S + A mit S =^1_2 (M +^tM) und A =^1_2 (M −^tM) .

In diesem Abschnitt wollen wir den symmetrischen Anteil S der JACOBI- Matrix genauer untersuchen, im nÈachsten den antisymmetrischen Anteil A vor allem im Fall n = 3.

FÈur kleine Vektoren ⃗h ist nach obiger Formel

⃗V (x + ⃗h) = V (x) + J_{⃗V} (x)⃗h + o( | |⃗h | |) = ⃗V (x) + S⃗h + A⃗h + o( | |⃗h | |) . Nach [HM1], Kapitel 2, §8d, sind alle Eigenwerte der symmetrischen Matrix S reell, und der R^n hat eine Basis aus Eigenvektoren von S.

Falls alle Eigenwerte von S positiv sind, hat die vom symmetrischen Teil der JACOBI-Matrix beschriebene ÈAnderung S⃗h des Feldes fÈur jeden Eigenvektor ⃗h dieselbe Richtung wie ⃗h, zeigt also weg vom Punkt x, wie dies im linken Teil von Abbildung 23 zu sehen ist. Da es eine Basis aus Eigenvektoren gibt, gilt zumindest letzteres auch fÈur beliebige Vektoren ⃗h; man bezeichnet x daher in so einem Fall als eine Quelle des Vektorfelds ⃗V .

Abb. 23: Quellen und Senken

83 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Falls alle Eigenvektoren negativ sind, gehen die ÈAnderungen jeweils in Gegenrichtung, es sieht also ungefÈahr so aus wie im rechten Teil von Abbildung 23, und man spricht von einer Senke.

Im allgemeinen werden weder alle Eigenwerte positiv noch alle Eigenwerte negativ sein; als Maûzahl fÈur die Eigenschaft eines Punktes eher eine Quelle oder eher eine Senke zu sein, bietet sich dann die Summe aller Eigenwerte von S an:

Deőnition: Die Divergenz div ⃗V (x) eines Vektorfelds ⃗V im Punkt x ist die Summe der Eigenwerte des symmetrischen Anteils der JACOBI- Matrix J_{⃗V} (x). Falls sie im gesamten Deőnitionsbereich von ⃗V verschwindet, bezeichnen wir das Feld als quellenfrei.

Mit Beispielen wollen wir warten, bis wir diese Deőnition besser verstanden haben und auch den antisymmetrischen Anteil der JACOBI- Matrix mitbehandeln kÈonnen.

Gelegentlich, aber selten, liest man statt Divergenz auch das Wort Quellendichte.

Die obige Deőnition macht zwar klar, worum es bei der Divergenz geht, sie ist aber nicht sonderlich gut zu deren Berechnung geeignet: Die Bestimmung aller Eigenwerte einer Matrix kann schlieûlich ziemlich aufwendig sein. FÈur die Summe der Eigenwerte gibt es glÈucklicherweise ein sehr viel einfacheres Verfahren:

Satz: Die Matrix M = (m_{ij} ) ∈ k^{n×n} Èuber dem KÈorper k habe die Eigenwerte λ_1, . . . , λ_n. Dann ist

λ_1 + · · · + λ_n = m_{11} + · · · + m_{nn} .

(Man beachte, daû hier nicht vorausgesetzt wurde, daû die Eigenwerte λ_i in k liegen; fÈur eine beliebige reelle Matrix etwa sind die Eigenwerte ja bekanntlich im allgemeinen komplexe Zahlen. Auch bei beliebigen KÈorpern k gibt es stets einen ErweiterungskÈorper K, Èuber dem das charakteristische Polynom ś mit Vielfachheit gezÈahlt ś n Nullstellen hat, allerdings wollen wir hier auf Einzelheiten nicht eingehen.)

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 84

Beweis: Die Eigenwerte von M sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(M − λE), wobei E ∈ k^{n×n} die Einheitsmatrix bezeichnet. Mit c_{ij} = { m_{ij} falls i ≠ j m_{ii} − λ falls i = j

ist dann det(M − λE) = ∑ π∈Sn^{ε(π)c1π(1) · · · cnπ(n) .} Falls π die IdentitÈat ist, erhalten wir den Summanden

(m_{11} − λ) · · · (m_{nn} − λ) = (−1)^nλ^n + (−1)^{n−1} n∑ i=1 m_{ii}λ^{n−1} + P (λ) ,

wobei P (λ) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n − 2 ist.

Falls π eine nichtidentische Permutation ist, gibt es mindestens zwei Zahlen i, so daû π(i) ≠ i ist, denn gÈabe es nur eine, so mÈuûte auch diese wegen der BijektivitÈat von π auf sich selbst abgebildet werden, d.h. π wÈare doch gleich der IdentitÈat. Damit gibt es im Produkt c_{1π(1)} · · · c_{nπ(n)} mindestens zwei Faktoren, in denen c_{iπ(i)} = m_{iπ(i)} ist und somit hÈochstens n − 2 Faktoren, in denen λ vorkommen kann, das Produkt ist also ein Polynom vom Grad hÈochstens n − 2 in λ. Damit ist insgesamt

det(M − λE) = ∑ π∈Sn^{ε(π)c1π(1) · · · cnπ(n)} = (−1)^nλ^n + (−1)^{n−1} n∑ i=1 m_{ii}λ^{n−1} + Q(λ) , wobei auch Q(λ) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n − 2 ist.

Wir kÈonnen das charakteristische Polynom aber auch aus den Eigenwerten berechnen: Jedes Polynom n-ten Grades mit Nullstellen λ_1, . . . , λ_n hat die Form α(λ − λ_1) · · · (λ − λ_n) ,

85 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

wobei α der Koefőzient von λ^n ist. Somit ist

det(M − λE) = (−1)^n(λ − λ_1) · · · (λ − λ_n)

= (−1)^nλ^n + (−1)^{n−1} (_n ∑ i=1 λ_i ) · λ^{n−1} + R(λ) ,

wobei auch R(λ) wieder ein Polynom vom Grad hÈochstens n−2 ist. Also ist der Koefőzient von λ^{n−1} wirklich gleich der Summe der Eigenwerte; da wir aber oben auch gezeigt haben, daû er gleich der Summe der Diagonalelemente von M ist, folgt n∑ i=1 λ_i = n∑ i=1 m_{ii} , wie behauptet.

Somit ist die Summe aller Eigenwerte einer Matrix gleich der Summe ihrer Diagonalelemente. Da sich Eigenwerte bei einem Basiswechsel nicht Èandern, kann sich auch die Summe der Diagonalelemente bei einem Basiswechsel nicht Èandern, sie ist daher ś wie auch die Determinante und die Eigenwerte ś nur von der durch die Matrix vermittelten linearen Abbildung abhÈangig und hat daher als wichtige Invariante einer linearen Abbildung Anspruch auf einen eigenen Namen:

Deőnition: Die Summe der Diagonalelemente einer quadratischen Matrix M = (m_{ij} ) heiût Spur der Matrix, in Zeichen

Spur M = n∑ i=1 m_{ii} .

Auf englisch heiût Spur trace (auf franzÈosisch, abgesehen von der etwas anderen Aussprache auch), daher őndet man in vielen (teilweise sogar deutschen) Texten auch die AbkÈurzung tr M. Leute, die zu faul sind, das Wort Spur auszuschreiben, kÈurzen es auch gelegentlich ab mit Sp.

Nach obigem Satz ist die Spur einer Matrix gleich der Summe ihrer Eigenwerte, genau wie die Determinate gleich deren Produkt ist. Beide

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 86

sind invariant unter Basiswechsel, d.h. fÈur eine invertierbare Matrix C ∈ k^{n×n} ist det C^{−1}MC = det M und Spur C^{−1}MC = Spur M .

Nach diesem Ausŕug zurÈuck zur linearen Algebra des letzten Semesters wenden wir uns wieder dem augenblicklichem Thema zu, der JACOBI-Matrix eines Vektorfelds. Nach dem gerade bewiesenen Satz ist die Divergenz des Vektorfelds gleich der Spur des symmetrischen Anteils S der JACOBI-Matrix, was ihre Berechnung deutlich vereinfacht. TatsÈachlich ist die Situation sogar noch ein biûchen besser: Da alle DiagonaleintrÈage einer antisymmetrischen Matrix verschwinden, sind die DiagonaleintrÈage des symmetrischen Anteils gleich denen der JACOBI-Matrix selbst, d.h. die Divergenz ist einfach gleich der Spur der JACOBI-Matrix. Damit lÈaût sie sich leicht explizit angeben:

div ⃗V (x) = Spur J_{⃗V} (x) = ∂V_1 ∂x_1 (x) + · · · + ∂V_n ∂x_n (x) .

d) Die Rotation eines dreidimensionalen Vektorfelds

Im vorigen Abschnitt haben wir den antisymmetrischen Anteil der JACOBI-Matrix einfach vernachlÈassigt; dies ist natÈurlich im allgemeinen nicht zulÈassig. Hier wollen wir diesen Anteil genauer untersuchen. Wie sich gleich herausstellen wird, ist er im fÈur Anwendungenbesonders wichtigen Fall n = 3 besonders einfach zu beschreiben; daher werden wir uns im wesentlichen auf diesen Fall beschrÈanken.

Eine antisymmetrische 3 × 3-Matrix A hat die Form A = ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) . FÈur einen Vektor ⃗x ∈ R^3 ist daher A⃗x = ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) · ( x y z ) = ( αy + βz −αx + γz −βx − γy ) .

87 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Diese spezielle Form des Matrix-Vektor-Produkts sollte Erinnerungen an das Vektorprodukt im R^3 wecken: Nach [HM1], Kapitel 2, §1, ist ( a b c ) × ( x y z ) = ( bz − cy cx − az ay − bx ) , d.h. ( a b c ) × ( x y z ) = ( 0 −c b c 0 −a −b a 0 ) ( x y z )

und damit ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) · ( x y z ) = ( −γ β −α ) × ( x y z ) . Somit entspricht im Dreidimensionalen die Multiplikation mit einer schiefsymmetrischen Matrix genau dem Vektorprodukt; da das Vektorprodukt nur im Dreidimensionalen erklÈart werden kann, ist dies auch nur dort der Fall und erklÈart, warum wir uns in diesem Abschnitt auf den dreidimensionalen Fall beschrÈanken.

Wir wissen somit, daû es im Dreidimensionalen einen Vektor ⃗a gibt, so daû fÈur einen kleinen Vektor ⃗h ⃗V (x + ⃗h) = ⃗V (x) + S⃗h + ⃗a × ⃗h + o( | |⃗h | |) ist, wobei S der symmetrische Anteil der JACOBI-Matrix ist. Wir wissen aber noch nicht, wie⃗a×⃗h anschaulich interpretiert und damit verstanden werden kann.

Nach Deőnition des Vektorprodukts in [HM1], Kapitel 2, §1, steht ⃗a×⃗h senkrecht sowohl auf ⃗a als auch auf ⃗h. Bedenkt man nun noch, daû Vektoren ÈAquivalenzklassen von Pfeilen sind, die man sich nicht unbedingt so vorstellen muû, daû sie alle im selben Punkt beginnen, bietet sich folgende Interpretation an: Wenn wir den Vektor ⃗h um die von ⃗a aufgespannte Achse drehen, zeigt ⃗a × ⃗h in Richtung der Tangente der Bahn des Endpunkts von ⃗h. (Damit dies stimmt, muû die Achse so orientiert werden, daû sich ⃗h im mathematisch positiven, d.h. Gegenuhrzeigersinn, um ⃗a dreht. Von der Ebene der Uhr aus gesehen zeigt dann ⃗a

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 88

nach oben, ⃗h zu dem sich drehenden Punkt, und ⃗a × ⃗h in Richtung des Gegenuhrzeigersinns, wie man sich z.B. mit der Dreiőngerregel leicht veranschaulicht.)

Der antisymmetrische Anteil der JACOBI-Matrix sollte also etwas mit einer Drehbewegung zu tun habe, genauer gesagt mit deren Geschwindigkeitsvektor, denn dieser zeigt in Richtung der Tangente der Bahnkurve.

Um dies genauer zu untersuchen, betrachten wir zunÈachst eine einfache Drehung eines Vektors um die z-Achse mit Drehwinkel φ. Diese ist aufgrund der Deőnition von Sinus und Cosinus ausdrÈuckbar durch die lineare Abbildung x → x cos φ + y sin φ y → −x sin φ + y cos φ z → z .

Als nÈachstes wollen wir einen Punkt x ∈ R^3 um eine beliebige Achse drehen; der Drehwinkel sei weiterhin φ. Dazu sei ⃗a der Einheitsvektor in Richtung der Achse; er sei so orientiert, daû der Drehsinn (bei positivem Winkel φ) gleich dem Gegenuhrzeigersinn ist. Dann gelten in den auf ⃗a senkrecht stehenden Ebenen im wesentlichen dieselbe Formeln, falls wir nur die Koordinateneinheitsvektoren der x- und der y-Achse ersetzen durch zwei aufeinander und auf ⃗a senkrecht stehende gleichlange Vektoren. Als ein solcher Vektor bietet sich der Verbindungsvektor ⃗r von der Achse zum Punkt x an, d.h. jener Vektor, der den Abstand zwischen x und der Achse beschreibt. Ein sowohl auf ⃗r als auch auf ⃗a senkrecht stehender Vektor ist ⃗r^∗ = ⃗a × r; da ⃗a die LÈange eins hat, ist ⃗r^∗ genauso lang wie ⃗r.

In der von ⃗r und ⃗r^∗ aufgespannten Ebene bildet die Drehung um den Winkel φ somit den Vektor α⃗r + β⃗r^∗ ab auf

(α cos φ + β sin φ)⃗r + (−α sin φ + β cos φ)⃗r^∗ .

Nun zerlegen wir den Ortsvektor ⃗x eines Punktes x in einen Vektor ⃗x_a auf der Achse und den radialen, d.h. senkrecht auf der Achse stehenden, Anteil ⃗r.

89 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

⃗x_a ist die Projektion von ⃗x auf die Drehachse; da wir ⃗a als Einheitsvektor vorausgesetzt haben, ist dies nach den allgemeinen Regeln der Vektorrechnung einfach ⃗x_a = (⃗a · ⃗x)⃗a , denn die LÈange des Vektors wird bei der Projektion mit dem Cosinus des Winkels zur Achse multipliziert, und die Richtung des auf die Achse projezierten Vektors ist natÈurlich gleich der Richtung der Achse.

Damit lÈaût sich auch die radiale Komponente problemlos berechnen: Da beide Komponenten zusammen den Vektor ⃗x ergeben mÈussen, ist ⃗r = ⃗x − ⃗x_a = ⃗x − (⃗a · ⃗x)⃗a . Da ⃗x_a parallel zu ⃗a ist und das Vektorprodukt zweier paralleler Vektoren verschwindet, kÈonnen wir auch schreiben ⃗r^∗ = ⃗a × ⃗r = ⃗a × ( ⃗x − (⃗x · ⃗a)⃗a ) = ⃗a × ⃗x . Da die Axialkomponente eines Vektors bei Drehungen natÈurlich erhalten bleibt, wird speziell der Vektor ⃗x = ⃗x_a + ⃗r also abgebildet auf ⃗x_a + cos φ ⃗r − sin φ ⃗r^∗ =(⃗x · ⃗a)⃗a + cos φ ( x − (⃗x · ⃗a)⃗a ) − sin φ ⃗a × ⃗x =(1 − cos φ)(⃗x · ⃗a)⃗a + cos φ⃗x + sin φ⃗a × ⃗x . Um den Geschwindigkeitsvektor einer Drehung auszurechnen, mÈussen wir diese zunÈachst zu einem dynamischen Prozeû machen, d.h. anstelle einer Drehung mit konstantem Drehwinkel φ betrachten wir eine Drehung mit Winkelgeschwindigkeit ω. Wir gehen wieder aus von einem festen Punkt x und betrachten dessen Position zum Zeitpunkt t, d.h. wir betrachten die Funktion ⃗f: { R → R^3 t → (1 − cos ωt)(⃗x · ⃗a) ⃗a + cos ωt ⃗x + sin ωt ⃗a × ⃗x . Der Geschwindigkeitsvektor im Punkt x ist die Ableitung dieser Funktion im Nullpunkt, also der Vektor d ⃗f dt (0) = ( ω sin ωt (⃗x · ⃗a)⃗a − ω sin ωt ⃗x + ω cos ωt ⃗a × ⃗x ) |t=0 = ω⃗a × ⃗x .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 90

Mit anderen Worten: Bei der Drehung mit Winkelgeschwindigkeit ω um die von ⃗a aufgespannte Achse ist der Geschwindigkeitsvektor im Punkt x gleich ω⃗a × ⃗x.

Der Vektor ω⃗a lÈaût sich auffassen als eine vektorielle Winkelgeschwindigkeit (die in der Physik in der Tat genau so deőniert wird), und fÈur einen beliebigen Vektor ⃗ω ∈ R^3 ist das Vektorfeld

⃗V : R^3 → R^3 ; x → ⃗ω × ⃗x

das Feld der Geschwindigkeitsvektoren zu einer Rotation mit vektorieller Winkelgeschwindigkeit ⃗ω.

Nach dieser langen ZwischenÈuberlegung wird es Zeit, wieder zum eigentlichen Thema dieses Abschnitts zurÈuckzukehren, dem antisymmetrischen Anteil A der JACOBI-Matrix eines Vektorfelds ⃗V im dreidimensionalen Raum. Mit

J_{⃗V} (x) = ∂V_1 ∂x ∂V_1 ∂y ∂V_1 ∂z ∂V_2 ∂x ∂V_2 ∂y ∂V_2 ∂z ∂V_3 ∂x ∂V_3 ∂y ∂V_3 ∂z ist A = 1 2 ( A −^tA ) = 1 2 0^{∂V1}_{∂y} −^{∂V2}_{∂x}^{∂V1}_{∂z} −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} 0^{∂V2}_{∂z} −^{∂V3}_{∂y} ∂V_3 ∂x −^{∂V1}_{∂z}^{∂V3}_{∂y} −^{∂V2}_{∂z} 0 ,

und wie wir zu Beginn dieses Abschnitt gesehen haben, ist fÈur jeden Vektor ⃗v A⃗v = ⃗a × ⃗v mit ⃗a = 1 2 ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} .

Dieser Vektor ⃗a beschreibt, wie wir oben gesehen haben, das Geschwindigkeitsfeld einer Rotation. Da der Faktor^1_2 in konkreten Rechnungen nur hinderlich wÈare, bezeichnen wir aber nicht, wie dies eigentlich sinnvoll wÈare,⃗a selbst als Rotation des Vektorfelds ⃗V , sondern den doppelten Vektor 2⃗a, d.h. wir deőnieren

91 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Deőnition: ⃗V : D → R^3 sei ein Vektorfeld auf der offenen Teilmenge

D ⊆ R^3 . Dann bezeichnen wir das Vektorfeld

rot V : D → R^3 ; x → ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} als Rotation von ⃗V .

FÈur ein Vektorfeld ⃗V ∈ C^1(D, R^3 ), dessen JACOBI-Matrix symmetrischen Anteil S hat, ist also

⃗V (x + ⃗h) = ⃗V (x) + S⃗h +^1_2 (rot ⃗V ) × ⃗h + o( | |⃗h | |) . e) Erste Beispiele

Zum besseren VerstÈandnis von Divergenz und Rotation wollen wir beide fÈur zwei einfache Felder ausrechnen.

1) Das elektrische Feld einer Punktladung: Eine Punktladung der StÈarke q im Nullpunkt erzeugt nach dem COULOMBschen Gesetz ein elektrisches Feld ⃗E der StÈarke ⃗E(x) = q 4πε_0 ⃗x | |⃗x | |^3 , denn die FeldstÈarke nimmt mit der Entfernung vom Nullpunkt quadratisch ab und hat die Richtung (oder ś je nach Vorzeichen von q ś auch Gegenrichtung) des Ortsvektors., d.h. der Einheitsvektor der Richtung ist ⃗x/ | |⃗x | | und sorgt fÈur die dritte Potenz im Nenner.

In Koordinaten ist also

⃗E(x) =

( E_1(x)

E_2(x) E_3(x) ) = q 4πε_0 | |⃗x | |^3 ( x y z ) . Zur Berechnung der Divergenz mÈussen wir die erste Komponente nach x, die zweite nach y und die dritte nach z ableiten und dann die drei Ableitungen addieren. Beachten wir, daû | |⃗x | |^3 = (x^2 + y^2 + z^2)^{3/2}

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 92

ist, folgt sofort aus der Quotientenregel, daû ∂E_1 ∂x (x) = q 4πε_0 | |⃗x | |^3 − x ·^3_2 · 2x | |⃗x | | | ⃗x |_6

= q 4πε_0 ( 1 | ⃗x |_3 − 3x^2 | |⃗x | |^5 )

= q 4πε_0 | |⃗x | |^5

(−2x^2 + y^2 + z^2) .

Entsprechend ist ∂E_2 ∂y (x) = q 4πε_0 | |⃗x | |^5

(x^2 − 2y^2 + z^2) und ∂E_3 ∂z (x) = q 4πε_0 | |⃗x | |^5

(x^2 + y^2 − 2z^2) ,

also

div ⃗E(x) = q 4πε_0 | ⃗x |_5 (−2x^2 + y^2 + z^2 + x^2 − 2y^2 + z^2 + x^2 + y^2 − 2z^2) = 0 .

Zur Berechnung der Rotation benÈotigen wir die EintrÈage der JACOBI- Matrix, die nicht in der Diagonale stehen; dabei werden die Komponenten von ⃗E nach jenen Variablen abgeleitet, die nicht im ZÈahler stehen. Die Situation ist also stets dieselbe, und es genÈugt, wenn wir beispielsweise die Ableitung von E_1 nach y ausrechnen: ∂E_1 ∂y = q 4πε_0 ( − 3 2 ) x · 2y | |⃗x | |^5 . Entsprechend ist ∂E_2 ∂x = q 4πε_0 ( − 3 2 ) y · 2x | ⃗x |_5 ,

die x-Komponente von rot ⃗E als Differenz dieser beiden Ableitungen verschwindet also, und genauso Èuberzeugt man sich auch vom Verschwinden der anderen Komponenten.

93 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Somit ist also das Feld einer Punktladung auûerhalb des Punktes selbst sowohl quellen- als auch wirbelfrei, genau wie es nach den MAX-

WELLschen Gleichungen auch sein muû.

2) Das Magnetfeld eines stromdurchŕossenen Leiters: Das Magnetfeld eines von einem Strom der StÈarke I durchŕossenen geradlinigen Drahts ist nach dem BIOT-SAVARTschen Gesetz ⃗H(x) = I 2π | ⃗r |_2 ⃗a × ⃗x , wobei ⃗a der Einheitsvektor in Richtung des Stroms und ⃗r der Abstandsvektor zwischen dem Draht und dem Punkt ⃗x ist. ⃗H ist Èuberall im R^3 erklÈart, auûer auf der von ⃗a aufgespannten Geraden, wo ⃗r der Nullvektor ist.

Zum einfacherer Rechnen wÈahlen wir das Koordinatensystem so, daû ⃗a der Einheitsvektor in Richtung der positiven z-Achse ist; fÈur den Punkt mit Koordinaten (x, y, z) ist dann ⃗r = ( x y 0 ) und ⃗a × ⃗x = ( 0 0 1 ) × ( x y z ) = ( −y x 0 ) , d.h. ⃗H(x) = I 4π(x^2 + y^2) ( −y x 0 ) . Die drei Komponenten dieses Felds kÈonnten wir nun wie oben nach den drei Variablen x, y, z ableiten, um so Rotation und Divergenz zu berechnen; es gibt allerdings auch eine andere MÈoglichkeit, die JACOBI-Matrix eines solchen Felds zu bestimmen: Wie auch das ⃗E-Feld im obigen Beispiel lÈaût sich ⃗H schreiben als Produkt einer skalaren Funktion mit einer linearen Abbildung R^3 → R^3 . Solche Funktionen, bei denen alle NichtlinearitÈat in einer skalaren Funktion steckt, bezeichnen wir als quasilinear:

Deőnition: Eine Funktion ⃗f: D → R^m auf einer Teilmenge D ⊆ R^n heiût quasilinear, wenn es eine Funktion φ: D → R und eine Matrix

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 94

A ∈ R^{n×m} gibt, so daû ⃗f(x) = φ(x) · A⃗x ist.

In diesem Sinne ist ⃗H(x) quasilinear mit

φ(x) = I 4π(x^2 + y^2) und A =

( 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 )

und das obige Feld ⃗E ist quasilinear mit

φ(x) = 1 4πε_0 | |⃗r | |^3 und A =

( 1 0 0

0 1 0 0 0 1 ) .

Lemma: FÈur eine quasilineare Funktion ⃗f: D → R^m auf einer Teilmenge D ⊆ R^n ist J_{⃗f} (x) = φ(x) · A + (A⃗x) ·^t ( grad φ(x) ) . In dieser Formel steht der erste Malpunkt fÈur die Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix, der zweite fÈur die Matrixmultiplikation des Spaltenvektors A⃗x mit dem zum Zeilenvektor transponierten Gradienten; das Produkt ist eine n × m-Matrix. Ausgeschrieben wird die Formel zu ∂f_i ∂x_j = φ(x) · a_{ij} + (_n ∑ ν=1 a_{iν} x_ν ) · ∂φ ∂x_j . Zum Beweis leiten wir

f_i(x) = φ(x) n∑ ν=1 a_{iν} x_ν nach x_j ab; nach der Produktregel erhalten wir ∂f_i ∂x_j (x) = φ(x) ∂ ∂x_j (_n ∑ ν=1 a_{iν} x_ν ) + ∂φ ∂x_j (x) n∑ ν=1 a_{iν} x_ν

= φ(x) · a_{ij} + ∂φ ∂x_j (x) n∑ ν=1 a_{iν} x_ν ,

95 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

wie behauptet.

Dieses Lemma wenden wir gleich an auf das Feld ⃗H(x); hier ist ∂φ ∂x (x) = −2x · I 4π(x^2 + y^2)^2 und ∂φ ∂y (x) = −2y · I 4π(x^2 + y^2)^2 , d.h.

grad φ(x) = −2I 4π(x^2 + y^2)^2 ( x y 0 ) . Somit ist

J_{⃗H} (x) = I 4π(x^2 + y^2)

( 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 )

+ ( 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 ) ( x y z ) · −2I 4π(x^2 + y^2)^2 ( x y 0 )

= I 4π(x^2 + y^2)^2 (( 0 −x2 − y2 0 x^2 + y^2 0 0 0 0 0 )

+ ( −y x 0 ) · ( 2x 2y 0 ) )

= I 4π(x^2 + y^2)^2 (( 0 −x2 − y2 0 x^2 + y^2 0 0 0 0 0 )

+ ( 2xy 2y2 0 −2x^2 −2xy 0 0 0 0 ))

= I 4π(x^2 + y^2)^2 ( 2xy y2 − x2 0 y^2 − x^2 −2xy 0

0 0 0 ) . Diese Matrix ist symmetrisch und hat Spur Null, d.h auch hier ist

div ⃗H(x) = 0 und rot ⃗H(x) = ⃗0 ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 96

und auch dies natÈurlich wieder in ÈUbereinstimmung mit den MAX-

WELLschen Gleichungen.

f) Allgemeine Rechenregeln Nachdem wir gerade mit relativ groûem Aufwand fÈur zwei Beispiele Divergenz und Rotation berechnet haben, wollen wir nun einige Rechenregeln herleiten, die uns zeigen werden, daû zumindest ein Teil der obigen Rechnungen hÈatte vermieden werden kÈonnen.

Wir wollen uns zunÈachst Èuberlegen, was passiert, wenn wir zwei der drei Operatoren grad, div und rot hintereinanderausfÈuhren ś sofern dies mÈoglich ist.

Der Gradient einer skalaren Funktion f: D → R auf einer offenen Teilmenge D ⊆ R^n ist ein Vektorfeld; es ist also mÈoglich, dessen Divergenz und Rotation zu berechnen. Um keine Probleme mit der Existenz und der Reihenfolge von Ableitungen zu haben, setzen wir voraus, daû f in C^2(D, R) liegt; dann ist

div grad f = div ∂f ∂x_1 . ._{∂f} ∂x_n = ∂^2f ∂x^2_1 + · · · + ∂^2f ∂x^2_n . Die rechte Seite schreiben wir auch kurz als

Δf =_{def}

∂^2f ∂x^2_1 + · · · + ∂^2f ∂x^2_n und bezeichnen Δ =_{def}

∂^2 ∂x^2_1 + · · · + ∂^2 ∂x^2_n als LAPLACE-Operator.

(Der LAPLACE-Operator ist Èalter als Divergenz, Gradient, Rotation und so weiter; er spielt eine groûe Rolle sowohl bei Wellen als auch bei Potentialfeldern. HAMILTON wÈahlte das Zeichen ∇ in Anlehnung an diesen Operator; formal kann man Δ = ∇ · ∇ schreiben, allerdings muû man mit solchen žSkalarproduktenł von Operatoren sehr vorsichtig sein und kann nicht erwarten, daû sie all den Èublichen Regeln genÈugen.)

97 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Auch die Rotation eines Gradientenfelds lÈaût sich leicht berechnen, allerdings natÈurlich nur im R^3 , da wir fÈur andere Dimensionen keine Rotation deőniert haben.

rot grad f = rot ∂f ∂x ∂f ∂y ∂f ∂z = ∂^2f ∂z∂y − ∂^2f ∂y∂z ∂^2f ∂x∂z − ∂^2f ∂z∂x ∂^2f ∂y∂x − ∂^2f ∂x∂y = ⃗0 .

Die Rotation eines stetig differenzierbaren Gradientenfelds ist also stets Null; da das elektrische Feld der negative Gradient des elektrischen Potentials ist, hÈatten wir oben also fÈur

⃗E(x) = 1 4πε_0 ⃗x | |⃗x | |^3

= − grad 1 4πε_0 | ⃗x | auf die Berechnung der Rotation verzichten kÈonnen.

Die Divergenz eines Vektorfelds ist eine skalare Funktion; der einzige Operator, der darauf angewandt werden kann, ist daher der Gradient:

grad div ⃗V = grad n∑ i=1 ∂V_i ∂x_i = ∑_n i=1 ∂^2V_i ∂x_1∂x_i . . ∑_n i=1 ∂^2V_i ∂x_n∂x_i .

Die Rotation eines Vektorfelds im Dreidimensionalen schlieûlich ist wieder ein Vektorfeld, wir kÈonnen also Divergenz und Rotation davon berechnen:

div rot ⃗V = div ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} = ∂^2V_3 ∂x∂y − ∂^2V_2 ∂x∂z + ∂^2V_1 ∂y∂z − ∂^2V_3 ∂y∂x + ∂^2V_2 ∂z∂x − ∂^2V_1 ∂z∂y = 0 fÈur ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Da ein Magnetfeld als Rotation eines Vektorpotentials geschrieben werden kann, erklÈart dies, warum im obigen Beispiel div ⃗H = 0 war.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 98

Bleibt noch die Rotation der Rotation:

rot rot ⃗V = rot ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} = ∂^2V_2 ∂y∂x − ∂^2V_1 ∂y^2 − ∂^2V_1 ∂z^2 +

∂^2V_3 ∂z∂x ∂^2V_3 ∂z∂y − ∂^2V_2 ∂z^2 − ∂^2V_2 ∂x^2 +

∂^2V_1 ∂x∂y ∂^2V_1 ∂x∂z − ∂^2V_3 ∂x^2 − ∂^2V_3 ∂y^2 +

∂^2V_2 ∂y∂z = grad div f + Δ⃗V_1 Δ⃗V_2 Δ⃗V_3 .

Als letztes wollen wir noch zwei žProduktregelnł beweisen, die fÈur quasilinearer Funktionen unmittelbare Folgerungen des oben bewiesenen Lemmas sind, fÈur allgemeinere Funktionen aber neu.

Wir gehen aus von einer Funktion φ: D → R und einem Vektorfeld ⃗V : D → R^n fÈur eine offene Teilmenge D des R^n ; sowohl f als aauch ⃗V seien stetig differenzierbar. Dann ist

div(f ⃗V ) =

∂(fV_1) ∂x + ∂(fV_2) ∂y + ∂(fV_3) ∂z = f · ( ∂V_1 ∂x + ∂V_2 ∂y + ∂V_3 ∂z ) + ( ∂f ∂x V_1 + ∂f ∂y V_2 + ∂f ∂z V_3 )

= f div ⃗V + (grad f) · ⃗V

und genauso im Falle n = 3

rot(f ⃗V ) =

∂(f V_3) ∂y −^{∂(f V2)}_{∂z} ∂(f V_1) ∂z −^{∂(f V3)}_{∂x} ∂(f V_2) ∂x −^{∂(f V1)}_{∂y} = f ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} + ∂f ∂y V_3 −^{∂f}_{∂z} V_2 ∂f ∂z V_1 −^{∂f}_{∂x} V_3 ∂f ∂x V_2 −^{∂f}_{∂y} V_1 = f rot ⃗V + (grad f) × ⃗V .

99 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

FÈur die lineare Funktion ⃗V : R^n → R^n ; x → A⃗x mit A ∈ R^{n×n} ist div ⃗V = n∑ i=1 ∂V_i ∂x_i = n∑ i=1 a_{ii} = Spur A

und, im Falle n = 3,

rot ⃗V =

( a_{32} − a_{23} a_{13} − a_{31} a_{21} − a_{12} ) ; fÈur eine quasilineare Funktion ⃗f(x) = φ(x)A⃗x ist also div ⃗f = φ Spur A + (grad φ) · A⃗x und rot ⃗f = φ · ( a_{32} − a_{23} a_{13} − a_{31} a_{21} − a_{12} ) + (grad φ) × A⃗x ,

was uns in obigen Beispielen manche Rechnung erspart hÈatte.

g) Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten und Zylinderkoordinaten Auch in diesem letzten Abschnitt von §4 soll es um MÈoglichkeiten gehen, wie wir bei diesen (und anderen) Beispielen efőzienter rechnen kÈonnen. Das Feld einer Punktladung beispielsweise ist kugelsymmetrisch, jedoch haben wir bei der Berechnung von Divergenz und Rotation dieses Feldes die Kugelsymmetrie mutwillig zerstÈort, indem wir in einem kartesischen Koordinatensystem rechneten. Hier soll es nun um Koordinatensysteme gehen, die einer solchen Symmetrie angepaût sind.

1) Polarkoordinaten in R^2 : Wir kennen bereits aus dem letzten Semester ([HM1], Kapitel 1, §4b)) die Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl; genauso deőnieren wir fÈur jeden Punkt (x, y) ≠ (0, 0)

aus R^2 die beiden Polarkoordinaten r > 0, φ durch die Bedingung

x = r cos φ und y = r sin φ .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 100

φ ist dabei, wie Èublich, nur modulo 2π bestimmt.

FÈur eine Funktion f(x, y) auf einer Teilmenge des R^2 kÈonnen wir die Polarkoordinatendarstellung F (r, φ) =_{def} f(r cos φ, r sin φ)

betrachten; wir wollen sehen, wie man mit F allein immer noch den Gradienten oder beispielsweise auch die LAPLACEsche Δf berechnen kann.

Dazu mÈussen wir zunÈachst die partiellen Ableitungen von f nach x und y durch die von F nach r und φ ausdrÈucken. Dies ist auf direkte Weise etwas schwierig, da wir keine gute Formel fÈur die Berechnung von φ aus x und y haben; die umgekehrte Aufgabe dagegen ist umso einfacher: Nach der Kettenregel ist ∂F ∂r = ∂ ∂r f(r cos φ, r sin φ) = ∂f ∂x cos φ + ∂f ∂y sin φ und ∂F ∂φ = ∂ ∂φ f(r cos φ, r sin φ) = − ∂f ∂x r sin φ + ∂f ∂y r cos φ .

Da r > 0 ist, kÈonnen wir dies auch in der Form F_r = f_x cos φ + f_y sin φ F_φ r = −f_x sin φ + f_y cos φ

schreiben. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fÈur f_x und f_y; wenn wir von der mit cos φ multiplizierten ersten Gleichung die mit sin φ multiplizierte zweite subtrahieren, erhalten wir

f_x = F_r cos φ − F_φ r sin φ ;

entsprechend erhalten wir

f_y = F_r sin φ + F_φ r cos φ ,

wenn wir die mit sin φ multiplizierte erste Gleichung zur mit cos φ multiplizierten zweiten addieren.

101 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Entsprechend kÈonnen wir auch die zweiten partiellen Ableitungen von f durch partielle Ableitungen von F ausdrÈucken, allerdings werden hier die AusdrÈucke schon deutlich komplexer, so daû hier auf die detailierte Rechnung verzichtet sei. Wichtig ist vor allem der LAPLACE-Operator; deshalb sei zumindest fÈur den das Ergebnis angegeben: Hier heben sich eine ganze Reihe von Termen weg, und

Δf = f_{xx} + f_{yy} = F_{rr} + F_r r + F_{φφ} r^2 , eine Formel, die man im nachhinein nun natÈurlich leicht und relativ schnell beweisen kann, indem man F_{rr} = ( f_{xx} cos φ + f_{xy} sin φ ) cos φ + ( f_{xy} cos φ + f_{yy} sin φ ) sin φ und F_{φφ} = ( f_{xx}r sin φ − f_{xy}r cos φ ) r sin φ − f_xr cos φ − ( f_{xy}r sin φ − f_{yy}r cos φ ) r cos φ − f_yr sin φ nach der Kettenregel berechnet und dann einsetzt.

2) Zylinderkoordinaten im R^3 : FÈur den R^3 gibt es zwei naheliegende Verallgemeinerung der Polarkoordinaten: Einmal kÈonnen wir in der (x, y)-Ebene Polarkoordinaten einfÈuhren, die z-Koordinate aber unverÈandert lassen, zum anderen kÈonnen wir neben dem Abstand vom Nullpunkt zwei Winkelkoordinaten einfÈuhren, wie z.B. die geographische LÈange und Breite. Hier soll es zunÈachst um den ersten Fall gehen, wir haben also drei Koordinaten (r, φ, z) mit r > 0, die Èuber die Gleichungen x = r cos φ, y = r sin φ und z = z mit den kartesischen Koordinaten verbunden sind. Diese Koordinaten heiûen Zylinderkoordinaten, da die FlÈachen r = konstant Zylinder sind. Insbesondere sit die Koordinate r hier nicht mehr gleich dem Abstand eines Punktes vom Nullpunkt, sondern gleich dem Abstand von der z-Achse.

Da die z-Koordinate des kartesischen Koordinatensystems Èubernommen wird, brauchen wir fÈur diese Koordinaten nicht neu zu rechnen, sondern kÈonnen die obigen Ergebnisse praktisch wÈortlich Èubernehmen: Mit F (r, φ, z) = f(r cos φ, r sin φ, z)

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 102 ist f_x = F_r cos φ − F_φ r sin φ

f_y = F_r sin φ + F_φ r cos φ

f_z = F_z und Δf = f_{xx} + f_{yy} + f_{zz} = F_{rr} + F_r r + F_{φφ} r^2

+ F_{zz} .

3) Kugelkoordinaten: Hier fÈuhren wir zusÈatzlich zu den beiden Polarkoordinaten der Ebenen als dritte Koordinate noch eine Winkelkoordinate ϑ ein, wir haben also drei Koordinaten (r, φ, ϑ), wobei r wieder positiv sein muû und den Abstand vom Nulpunkt bezeichnet.

Im Gegensatz zur Konvention der Geographen,wonach der ÈAquator, d.h. der Schnittkreis einer Kugel um den Nullpunkt mit der (x, y)-Ebenen, die Breite Null hat, ist es in der Mathematik, Physik und Technik Èublich, dem ÈAquator die Koordinate ϑ = π/2 zu geben, dem žNordpolł, d.h. dem Schnittpunkt mit der positiven z-Achse, ϑ = 0 und dem SÈudpol ϑ = π. In der (x, z)-Ebene ist also x = r sin ϑ und z = r cos ϑ , in der (y, z)-Ebene y = r sin ϑ und z = r cos ϑ , und ganz allgemein ist R = r sin ϑ und z = r cos ϑ , wobei R den Abstand eines Punktes von der z-Achse bezeichnet.

FÈur einen Punkt im Abstand R von der z-Achse ist x = R cos φ und y = R sin φ , zusammen mit den obigen Formeln erhalten wir also als Zusammenhang zwischen Kugelkoordinaten und kartesischen Koordinaten x = r cos φ sin ϑ

y = r sin φ sin ϑ

z = r cos ϑ .

103 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Wieder kÈonnen wir einer Funktion f(x, y, z) in kartesischen Koordinaten durch

F (r, φ, ϑ) =_{def} f(r cos φ sin ϑ, r sin φ sin ϑ, r cos ϑ)

eine neue Funktion zuordnen und durch Anwendung der Kettenregel sowie LÈosen eines linearen Gleichungssystems die partiellen Ableitungen zueinander in Beziehung setzen; eine grausame, wenn auch nicht sonderlich schwierige Rechnung ergibt, daû beispielsweise Δf = f_{xx} + f_{yy} + f_{zz} = F_{rr} + 2F_r r + F_{φφ} r^2 sin^2 ϑ + F_{ϑϑ} r^2 + F_ϑ r^2 tan ϑ ist.

Als Beispiel wollen wir damit noch einmal die Divergenz des elektrischen Felds einer Ladung q im Nullpunkt berechnen: Diese erzeugt ein Potential U(r, φ, ϑ) = q 4πε_0r , das Feld ist ⃗E = − grad U und

div ⃗E = − div grad U = −ΔU = − q 4πε_0 ( 2 r^3 + 2 r · −1 r^2 ) = 0 .

ğ5: Kurvenintegrale im R^n

In den bisherigen vier Paragraphen dieses Kapitels beschÈaftigten wir uns mit der Differentialrechnung im R^n ; es wird langsam Zeit, uns auch der Integralrechnung zuzuwenden. In diesem Paragraphen werden die Mengen, Èuber die integriert wird, noch eindimensional sein, d.h. also Kurven. Entsprechende Integrale benÈotigt man einerseits, BogenlÈangen von Kurven zu bereichen, vor allem aber sind sie wichtig, um die aufzuwendende oder freiwerdende Energie bei der Bewegung eines Objekts in einem Kraftfeld (oder einem elektrisch geladenen Teilchens in einem elektrischen Feld usw.) zu berechnen. Wir beginnen mit einer genaueren KlÈarung der Begriffe

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 104

a) KurvenstÈucke und Kurven Wir hatten schon in frÈuheren Paragraphen Kurven als stetige oder manchmal auch differenzierbare Abbildungen eines Intervalls in den R^n eingefÈuhrt. Hier bei der Integrationstheoriewird die Differenzierbarkeitvon entscheidender Bedeutung sein; wir deőnieren daher fÈur das folgende

Deőnition: a) Ein KurvenstÈuck γ ist eine stetig differenzierbare Abbildung γ: [a, b] → R^n eines Intervalls in den R^n .

b) Eine Kurve γ ist eine endliche Folge von KurvenstÈucken γ_1, . . . , γ_r: [a_i, b_i] → R^n von KurvenstÈucken mit der Eigenschaft, daû γ_i(b_i) = γ_{i+1}(a_{i+1}) fÈur i = 1, . . . , n − 1.

c) Eine Kurve γ heiût geschlossen, wenn γ_r(b_r) = γ_1(a_1) ist.

Anschaulich sollte man sich ein KurvenstÈuck durch sein Bild im R^n vorstellen, allerdings muû man beachten, daû dasselbe Bild durch ganz verschiedene Funktionen parametrisiert werden kann. Wir wollen natÈurlich Begriffe wie BogenlÈange so deőnieren, daû sie nicht von dieser Parametrisierung abhÈangen, es wird aber in jedem Fall nachzuweisen sein, daû dies auch tatsÈachlich der Fall ist. Als Beispiel fÈur verschiedene Parametrisierungen einer und derselben Kurve betrachten wir den Einheitskreis x^2 + y^2 = 1. Seine bekannteste Darstellung als KurvenstÈuck ist die Parametrisierung

γ_1: [0, 2π] → R^2 ; t → (cos t, sin t) , aber natÈurlich wÈare auch γ_2: [0, 1] → R^2 ; t → (cos 2πt, sin 2πt) eine MÈoglichkeit. Es geht aber auch ganz anders, denn auch

γ_3: R → R^2 ; t → ( t^2 − 1 t^2 + 1 , 2t t^2 + 1 )

105 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

hat als Bild den Einheitskreis, und zumindest fÈur jedes endliche Teilintervall von R deőniert auch γ_3 ein KurvenstÈuck.

Die Bedingung im Teil b) der obigen Deőnition stellt sicher, daû Kurven, anschaulich betrachtet, zusammenhÈangend sind; es hat allein praktische GrÈunde, daû man nicht auch von den Intervallen verlangt, daû sie unmittelbar aneinander anschlieûen: Oft werden die Formeln fÈur ein KurvenstÈuck einfacher, wenn man einen bestimmten Anfangswert wie etwa Null fÈur das Intervall nehmen kann.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen einer Kurve und einem KurvenstÈuck liegt in der Differenzierbarkeit: Durch Verschiebung der Parameterintervalle kÈonnte man jede Kurve durch eine stetige Abbildung γ: [a, b] → R^n beschreiben, aber dort, wo zwei KurvenstÈucke aneinanderstoûen, muû diese Abbildung nicht differenzierbar sein; anschaulich gesprochen kann die Kurve dort einen žKnickł haben.

Die Ableitung nach einem Parameter t wird meist nicht durch einen Strich, sondern durch einen Punkt bezeichnet; wir schreiben die Ableitung eines KurvenstÈucks γ: [a, b] → R^n daher als γ̇(t) und fassen sie als (Tangenten-)Vektor im R^n auf.

Gelegentlich wird es wichtig sein, daû dieser Vektor ungleich dem Nullvektor ist; wir deőnieren daher

Deőnition: a) Ein KurvenstÈuck γ: [a, b] → R^n heiût regulÈar, wenn γ̇(t) ≠ 0 fÈur alle t ∈ (a, b).

b) Eine Kurve γ heiût stÈuckweise regulÈar, wenn sie aus regulÈaren KurvenstÈucken zusammengesetzt werden kann.

Man beachte, daû fÈur die Intervallendpunkte nichts gefordert wird: Selbst wenn die Ableitung dort existiert, muû sie nicht von Null verschieden kann. Auf diese Weise lÈaût sich ein KurvenstÈuck, bei dem γ̇(t) an endlich vielen Stellen gleich dem Nullvektor ist, immer noch als stÈuckweise regulÈare Kurve auffassen.

b) Die BogenlÈange einer Kurve

In [HM1], Kapitel I, §1 hatten wir die FlÈache unterhalb einer Kurve dadurch deőniert, daû wir sie durch Rechtecke angenÈahert hatten; falls

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 106

deren GesamtŕÈache bei immer feiner werdenden Unterteilungen gegen einen festen Grenzwert konvergierte, bezeichneten wir diesen als FlÈache unterhalb der Kurve oder auch als RIEMANN-Integral Èuber die die Kurve beschreibende Funktion.

Nichts spricht dagegen, bei der Deőnition der BogenlÈange genauso vorzugehen: Die primitiven Bausteine, mit denen wir die Kurve annÈahern, sind nun natÈurlich keine Rechtecke mehr, sondern Strecken; am einfachsten nehmen wir dazu Tangentenvektoren. Dazu brauchen wir allerdings Differenzierbarkeit, wir mÈussen uns also zunÈachst auf ein KurvenstÈuck beschrÈanken.

Sei also γ: [a, b] → R^n ein KurvenstÈuck; wir unterteilen das Intervall, wie wir es vom RIEMANN-Integral her gewohnt sind, durch Zwischenpunkte a = t_0 < t_1 < · · · < t_{N−1} < t_N = b

und wÈahlen in jedem Teilintervall (t_i, t_{i+1}) einen Zwischenpunkt τ_i. Der Tangentenvektor im Punkt τ_i ist γ̇(τ_i), die BogenlÈange der Kurve kann also angenÈahert werden durch N−1∑ i=0 | |γ̇(τ_i) | | . Da γ nach Deőnition eines KurvenstÈucks stetig differenzierbar ist, ist auch | |γ̇(t) | | immerhin noch eine stetige und damit insbesondere RIEMANN-integrierbare Funktion; wir wissen also, daû der Grenzwert fÈur immer enger werdende Verfeinerungender Unterteilung existiert und gleich dem Integral Èuber diese Funktion ist. Somit kamen wir auf ganz natÈurliche Weise auf die

Deőnition: a) Die BogenlÈange eines KurvenstÈucks γ: [a, b] → R^n ist b∫ a | |γ̇(t) | | dt . b) Die BogenlÈange einer Kurve γ, bestehend aus den KurvenstÈucken γ_1, . . . , γ_r ist die Summe der BogenlÈangen der KurvenstÈucke γ_i.

107 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Um zu sehen, ob das alles wirklich vernÈunftig ist, berechnen wir die BogenlÈange der Kreislinie γ: [0, 2π] → R^2 ; t → (cos t, sin t) .

(Wir wissen bereits, daû diese gleich 2π sein muû, denn genau Èuber diese Eigenschaft hatten wir in [HM1], Kapitel I, §4b) die Zahl π deőniert.) Hier ist

γ̇(t) = ( − sin t cos t ) , also | γ̇(t) | = sin^2 t + cos^2 t = 1 ,

und damit ist die BogenlÈange 2π∫ 0 | |γ̇(t) | | dt = 2π∫ 0 dt = 2π , wie erwartet; zumindest fÈur diese Parametrisierung ist also alles vernÈunftig.

Alternativ kÈonnen wir die Kreislinie auch parametrisieren durch

γ_2: R → R^2 ; t → ( t^2 − 1 t^2 + 1 , 2t t^2 + 1 ) ; hier ist die BogenlÈange im Sinne obiger Deőnition nicht erklÈart, allerdings kÈonnen wir natÈurlich γ_2 auf endliche Intervalle einschrÈanken und diese immer grÈoûer werden lassen; falls ein Grenzwert existiert, bekommen wir also auch hier eine BogenlÈange als uneigentliche Integral ∞∫ −∞ | |γ̇(t) | | dt . Berechnen wir zunÈachst die Ableitung von γ: d dt ( t^2 − 1 t^2 + 1 ) = (t^2 + 1) · 2t − (t^2 − 1) · 2t (t^2 + 1)^2 = 4t (t^2 + 1)^2 und d dt ( 2t t^2 + 1 ) = (t^2 + 1) · 2 − 2t · 2t (t^2 + 1)^2 = −2(t^2 − 1) (t^2 + 1)^2 ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 108

d.h. | |γ̇(t) | | = √ (4t)^2 + 4(t^2 − 1)^2 (t^2 + 1)^2 = 4 (t^2 + 1)^2 . Die BogenlÈange ist somit ∞∫ −∞ 4 dt (t^2 + 1)^1 = ( 2t t^2 + 1

+ 2 arctan t )| | | ∞ −∞ = 2 ( π 2 − −π 2 ) = 2π ,

auch bei dieser Parametrisierung erhalten wir also dasselbe Ergebnis, wie dies aus geometrischen GrÈunden natÈurlich auch sein muû: Die BogenlÈange ist schlieûlich eine Eigenschaft einer Kurve, nicht einer speziellen Parametrisierung der Kurve.

Ganz so einfach ist die Sache allerdings nun doch nicht: Schlieûlich parametrisiert auch

γ_3: [0, 20π] → R^2 ; t → (cos t, sin t) die Kreislinie, aber nun ist die BogenlÈange 20π∫ 0 | |γ̇_3(t) | | dt = 20π∫ 0 dt = 20π ,

und auch das erscheint geometrisch durchaus sinnvoll: Wenn man nicht nur einmal, sondern zehnmal im Kreise herum geht, legt man schlieûlich einen zehnmal so langen Weg zurÈuck.

Wir mÈussen also etwas sorgfÈaltig sein, wenn wir prÈazisieren wollen, was die UnabhÈangigkeit der BogenlÈange von der Parametrisierung wirklich bedeuten soll; da das ganze dadurch auch etwas umfangreicher wird, sei das entsprechende Lemma in den nÈachsten Abschnitt verschoben, wo wir es gleich etwas allgemeiner beweisen werden.

c) Integration eines Vektorfelds lÈangs einer Kurve Die Hauptanwendung von Kurvenintegralen besteht nicht darin, die LÈangen aller mÈoglicher Kurven zu berechnen; der Hauptgrund, warum solche Integrale eingefÈuhrt wurden, ist die Berechnung der aufzuwendenden oder freiwerdenden Energie bei der Bewegung eines Teilchens

109 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

in einem Kraftfeld bzw. ś im Fall eines elektrisch geladenen Teilchens ś eines elektromagnetischen Felds.

Gehen wir der Einfachheit halber aus von einem Kraftfeld ⃗F (x) und einem Teilchen, das sich entlang eines KurvenstÈucks γ: [a, b] → R^n durch dieses Feld bewegt, d.h. der Vektor ⃗F ( γ(t) ) sei fÈur alle t aus [a, b] deőniert. Im Punkt γ(t) greift dann also der Kraftvektor ⃗F ( γ(t) ) an; die Arbeit, die das Teilchen verrichten muû oder gewinnt, ist das Skalarprodukt aus Kraftvektor und (Tangential-)Vektor des Wegs.

Um die Gesamtarbeit zunÈachst nÈaherungsweise auszurechen, unterteilen wir wie gewohnt das Intervall [a, b] durch Zwischenpunkte

a = t_0 < t_1 < · · · < t_{N−1} < t_N = b

und wÈahlen in jedem Teilintervall (t_i, t_{i+1}) einen Punkt τ_i. Der Tangentenvektor im Punkt τ_i ist γ̇(τ_i), die Arbeit kann also angenÈahert werden durch_{N−1} ∑ i=0 ⃗F (γ(τ_i)) · γ̇(τ_i) Da γ nach Deőnition eines KurvenstÈucks stetig differenzierbar ist, ist ⃗F (γ(t)) · γ̇(t) fÈur ein stetiges Vektorfeld eine stetige und damit insbesondere RIEMANN-integrierbare Funktion; wir wissen also, daû der Grenzwert fÈur immer enger werdende Verfeinerungen der Unterteilung existiert und gleich dem Integral Èuber diese Funktion ist.

Deőnition: a) ⃗V ∈ C^0(D, R^n ) sei ein stetiges Vektorfeld auf der offenen Teilmenge D ⊆ R^n , und γ: [a, b] → D sei ein KurvenstÈuck. Das Integral Èuber ⃗V entlang γ ist ∫ γ ⃗V (x) dx =_{def} b∫ a ⃗F (γ(t)) · γ̇(t) dt .

b) Das Integral Èuber ⃗V entlang einer Kurve γ ist die Summe der Integrale Èuber ⃗V entlang der KurvenstÈucke, aus denen γ zusammengesetzt ist.

Noch allgemeiner kÈonnen wir ausgehen von einer beliebigen stetigen Funktion f: C → R auf dem Bild C = γ ( [a, b] ) des KurvenstÈucks

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 110

γ: [a, b] → R^n und diese entlang γ integrieren. Als Motivation kÈonnte man sich etwa vorstellen, daû γ eine materielle Kurve ist und f ( γ(t) ) die (lineare) Massendichte im Punkt γ(t) angibt, oder γ kÈonnte den Weg eines Teilchens durch eine FlÈussigkeit mit rÈaumlich variabler ViskositÈat beschreiben usw.

Wenn wir wieder von derselben Unterteilung wie oben ausgehen und das KurvenstÈuck durch eine Folge von Tangentenvektoren approximieren, mÈussen wir hier die Summen N−1∑ i=0 f ( γ(τ_i) ) | γ̇(τ_i) | | betrachten, und diese konvergieren wegen der Stetigkeit von f gegen ∫ γ f(x) ds =_{def} ∫_b a f ( γ(t) ) | γ̇(t) | | dt . Analog deőnieren wir auch das Integral Èuber eine Kurve γ.

Deőnition: ∫ γ f(x) ds heiût RIEMANN-STIELTJES-Integral Èuber f entlang γ.

(Der niederlÈandische Mathematiker THOMAS JAN STIELTJES (1856ś 1894) verallgemeinerte das RIEMANN-Integral zu den hier betrachteten Kurvenintegralen; ds steht hier fÈur das Bogenelement der Kurve, wobei der Buchstabe s wohl vom lateinischen spatium = Entfernung kommen dÈurfte.)

Dieses RIEMANN-STIELTJES-Integral wird im Spezialfall f ≡ 1 zur BogenlÈange und fÈur ein regulÈares KurvenstÈuck γ ohne Selbstschnitte wird es fÈur f ( γ(t) ) = ⃗V (γ(t)) · γ̇(t) | |γ̇(t) | | zum Integral entlang γ Èuber das Vektorfeld ⃗V . (Falls sich die Kurve γ selbst schneidet, wie etwa eine 8, ist γ̇(t) im Schnittpunkt eventuell nicht nur vom Punkt γ(t) abhÈangig, sondern vom Parameter t, so daû wir dann nicht in der Situation von RIEMANN-STIELTJES sind. Meist ist dies jedoch kein Problem, denn wenn so etwas nur endlich oft vorkommt, kÈonnen

111 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

wir die Kurve γ in endlich viele KurvenstÈucke zerlegen, deren jedes die Voraussetzung erfÈullt.)

NatÈurlich gelten auch fÈur RIEMANN-STIELTJES-Integrale die aus [HM1], Kapitel 1, §3 bekannten Rechenregeln: Da wir Kurvenintegrale als spezielle RIEMANN-Integrale deőniert haben, sind dies in der Tat einfach SpezialfÈalle der dort deőnierten Regeln. Wir haben also, zum Beispiel, wieder die Monotonieregel ∫ γ f(x) ds ≤ ∫ γ g(x) ds falls f(x) ≤ g(x) fÈur jeden Punkt auf γ,

die LinearitÈatseigenschaft ∫ γ (αf + βg) ds = α ∫ γ f ds + β ∫ γ g ds und fÈur Zusammensetzungen gilt ∫ γ+δ f ds = ∫ γ f ds + ∫ δ f ds , wobei γ +δ jene Kurve bezeichne, deren erste KurvenstÈucke die Kurve γ deőnieren, wÈahrend die restlichen die Bestandteile von δ sind.

Schlieûlich haben wir auch noch einen

Mittelwertsatz: FÈur jedes KurvenstÈuck γ: [a, b] → R^n und jede stetige Funktion f auf γ([a, b]) gibt es einen Parameterwert τ ∈ [a, b], so daû gilt ∫ γ f ds = f(τ) · BogenlÈange von γ .

Beweis: Dies ist einfach der gewÈohnliche Mittelwertsatz der Integralrechnung aus [HM1], Kapitel 1, §3, angewandt auf die Funktion t → f ( γ(t) ) · γ̇(t) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 112

Man beachte, daû dieser Satz fÈur beliebige Funktionen im allgemeinen falsch ist: Da der Mittelwertsatz der Integralrechnung nur fÈur stetige Funktionen gilt, kÈonnen wir ihn nur anwenden, wenn f ( γ(t) ) stetig ist.

Ein einfaches Gegenbeispiel zum Mittelwertsatz wÈare eine Kurve aus zwei gleichlangen Komponenten, auf deren einer f konstant gleich eins ist, wÈahrend es auf der anderen verschwindet. Nach dem Mittelwertsatz, angewandt auf die beiden Komponenten, folgt, daû der Mittelwert Èuber die gesamte Kurve gleich ein halb ist, aber dieser Wert wird von f nirgends angenommen.

Als nÈachstes kommen wir zu der angekÈundigten UnabhÈangigkeit des Kurvenintegrals von der Parametrisierung der Kurve. Da diese, wie wir am Beispiel der mehrfach durchlaufenenen Kreislinie gesehen haben, nicht ganz uneingeschrÈankt gilt, mÈussen wir zunÈachst deőnieren, was wir meinen:

Deőnition: Zwei KurvenstÈucke γ: [a, b] → R^n und δ: [c, d] → R^n heiûen Èaquivalent, wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung φ: [a, b] → [c, d] gibt derart, daû δ ∘ φ = γ ist, d.h. fÈur alle x ∈ [a, b] ist δ ( φ(x) ) = γ(x).

Dese Deőnition stellt insbesondere sicher, daû γ ( [a, b] ) und δ ( [c, d] ) dieselbe Teilmenge von R^n sind, so daû die beiden Kurven als Punktmengen Èubereinstimmen; durch die geforderte BijektivitÈat von φ ist aber auch sichergestellt, daû die Kurve bei beiden Parametrisierungen gleich oft durchlaufen wird. Daher erwarten wir

Lemma: γ: [a, b] → D ⊆ R^n und δ: [c, d] → D ⊆ R^n seien Èaquivalente KurvenstÈucke, und f: D → R sei eine stetige Funktion. Dann ist ∫ γ f(x) ds = ∫ δ f(x) ds .

Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Kettenregel: Nach Deőnition der ÈAquivalenz gibt es eine stetig differenzierbare Funktion φ,

113 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

so daû γ = δ ∘ φ und damit γ^′ = (δ^′ ∘ φ) · φ^′ ist. Also ist nach der Substitutionsregel ∫ γ f(x) ds = b∫ a f ( γ(t) ) γ^′(t) dt = b∫ a f ( δ ( φ(t) )) δ^′ ( φ(t) ) φ^′(t) dt

= d∫ c f ( δ(t) ) δ^′(t) dt = ∫ δ f(x) ds .

d) Zirkulationsfreie und konservative Vektorfelder

Wir haben Kurvenintegrale Èuber Vektorfelder eingefÈuhrt, um die Energie zu beschreiben, die zur Bewegung eines Teilchens durch ein Kraftfeld (oder ein elektromagnetisches Feld) aufgewendet werden muû oder dabei frei wird. Das gerade bewiesene Lemma zeigt, daû diese (Gesamt-)Energie nur vom Weg des Teilchens abhÈangt, nicht aber beispielsweise von seiner Geschwindigkeit. Wie aus der Physik bekannt ist, hÈangt aber beispielsweise bei reibungsfreier Bewegung eines Teilchens in einem mechanischen Kraftfeld der Weg nicht einmal von der Kurve ab, sondern nur von deren Anfangs- und Endpunkt; insbesondere verschwindet also das Integral lÈangs einer jeden geschlossenen Kurve. In diesem Abschnitt wollen wir Vektorfelder mit dieser Eigenschaft genauer untersuchen.

Deőnition: Ein Vektorfeld ⃗V : D → R^n heiût zirkulationsfrei, wenn fÈur jede geschlossene Kurve γ in D gilt: ∫ γ ⃗V ds = 0 .

Beginnen wir mit einem ganz einfachen Beispiel: Ein Teilchen mit konstanter Masse bewege sich etwa durch das Gravitationsfeld ⃗F = − grad G Mm r

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 114

eines HimmelskÈorpers oder, allgemeiner, durch irgendein Potentialfeld ⃗F = − grad U. Nach dem zweiten N_{EWTON}schen Gesetz gilt dann fÈur die Bahn γ: [a, b] → R^3 des Teilchens mit der Zeit t als Parameter ⃗F (γ(t)) = m Èγ(t) , d.h. die im Punkt γ(t) wirkende Kraft ist gleich der Masse des Teilchens mal seiner Beschleunigung. Also ist in jedem Punkt γ(t)

m Èγ(t) + grad U ( γ(t) ) = 0 .

Um aus dieser Vektorgleichung eine skalare Beziehung abzuleiten, bilden wir das Skalarprodukt mit dem Geschwindigkeitsvektor γ̇(t):

0 = m Èγ(t) · γ̇(t) + grad U ( γ(t) ) · γ̇(t) = d dt (m 2 γ̇(t) · γ̇(t) + U ( γ(t) )) . Also ist E = m | |γ̇(t) | |^2 2 + U ( γ(t) ) konstant, und das ist der klassische Energieerhaltungssatz: Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist eine zeitlich unverÈanderliche ErhaltungsgrÈoûe.

Die wesentliche Annahme Èuber das Feld ⃗F , die wir in dieser Rechnung benutzten, war die Darstellung von ⃗F als Gradient einer Funktion; wir deőnieren daher

Deőnition: Ein Vektorfeld ⃗V : D → R^n im R^n heiût konservativ, wenn es eine differenzierbare Funktion φ: D → R gibt, so daû ⃗V = grad φ ist. φ heiût Stammfunktion von ⃗V und −φ Potentialfunktion.

Der Name žkonservativł kommt vom lateinischen conservare = erhalten; der Grund fÈur das negative Vorzeichen der Potentialfunktion liegt darin, daû der Gradient die Richtung des stÈarksten Anstiegs einer Funktion ist, wohingegen die Natur versucht, ein System zum Energieminimum zu bringen, so daû die KrÈafte in Gegenrichtung zum Gradienten wirken.

115 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Satz: FÈur ein Vektorfeld ⃗V : D → R^n auf einer offenen zusammenhÈangenden Teilmenge D ⊆ R^n sind die folgenden Aussagen Èaquivalent:

1.) ⃗V ist konservativ.

2.) FÈur jede Kurve γ in D hÈangt ∫ γ ⃗V · ds nur ab von den Endpunkten von γ.

3.) ⃗V ist zirkulationsfrei.

Beweis: 1.) ⇒ 2.): Falls ⃗V konservativ ist, gibt es eine Stammfunktion f auf D, so daû ⃗V = grad f ist. FÈur eine Kurve γ: [a, b] → D ist daher nach der Kettenregel ∫ γ ⃗V · ds = b∫ a ⃗V (γ(t)) · γ̇(t) dt = b∫ a grad f ( γ(t) ) · γ̇(t) dt

= b∫ a d dt f ( γ(t) ) dt = f ( γ(b) ) − f ( γ(a) ) . Damit ist das Integral, genau wie wir es vom Eindimensionalen gewohnt sind, einfach gleich der Differenz der Werte der Stammfunktion am Endpunkt und am Anfangspunkt der Kurve.

2.) ⇒ 3.): Diese Implikation ist klar, denn wenn der Wert des Integrals nicht von der Kurve abhÈangt, ist das Integral lÈangs einer geschlossenen Kurve gleich dem Integral lÈangs der zu einem Punkt degenerierten Kurve, und das ist natÈurlich gleich Null.

3.) ⇒ 2.): γ und δ seien zwei Kurven mit Anfangspunkt x_0 und Endpunkt x_1. Sowohl γ als auch δ sind aus KurvenstÈucken zusammengesetzt; indem wir diese noch weiter unterteilen, kÈonnen wir o.B.d.A. annehmen, daû auch alle KurvenstÈucke von γ und δ jeweils dieselben Anfangs- und Endpunkte haben, und dann reicht es natÈurlich, die Aussage fÈur zwei KurvenstÈucke γ: [a, b] → R^n und δ: [c, d] → R^n zu beweisen.

Dazu betrachten wir das KurvenstÈuck δ^∗: [c, d] → R^n ; t → δ(c + d − t) ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 116

d.h. also, das rÈuckwÈarts durchlaufene KurvenstÈuck δ. Da γ und δ dieselben Anfangs- und Endpunkte haben, deőnieren γ und δ^∗ zusammen eine geschlossene Kurve ~γ = γ + δ^∗. Nach Voraussetzung verschwindet das Integral lÈangs dieser Kurve, d.h. 0 = ∫ ~γ ⃗V ds = ∫ γ ⃗V ds + ∫ δ^∗ ⃗V ds = ∫ γ ⃗V ds − ∫ δ ⃗V ds ,

und damit sind die Integrale Èuber γ und δ gleich.

2) ⇒ 1): x_0 sei irgendein beliebig ausgewÈahlter Punkt von D. Da D zusammenhÈangendist, gibt es dann fÈur jeden Punkt x ∈ D eine Kurve γ_x mit Anfangspunkt x_0 und Endpunkt x.

Diese Existenz einer Kurve folgt eigentlich nicht aus der Deőnition von Zusammenhang, wie wir sie aus der Analysis I kennen, sondern aus der des Wegzusammenhangs, die ja im allgemeinen stÈarker ist. FÈur offene Mengen in R^n stimmen die beiden Deőnitionen jedoch Èuberein: Sei nÈamlich D_0 die Menge aller Punkte aus der offenen Menge D, die mit dem Punkt x_0 ∈ D durch einen Weg verbunden werden kÈonnen. Dann ist D_0 offen, denn fÈur x_1 ∈ D_0 gibt es wegen der Offenheit von D eine ε-Umgebung von x_1, die ganz in D liegt. Da jeder Punkt dieser ε-Umgebung durch eine Strecke mit dem Mittelpunkt x_1 verbunden werden kann, liegt auch diese Umgebung in D_0, d.h. D_0 ist offen.

Aber auch das Komplement von D_0 in D ist offen, denn auch fÈur einen Punkt x_2 ∈ DrD_0 enthÈalt D eine ε-Umgebung. LÈage diese nicht ganz in DrD_0 , gÈabe es dort einen Punkt x_3 , der durch einen geeigeten Weg mit x_0 verbunden werden kÈonnte. Da aber x_3 durch eine Strecke mit x_2 verbunden werden kann, gÈabe dann auch einen Weg von x_2 nach x_0, im Widerspruch zur Annahme. Also ist D r D_0 offen.

Damit ist D also Vereinigung der offenen und disjunkten Teilmengen D_0 und D r D_0; wenn D zusammenhÈangend ist, geht das nur, wenn eine der beiden Mengen leer ist. D_0 enthÈalt den Punkt x_0, also ist D r D_0 = ∅ und somit D = D_0. Also kann jeder Punkt aus D durch einen Weg mit x_0 verbunden werden, und damit ist D wegzusammenhÈangend.

Wir deőnieren nun einen Kandidaten fÈur eine Stammfunktion durch

F (x) = ∫ γ_x ⃗V ds ;

wegen der Voraussetzung 2) hÈangt F (x) in der Tat nur von x ab und nicht von der Wahl eines Wegs γ_x.

117 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

FÈur einen Vektor ⃗h, fÈur den auch x + ⃗h noch in D liegt, gibt es eine Stecke η, die x mit x + ⃗h verbindet, und

F (x + ⃗h) − F (x) = ∫ γ_{x+⃗h} ⃗V ds − ∫ γ_x ⃗V ds = ∫ η ⃗V ds .

Speziell fÈur einen Vektor ⃗h = h⃗e_i der LÈange h in Richtung des Einheitsvektors ⃗e_i der Koordinatenachse x_i ist ∫ η ⃗V ds = ∫ η V_i dx_i = h∫ 0 V_i(x + t⃗e_i) dt ,

und damit

lim_{h→0}

F (x + h⃗e_i) − F (x) h = lim_{h→0} 1 h h∫ 0 V_i(x + t⃗e_i) dt = V_i(x)

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fÈur Funktionen einer reellen VerÈanderlichen. Damit ist grad F = ⃗V , das Vektorfeld hat also eine Stammfunktion.

Im R^3 sollten wir erwarten, daû es noch eine vierte Èaquivalente Charak-

terisierung konservativer Vektorfelder gibt: Da die Zirkulationsfreiheit mit Drehungen um eine Achse zusammenhÈangt, sollte fÈur solche Felder auch die Rotation verschwinden. Die eine Richtung ist trivial:

Lemma: FÈur ein konservatives Vektorfeld ⃗V : D → R^3 auf D ⊆ R^3 ist rot ⃗V ≡ 0 auf D.

Beweis: Nach den Rechenregeln aus §4f) gilt mit der Stammfunktion f von ⃗V rot ⃗V = rot grad f = 0 .

Die umgekehrte Richtung ist allerdings zumindest in dieser Allgemeinheit falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir das Magnetfeld eines

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 118

geradlinigen stromdurchŕossenen Leiters, d.h. also das Vektorfeld ⃗V (x, y, z) = 1 4π(x^2 + y^2) ( −y x 0 ) . Wie wir in §4e2) gesehen haben, verschwindet seine Rotation Èuberall dort, wo das Vektorfeld deőniert ist, d.h. Èuberall auûerhalb der z-Achse.

Trotzdem ist das Vektorfeld nicht zirkulationsfrei, denn fÈur den Einheitskreis γ: [0, 2π] → R^3 ; t → (cos t, sin t, 0) ist ∫ γ ⃗V ds = 2π∫ 0 ⃗V (γ(t))γ̇(t) dt = 2π∫ 0

( − sin t cos t 0 ) ( − sin t cos t 0 ) dt

= 2π∫ 0 dt = 2π . Der Grund fÈur dieses Verhalten liegt, wie wir bald sehen werden, darin, daû ⃗V auf der z-Achse nicht deőniert ist: Obwohl die z-Achse im Vergleich zum gesamten R^3 nur einen ś sollte man meinen ś vernachlÈassigbar geringen Teil ausmacht, genÈugt selbst diese minimale DeőnitionslÈucke, um die Umkehrung des Lemmas falsch zu machen.

ğ6: Mehrdimensionale Integrationstheorie

Die bisher betrachteten Kurvenintegrale waren alle zurÈuckfÈuhrbar auf gewÈohnliche RIEMANN-Integrale Èuber Funktionen einer reellen VerÈanderlichen. Mit ihrer Hilfe ist es mÈoglich, die LÈange von Kurven zu bestimmen, nicht aber FlÈacheninhalte oder Volumen von hÈoherdimensionalen geometrischen Gebilden. Deren Berechnung, sowie die von naheliegenden Verallgemeinerungen wie dem Fluû durch die OberŕÈache eines Bereichs sind Gegenstand dieses Paragraphen.

119 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

a) FlÈacheninhalte und Volumina

Beginnen wir mit FlÈacheninhalten und Volumina. Bereits das RIEMANN- Integral aus Kapitel 1 von [HM1] konnte als FlÈacheninhalt interpretiert werden, allerdings nur fÈur die FlÈache zwischen der x-Achse und einer Kurve zwischen zwei gegebenen x-Koordinaten. Hier soll es nun um beliebige FlÈachen im R^2 , Volumina im R^3 und die entsprechenden hÈoherdimensionalen Konzepte gehen.

Bei der Deőnition des RIEMANN-Integrals in [HM1], Kapitel I, §2 hatten wir die FlÈache unterhalb der Kurve durch Rechtecke angenÈahert, deren KantenlÈange in x-Richtung immer kleiner wurde, wÈahrend die KantenlÈange in y-Richtung durch die y-Koordinaten der Kurve y = f(x) gegeben war. Im allgemeinen Fall, wo es keine ausgezeichnete Richtung mehr gibt, wird diese Unterscheidung zwischen x- und y-Richtung offensichtlich sinnlos; die einzig mÈogliche Verallgemeinerung des RIEMANN-Integrals besteht darin, daû man eine FlÈache durch beliebige Rechtecke annÈahert und beim GrenzÈubergang beide Seiten gegen Null gehen lÈaût.

Ganz entsprechend mÈussen fÈur dreidimensionale Bereiche Quader betrachtet werden, deren drei Seiten mit Verfeinerung der ÈUberdeckung immer kleiner werden, usw.

Formal gehen wir dazu wie folgt vor: Wir wÈahlen ein festes Koordinatensystem im R^n und betrachten Quader Q_i ⊂ R^n , deren Kanten parallel zu denn Koordinatenachsen sind. (FÈur n = 2 sind diese žQuaderł natÈurlich Rechtecke, und fÈur n = 1 Intervalle.) Das Volumen eines solchen Quaders soll gleich dem Produkt der KantenlÈangen sein, genau wie wir es aus der Elementargeometrie gewohnt sind.

Deőnition: Eine Elementarmenge in R^n ist eine Teilmenge E ⊂ R^n , die als Vereinigung endlich vieler Quader mit achsenparallelen Kanten geschrieben werden kann; dabei dÈurfen sich zwei Quader hÈochstens in gemeinsamen RandŕÈachen, Kanten oder Ecken schneiden.

Im R^2 wÈare also beispielsweise jede Menge, deren Rand auf karier-

tem Papier so gezeichnet werden kann, daû alle Linien auf Karokanten liegen, eine Elementarmenge.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 120

Das Volumen V (E) einer Elementarmenge E deőnieren wir als die Summe der Volumina der endlich vielen Quader, aus denen die Menge besteht; man Èuberlegt sich leicht, daû es unabhÈangig von der Art der Zerlegung der Menge in Quader ist.

Nun gehen wir im wesentlichen genauso vor, wie bei der Deőnition des RIEMANN-Integrals: Dort hatten wir die FlÈache unterhalb einer Kurve y = f(x) sowohl von oben als auch von unten durch Rechtecke angenÈahert; die FlÈachen der entsprechenden Elementarmengen hatten wir als RIEMANNsche Unter- bzw. Obersummen bezeichnet. Das Integral existierte nach Deőnition genau dann, wenn bei immer weiterer Verfeinerung der ÈUberdeckung die Untersummen und die Obersummen gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergierten.

Entsprechend betrachten wir zur Deőnition des Volumens einer Teilmenge B ⊂ R^n Elementarmengen, die ganz in B enthalten sind und bezeichnen den Grenzwert bei immer feiner werdenden Quader als unteres Volumen V (B). Zur exakten Deőnition verwenden wir besser nicht einen Grenzwert, da es etwas umstÈandlich wÈare, hier zu deőnieren, Èuber was genau wir den Grenzwert bilden, sondern wir deőnieren V (B) einfach als Supremum der Volumina aller Elementarmengen, die in B liegen:

V (B) =_{def} sup { V (E) | | E ⊆ B Elementarmenge} ,

falls dieses Supremum existiert. (Es existiert offensichtlich genau dann, wenn die Menge B beschrÈankt ist; fÈur unbeschrÈankte Mengen wie etwa den gesamten R^n wÈare die Menge aller V (E) unbeschrÈankt, so daû kein Supremum existiert.)

Genauso deőnieren wir ein oberes Volumen V (B) als Inőmum der Volumina aller Elementarmengen, die B enthalten:

V (B) =_{def} inf { V (E) | | E ⊇ B Elementarmenge} ,

falls dieses Inőmum existiert. (Auch hier ist die Existenz wieder an die BeschrÈanktheit von B gekoppelt, denn fÈur ein unbeschrÈankte Menge B gibt es keine Elementarmenge, die B enthÈalt, so daû wir das Inőmum Èuber die leere Menge bilden mÈuûten.)

121 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Die Deőnition des Volumens ist nun fast selbstverstÈandlich:

Deőnition: Wir sagen, die Menge B ⊂ R^n habe das Volumen V (B), falls das untere Volumen V (B) und das obere Volumen V (B) beide existieren und gleich V (B) sind.

Ganz entsprechend kÈonnen wir auch Integrale Èuber Funktionen deőnieren: f: D → R sei eine Funktion auf der Teilmenge D ⊆ R^n , und B ⊆ D sei eine Teilmenge von D. Dann kÈonnen wir wieder RIE-

MANNsche Untersummen deőnieren, indem wir eine Elementarmenge

E ⊆ D betrachten, bestehend etwa aus den Quadern Q_1, . . . , Q_N , und dazu die RIEMANNsche Untersumme deőnieren als N∑ i=1 V (Q_i) · inf{f(x) | x ∈ Q_i } . Die RIEMANNsche Obersumme fÈur die Elementarmenge E^′ ⊇ B bestehend aus den Quadern Q^′_1, . . . , Q^′_M ist entsprechend M∑ j=1 V (Q^′_j ) · sup{f(x) | | x ∈ Q_j } , und wir deőnieren

Deőnition: ∫ · · ·_B ∫ f(x) dx_1 . . . dx_n existiert, wenn das Supremum der Menge aller RIEMANNscher Untersummen gleich dem Inőmum der Menge aller RIEMANNscher Obersummen ist; dieser gemeinsame Wert ist der Wert des Integrals. Die Schreibweise ∫ · · ·_B ∫ f(x) dx_1 . . . dx_n soll dabei bedeuten, daû wir n Integralzeichen schreiben, fÈur B ⊂ R^2 also ∫∫ B f(x, y) dx dy und fÈur B ⊂ R^3 ∫∫ ∫ B f(x, y, z) dx dy dz .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 122

(Nicht alle LehrbÈucher verwenden bei der mehrdimensionalen Integration mehrere Integralzeichen; einige, wie etwa [D], schreiben unabhÈangig von der Dimension immer nur ein Integralzeichen. In Physik und Technik scheint die Schreibweise mit mehreren Integralzeichen Èublicher zu sein, deshalb verwenden wir diese Konvention.)

Integrale und Volumina sind natÈurlich eng miteinander verwandt: Einerseits lÈaût sich das Volumen eines Bereichs B auch als

V (B) = ∫ · · · B ∫ 1 dx_1 · · · dx_n schreiben, andererseits ist, vÈollig analog zur FlÈacheninterpretation des RIEMANN-Integrals, fÈur eine auf B nichtnegative Funktion f ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n =

V ({ (x_1, . . . , x_n, y) ∈ R^{n+1} | | | | (x_1, . . . x_n) ∈ B und 0 ≤ y ≤ f(x_1, . . . , x_n) }) .

Auch fÈur das so deőnierte mehrdimensionale Integral gelten aus offensichtlichen GrÈunden die Analoga der aus [HM1], Kapitel 1, §3 bekannten Rechenregeln wie die Monotonieregel ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n ≤ ∫ · · · B ∫ g(x) dx_1 · · · dx_n ,

falls f(x) ≤ g(x) fÈur alle x ∈ B, und die LinearitÈatseigenschaft ∫ · · · B ∫ ( αf(x) + βg(x) ) dx_1 · · · dx_n

= α ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n + β ∫ · · · B ∫ g(x) dx_1 · · · dx_n .

Auûerdem haben wir wieder einen

123 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Mittelwertsatz: FÈur einen zusammenhÈangenden abgeschlossenen und beschrÈankten Bereich B ⊂ R^n und eine stetige Funktion f: B → R gibt es einen Punkt x_0 ∈ B, so daû gilt ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n = f(x_0) · Volumen von B .

Der Beweis geht ganz genauso wie in R: Da B beschrÈankt und abgeschlossen (also kompakt) ist, nimmt die stetige Funktion f auf B sowohl ihr Maximum an als auch ihr Minimum; sei etwa x_1 ∈ B ein Punkt, in dem f minimal wird, und x_2 einer, in dem f maximal wird. Dann ist fÈur jedes x ∈ B f(x_1) ≤ f(x) ≤ f(x_2) ,

nach der Monotonieregel ist also ∫ · · · B ∫ f(x_1) dx_1 · · · dx_n = f(x_1) · Volumen von B

kleiner oder gleich ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n ,

was wiederum kleiner oder gleich ∫ · · · B ∫ f(x_2) dx_1 · · · dx_n = f(x_2) · Volumen von B

ist. Damit gibt es eine Zahl η zwischen f(x_1) und f(x_2), so daû ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n = η · Volumen von B

ist. Wegen der Stetigkeit von f, und da B zusammenhÈangend ist, gibt es dazu nach dem Zwischenwertsatz (mindestens) einen Punkt x_0 ∈ B mit f(x_0) = η, und fÈur diesen Punkt ist der Satz erfÈullt.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 124

Wie beim gewÈohnlichen (eindimensionalen) RIEMANN-Integral ist die Existenz von mehrdimensionalen Integralen normalerweise kein Problem, allerdings kann man natÈurlich leicht Beispiele konstruieren, fÈur die das Integral nicht existiert. Wir kÈonnen etwa in Analogie zur DI-

RICHLETschen Sprungfunktion die Menge B = { (x, y) ∈ R^2 | | x, y ∈ Q und 0 ≤ x, y ≤ 1} aller Punkte mit rationalen Koordianten im Einheitsquadrat betrachten.

Da Q keine reellen Intervalle enthÈalt, sind alle Rechtecke, die ganz in B

enthalten sind, zu Punkten degeneriert. Eine in B enthaltene Elementarmenge besteht also aus endlich vielen Punkten und hat somit den FlÈacheninhalt null. Eine Elementarmenge, die ganz B enthÈalt, muû aber das gesamte Einheitsquadrat enthalten, da die rationalen Punkte dort dicht liegen; sie hat also mindestens die FlÈache eins. Somit ist eins der obere und null der untere FlÈacheninhalt von B; der FlÈacheninhalt von B existiert also nicht.

Die folgende ÈUberlegung liefert ein Kriterium fÈur die Existenz des Volumens einer Teilmenge B ⊂ R^n : Die Differenzmenge zwischen einer Elementarmenge, die B enthÈalt, und einer Elementarmenge, die in B enthalten ist, kann offenbar wieder als Elementarmenge aufgefaût werden und enthÈalt den Rand von B. Je besser die Èauûere und die innere Elementarmenge B annÈahern, desto weniger unterscheidet sich diese Differenzmenge vom Rand; die Existenz eines Volumens von B ist daher Èaquivalent dazu, daû das Volumen des Rands von B existiert und verschwindet.

Wie wir bereits wissen, existiert das Volumen einer Menge B ganz sicher dann nicht, wenn B unbeschrÈankt ist. Entsprechend ist fÈur eine solche Menge a priori das Integral einer Funktion f Èuber B nicht deőniert, da obige Deőnition nur anwendbar ist, wenn B in einer Elementarmenge enthalten ist.

Im eindimensionalen hatten wir dasselbe PhÈanomen: Die Deőnition des RIEMANN-Integrals ist nur fÈur endliche Integrationsbereiche anwendbar. Trotzdem hatten wir in [HM1], Kapitel I, §7 auch Integrale Èuber unendliche Intervalle deőniert, sogenannte uneigentliche Integrale, und wir

125 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

hatten gesehen, daû diese fÈur hinreichend schnell abfallende Funktionen existieren. Dort hatten wir beispielsweise deőniert ∞∫ a f(x) dx = lim_{b→∞} f(x) dx , falls dieser Grenzwert existiert. Genauso deőnieren wir jetzt

Deőnition: B ⊆ R^n sei eine unbeschrÈankte Menge und die Funktion f: D → R sei in einer B umfassenden Menge D ⊆ R^n erklÈart. Wir sagen, das uneigentliche Integral ∫ · · · B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n existiere, wenn fÈur jede Folge B_1 ⊂ B_2 ⊂ · · · ⊂ B_i ⊂ · · · von beschrÈankten Mengen B_i mit ⋃ i≥1 B_i = B

der Grenzwert lim_{i→∞} ∫ · · · B_i ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n

existiert und wenn er fÈur jede solche Folge denselben Wert hat. Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir als den Wert des uneigentlichen Integrals.

Wie auch im Eindimensionalen genÈugt es hier nicht, nur eine einzige Folge von Mengen B_i zu betrachten; ansonsten kÈonnte man beispielsweise dem uneigentlichen Integral ∫ ∫ ⋛^2 sin x sin y dx dy je nachdem, ob man fÈur die B_i Quadrate nimmt, in deren Eckpunkten der Cosinus fÈur beide Koordinaten verschwindet, oder Quadrate, in

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 126

deren Eckpunkten die beiden Cosinus einen konstanten anderen Wert haben, dem Integral die verschiedensten Werte zuordnen. TatsÈachlich aber existiert dieses uneigentliche Integral natÈurlich genauso wenig wie das Integral ∫_∞ −∞ sin x dx im Eindimensionalen.

FÈur interessantere Beispiele sei auf den nÈachsten Abschnitt verwiesen, wo wir ∫∫

⋛^2 e^{−(x2+y2)} dx dy berechnen werden.

b) Integration Èuber Normalbereiche und der Satz von Fubbini

Der Grund dafÈur, daû wir bislang noch keine interessanten Beispiele haben, liegt natÈurlich darin, daû man die Werte von Integralen fast nie durch Anwendung der Deőnition bestimmt. Im Eindimensionalen hatten wir stattdessen meist den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung benutzt, Èuber den die Berechnung eines Integrals auf die (nicht immer explizit mÈogliche) Bestimmung einer Stammfunktion zurÈuckgefÈuhrt wurde; hier, im Mehrdimensionalen, wollen wir die Integration soweit wie mÈoglich auf mehrfache eindimensionale Integration zurÈuckfÈuhren. Zumindest in einem Fall wissen wir schon, wie das geht: Ist die Funktion f auf dem Intervall [a, b] nichtnegativ, so hat B = { (x, y) ∈ R^2 | a ≤ x ≤ b und 0 ≤ y ≤ f(x) } die FlÈache ∫∫ B dx dx = b∫ a f(x) dx . Auch den FlÈacheninhalt der etwas komplizierteren Menge B = { (x, y) ∈ R^2 | | a ≤ x ≤ b und g(x) ≤ y ≤ h(x)} lÈaût sich, wenn g(x) ≤ h(x) ist fÈur alle x ∈ [a, b], durch das eindimensionale Integral ∫ ∫ B dx dx = b∫ a ( h(x) − g(x) ) dx

127 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ausdrÈucken. ÈAhnliche Formeln gelten auch nach Vertauschung der Rollen von x und y.

Deőnition: Eine Teilmenge B ⊂ R^2 heiût Normalbereich vom Typ I, wenn es reelle Zahlen a ≤ b und stetig differenzierbare Funktionen g, h: [a, b] → R gibt mit g(x) ≤ h(x) fÈur alle x ∈ [a, b], so daû B = { (x, y) ∈ R^2 | | a ≤ x ≤ b und g(x) ≤ y ≤ h(x)} ist. B heiût Normalbereich vom Typ II, wenn es reelle Zahlen c ≤ d und stetig differenzierbare Funktionen g, h: [c, d] → R gibt mit g(y) ≤ h(y) fÈur alle y ∈ [a, b], so daû B = { (x, y) ∈ R^2 | | c ≤ y ≤ d und g(y) ≤ x ≤ h(y)} . FÈur diese Normalbereiche kÈonnen wir nicht nur die FlÈache leicht ausrechnen, sondern auch beliebige Integrale Èuber stetige Funktionen:

Satz: f: D → R sei eine stetige Funktion auf D ⊆ R^n . a) FÈur einen Normalbereich B ⊆ D vom Typ I ist ∫∫ B f(x, y) dx dy = b∫ a h(x)∫

g(x) f(x, y) dy dx .

b) FÈur einen Normalbereich B ⊆ D vom Typ II ist ∫∫ B f(x, y) dx dy = d∫ c h(y)∫

g(y) f(x, y) dx dy .

Beweis: Wir wissen bereits, daû der FlÈacheninhalt von B existiert; da f eine stetige Funktion ist, folgt dann auch ohne grÈoûere Schwierigkeiten die Existenz des Integrals von f Èuber B. Wir wollen darauf nicht genauer eingehen, sondern nur benutzen, daû es dann ausreicht, spezielle Folgen von Elementarmengen zu betrachten. Eine solche spezielle Folge erhalten wir etwa dadurch, daû wir den ganzen R^2 mit einem Quadrategitter Èuberziehen; die SeitenlÈange der Quadrate sei k =^{b−a}_N und ihr FlÈacheninhalt dementsprechend gleich k^2.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 128

Da die Aussage b) durch Vertauschung der beiden Koordinaten in a) Èubergeht, reicht es, den Satz fÈur Normalbereiche vom Typ I zu beweisen.

Als in B enthaltene Elementarmenge E_N wÈahlen wir die Menge aller Quadrate, die ganz in B liegen; als B enthaltende Elementarmenge E^′_N entsprechend die Menge aller Quadrate, die nichtleeren Durchschnitt mit B haben. Wir numerieren die Quadrate in E_N und E^′_N mit zwei Indizes: Das Intervall [a, b] wird durch das Quadrategitter in N − 1 Teilintervalle der LÈange k zerlegt; das Quadrat Q_{ij} liege Èuber dem i-ten dieser Teilintervalle und sei, von unter her gesehen, das j-te Quadrat, das ganz in B liegt. Die Anzahl der ganz in B liegenden Quadrate im i-ten Streifen sei r_i; dann ist die RIEMANNsche Untersumme zu E_N gleich N−1∑ i=1 r_i∑

j=1 V (Q_{ij} ) · inf_{(x,y)∈Qij} f(x, y) = N−1∑ i=1 r_i∑

j=1 inf (x,y)∈Q_{ij} f(x, y) · k · k .

FÈur die RIEMANNsche Obersumme mÈussen wir alle Quadrate betrachten, die mit B nichtleeren Durchschnitt haben; dabei treten im allgemeinen auch Quadrate Q_{ij} unterhalb von Q_{i1} auf, fÈur deren Bezeichnung wir Indizes j ≤ 0 verwenden.

Im i-ten Streifen mÈogen die Q_{ij} mit s_i ≤ j ≤ t_i auftreten; dann ist die RIEMANNsche Obersumme gleich N−1∑ i=1 t_i∑

j=s_i V (Q_{ij} ) · sup_{(x,y)∈Qij} f(x, y) = N−1∑ i=1 t_i∑

j=s_i sup (x,y)∈Q_{ij} f(x, y) · k · k .

Da f als stetige Funktion RIEMANN-integrierbar ist, konvergieren fÈur N → ∞ und damit k → 0 r_i∑

j=1 inf (x,y)∈Q_{ij} f(x, y) · k und t_i∑

j=s_i sup (x,y)∈Q_{ij} f(x, y) · k beide gegen h(x)∫

g(x) f(x, y) dy ;

129 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

die RIEMANNschen Unter- und Obersummen daher entsprechend gegen b∫ a h(x)∫

g(x) f(x, y) dy dx ,

wie behauptet.

Als erstes Beispiel berechnen wir zur Kontrolle etwas Altbekanntes, die FlÈache der Einheitskreisscheibe B = { (x, y) ∈ R^2 | | x^2 + y^2 ≤ 1} ,

die wir hier umstÈandlich als ∫ ∫ B dx dy ausrechnen wollen.

B kann sowohl als Normalbereich vom Typ I wie auch als solcher vom Typ II geschrieben werden: B = { (x, y) ∈ R^2 | | −1 ≤ x ≤ 1 und − √ 1 − x^2 ≤ y ≤ √ 1 − x^2 } = { (x, y) ∈ R^2 | | −1 ≤ y ≤ 1 und − √ 1 − y^2 ≤ x ≤ √ 1 − y^2 } . In der ersten Darstellung ist nach Teil a) des gerade bewiesenen Satzes ∫∫ B dx dy = 1∫ −1

√_{1−x2} ∫ − √_{1−x2} dy dx = 1∫ −1 2 √ 1 − x^2 dx .

Nach [HM1], Kapitel 1, §5c, ist ∫ √ 1 − x^2 =^1_2 ( x √ 1 − x^2 + arcsin x ) + C ,

also ∫∫ B dx dy = ( x √ 1 − x^2 + arcsin x ) | | | 1 −1 = π 2 + π 2 = π ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 130

wie erwartet.

Etwa interessanter ist die Berechnung des (hoffentlich auch bekannten) Volumens der Einheitskugel K = { (x, y, z) ∈ R^3 | x^2 + y^2 + z^2 ≤ 1 } . Hierzu kÈonnten wir eine dreidimensionale Integration durchfÈuhren, es geht aber zum GlÈuck auch einfacher: NatÈurlich genÈugt es, das Volumen der Halbkugel z ≥ 0 zu bestimmen, und dies ist die Menge aller Punkte zwischen der Einheitskreisscheibe B der (x, y)-Ebene und dem Graph der Funktion f(x, y) = √ 1 − x^2 − y^2

Èuber B. Somit ist das Volumen der Halbkugel gleich ∫ ∫ B √ 1 − x^2 − y^2 dx dy = 1∫ −1

√_{1−x2} ∫ − √_{1−x2} √ 1 − x^2 − y^2 dy dx .

Schreibt man mit a = √ 1 − x^2 √ 1 − x^2 − y^2 = √ a^2 − y^2 = a √ 1 − (y a )_2

und fÈuhrt die Integration dieser Funktion via Substitutionsregel zurÈuck auf die gerade durchgefÈuhrte Integration von √ 1 − x^2, so erhÈalt man die Formel ∫ √ a^2 − y^2 =^1_2 ( y √ a^2 − y^2 + a^2 arcsin^y_a ;

das innere Integral ist also √_{1−x2} ∫ − √_{1−x2} √ 1 − x^2 − y^2 dy = a∫ −a √ a^2 − y^2 dy

=^1_2 ( y √ a^2 − y^2 + a^2 arcsin y a ) | | |^a −a =^1_2 a^2π =^1_2 π(1 − x^2) .

131 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Somit ist ∫ ∫ B √ 1 − x^2 − y^2 dx dy = 1∫ −1 1 2 π(1 − x^2) dx

= π 2 ( x − x^3 3 ) | | |^1 −1 = π 2 · 4 3 = 2π 3 , und das Kugelvolumen als Volumen zweier Halbkugeln ist in der Tat, wie es sein soll, gleich 4π/3.

In FÈallen wie diesem, wo eine Menge als Normalbereich vom Typ I oder II dargestellt werden kann, lassen sich sowohl Teil a) als auch Teil b) des obigen Satzes anwenden, und natÈurlich muû in beiden FÈallen das Ergebnis dasselbe sein, nÈamlich das Integral von f Èuber die Menge B. Dies kÈonnen wir insbesondere fÈur ein Rechteck B = [a, b] × [c, d] = { (x, y) ∈ R^2 | | a ≤ x ≤ b und c ≤ y ≤ d} anwenden; hier ist ∫∫ B f(x, y) dx dy = b∫ a d∫ c f(x, y) dy dx = d∫ c b∫ a f(x, y) dx dy , d.h die Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden. Diese Aussage bezeichnet man als den

Satz von Fubbini: FÈur eine im Rechteck [a, b]×[c, d] stetige Funktion f ist_b ∫ a d∫ c f(x, y) dy dx = d∫ c b∫ a f(x, y) dx dy .

c) Die Transformationsformel

Bei der eindimensionalen Integration war die Substitutionsregel das wichtigste Werkzeug fÈur die Vereinfachung von Integralen und fÈuhrte

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 132

oft sogar zu einer expliziten Stammfunktion. Die Idee war bekanntlich, daû wir die Integrationsvariable x als Funktion x = φ(t) einer neuen Variablen t schrieben; mit a = φ(t_0) und b = φ(t_1) ist dann b∫ a f(x) dx = t_1∫

t_0 f ( φ(t) ) φ^′(t) dt . Genauso kÈonnen wir auch bei einer Funktion mehrerer VerÈanderlicher diese als Funktionen neuer Variabler schreiben. Beginnen wir der Anschaulichkeit halber mit einer Funktion f(x, y) zweier VerÈanderlicher und schreiben wir diese als Funktionen x = x(u, v) und y = y(u, v) zweier neuer Variabler u und v. Ein wichtiges Beispiel, das man zur Veranschaulichung wÈahrend der folgenden Rechnungen im Kopf behalten sollte, ist die Polarkoordinatensdarstellung

x = r sin φ und y = r cos φ .

Zur Deőnition des Integrals ∫∫ B f(x, y) dx dy approximierten wir den Intgegrationsbereich B durch kleine achsenparallele Rechtecke. Wenn wir statt Èuber x und y Èuber u und v integrieren, mÈussen wir entsprechend den Bereich B^′, in dem sich diese neuen Variablen bewegen, in achsenparallele Rechtecke zerlegen; dabei fordern wir nun natÈurlich ParallelitÈat zur u- und zur v-Achse. Wir betrachten ein festes dieser Rechtecke; es habe die Eckpunkte

(u_0, v_0), (u_0 + h, v_0), (u_0, v_0 + k) und (u_0 + h, v_0 + k)

und somit den FlÈacheninhalt hk.

Die Menge der Punkte (x, y), die zu den Punkten (u, v) aus diesem Rechteck gehÈoren, d.h. also die Menge {( x(u, v), y(u, v) ) | u_0 ≤ u ≤ u_0 + h und v_0 ≤ v ≤ v_0 + k }

133 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist natÈurlich im allgemeinen kein Rechteck, sondern eine krummlinig begrenzte Figur; im Beispiel der Polarkoordinaten etwa wÈare sie ein Winkelbereich zwischen zwei KreisbÈogen. (An den bei Polarkoordinaten etwas problematischen Nullpunkt als Ecke denken wir in diesen Zusammenhang am besten nicht; es ist klar, daû sein Einŕuû bei immer kleiner werdenden Rechtecken fÈur eine um den Nullpunkt beschrÈankte Funktion f immer kleiner wird.)

Abb. 24: Rechteck in (r, φ)-Ebene mit Bild in (x, y)-Ebene

Trotzdem machen wir, wenn x und y differenzierbare Funktionen von u und v sind, bei kleinen Rechtecken keinen allzu groûen Fehler, wenn wir die transformierte Menge als Parallelogramm betrachten, denn nach Deőnition der Differenzierbarkeit ist

x(u_0 + h, v_0) = x(u_0, v_0) + h ∂x ∂u (u_0, v_0) + o(h)

y(u_0 + h, v_0) = y(u_0, v_0) + h ∂y ∂u (u_0, v_0) + o(h)

x(u_0, v_0 + k) = x(u_0, v_0) + k ∂x ∂v (u_0, v_0) + o(k)

y(u_0 + h, v_0 + k) = y(u_0, v_0) + k ∂y ∂v (u_0, v_0) + o(k)

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 134 und x(u_0 + h, v_0 + k) = x(u_0, v_0) + h ∂x ∂u (u_0, v_0) + o(h) + k ∂x ∂v (u_0, v_0) + o(k)

y(u_0 + h, v_0) = y(u_0, v_0) + h ∂y ∂u (u_0, v_0) + o(h) + k ∂y ∂v (u_0, v_0) + o(k) ;

wenn wir Terme der GrÈoûenordnung o(h) und o(k) vernachlÈassigen, ist die transformierte Menge also ein Parallelogramm mit Kantenvektoren h ∂x ∂u (u_0, v_0) ∂y ∂u (u_0, v_0) und k ∂x ∂v (u_0, v_0) ∂y ∂v (u_0, v_0) .

Der FlÈacheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich gleich dem Produkt der KantenlÈangen mal dem Sinus des eingeschlossenen Winkels; falls wir die beiden Vektoren in den R^3 einbetten, indem wir ihnen eine Null als dritte Komponente geben, ist das gerade gleich dem Betrag des Vektorprodukts, das hier nur in der dritten Komponenten von null verschieden ist; die FlÈache des Parallelogramms ist also hk · | | | ∂x ∂u ∂y ∂v − ∂x ∂v ∂y ∂u | | | . Der gesamte Integrationsbereich wird approximiert durch die Vereinigung der Parallelogramme zu den sÈamtlichen Rechtecken, mit denen B^′ approximiert wurde; wenn wir also davon ausgehen, daû die Koordinatentransformation zwischen und B und B^′ bijektiv ist und wenn wir ś was eigentlich noch durch genauere AbschÈatzungen zu rechtfertigen wÈare ś auch davon ausgehen, daû wir die oben erwÈahnten Fehler beim GrenzÈubergang h → 0 und k → 0 vernachlÈassigen kÈonnen, erhalten wir die Transformationsformel: f: B → R sei eine integrierbare Funktion auf

B ⊆ R^2 , und die Variablen x, y seien als differenzierbare Funktionen

x = x(u, v) und y = y(u, v) neuer Variabler u, v dargestellt. Ist dann

135 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

B^′ ⊆ R^2 ein Integrationsbereich, fÈur den die Abbildung B^′ → B; (u, v) → ( x(u, v), y(u, v) ) bijektiv ist, so gilt ∫∫ B f(x, y) dx dy = ∫ ∫ B^′ f ( x(u, v) y(u, v) ) | | | ∂x ∂u ∂y ∂v − ∂x ∂v ∂y ∂u | | | du dv .

FÈur unbeschrÈankte Integrationsbereiche stehen hier natÈurlich uneigentliche Integrale; da diese ś so sie existieren ś Grenzwerte von Èublichen Integralen sind, ist dies kein Problem.

Im Fall x = r cos φ und y = r sin φ

der Polarkoordinaten ist ∂x ∂r ∂y ∂φ − ∂x ∂φ ∂y ∂r = cos φ · (r cos φ) − (−r sin φ) · sin φ = r ,

d.h. ∫∫ B f(x, y) dx dy = ∫∫ B^′ f(r cos φ, r sin φ) r dr dφ. Damit kÈonnen wir beispielsweise noch einmal die FlÈache eines Kreises ausrechnen: Die Punkte der Kreisscheibe B mit Radius R um den Nullpunkt haben Polarkoordinaten (r, φ) im Rechteck

B^′ = { (r, φ) | | 0 ≤ r ≤ R und 0 ≤ φ < 2π} ; die FlÈache von B ist also ∫ ∫ B dx dy = ∫∫ B^′ r dr dφ = 2π∫ 0 R∫ 0 r dr dφ = 2π∫ 0 R^2 2 dφ = πR^2 .

Im Vergleich zum letzten Abschnitt, wo wir das Integral (fÈur R = 1) in kartesischen Koordinaten ausrechneten und dazu die Funktion √ 1 − x^2 integrieren muûten, ist diese Rechnung erheblich einfacher; die Transformationsformel leistet also genau das, was wir von einer verallgemeinerten Substitutionsregel erwarten: Bei geschickter Substitution kann sie die Berechnung eines Integrals erheblich vereinfachen.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 136

Als nÈachstes Beispiel wollen wir endlich einmal ein Integral ausrechnen, bei dem wir das Ergebnis nicht besser und viel einfacher durch elementargeometrische ÈUberlegungen bekommen kÈonnen: das Integral

I =_{def} ∞∫ −∞ e^{−x2} dx .

Wie in [HM1] erwÈahnt, ist die Stammfunktion von e^{−x2} nicht in geschlossener Form durch die uns bekannten Funktionen ausdrÈuckbar; Integration mittels Stammfunktion ist also zwecklos. Stattdessen benutzen wir folgenden Trick:

Nach dem Satz von FUBBINI, den wir durch GrenzÈubergang auch auf das unendliche žRechteckł R^2 verallgemeinern kÈonnen, ist ∫∫ ⋛^2 e^{−(x2+y2)} dx dy = ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ e^{−(x2+y2)} dx dy

= ∞∫ −∞ e^{−y2} ∞∫ −∞ e^{−x2} dx dy = ∞∫ −∞ e^{−y2} · I dy

= I · ∞∫ −∞ e^{−y2} dy = I^2 .

In Polarkoordinaten entspricht R^2 dem Bereich B^′ = R_{≥0} ×[0, 2π); also ist das betrachtete Integral nach der Transformationsformel auch gleich ∫ ∫ ⋛^2 e^{−(x2+y2)} dx dx = ∫∫ B^′ e^{−r2} r dr dφ = 2π∫ 0 ∞∫ 0 re^{−r2} dr dφ .

Die Stammfunktion des neuen Integranden re^{−r2} ist leicht zu őnden: Aus d dr e^{−r2} = −2re^{−r2}

137 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

folgt sofort, daû ∫ re^{−r2} dr = −^1_2 e^{−r2} + C .

Damit kÈonnen wir weiterrechnen und erhalten das Ergebnis 2π∫ 0 ∞∫ 0 re^{−r2} dr dφ = 2π∫ 0 −^1_2 e^{−r2} | | | ∞ 0 dφ = 2π∫ 0 1 2 dφ = π. Also ist I^2 = π und, da der Integrand von I Èuberall positiv ist, I = √ π. FÈur die leicht allgemeinere Funktion e^{−x2}2σ^2 folgt nach der Substitutionsregel mit x → x/( √ 2πσ) ∞∫ −∞ e^{−x} 2 2σ2 dx = √ 2πσ ; damit ist also 1 √ 2πσ ∞∫ −∞ e^{−x} 2 2σ2 dx = 1 ,

wie sich das fÈur eine Wahrscheinlichkeitsdichte auch gehÈort.

Zur Verallgemeinerung der Transformationsformel auf hÈohere Dimensionen beachten wir zunÈachst, daû der Term ∂x ∂u ∂y ∂v − ∂x ∂v ∂y ∂u in der Formel ∫∫ B f(x, y) dx dy = ∫ ∫ B^′ f ( x(u, v) y(u, v) ) | | | ∂x ∂u ∂y ∂v − ∂x ∂v ∂y ∂u | | | du dv gerade gleich der Determinaten der JACOBI-Matrix ∂x ∂u ∂x ∂v ∂y ∂u ∂y ∂v

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 138

des Koordinatenwechsels (u, v) → ( x(u, v), y(u, v) ) ist. Dies kÈonnen wir uns auch geometrisch veranschaulichen, denn der Term, um den es hier geht, ist ja gerade der FlÈacheninhalt des Parallelogramms mit den Kantenvektoren ∂x ∂u (u_0, v_0) ∂y ∂u (u_0, v_0) und ∂x ∂v (u_0, v_0) ∂y ∂v (u_0, v_0) .

Den FlÈacheninhalt eines Parallelogramms mit Kantenvektoren ⃗a und ⃗b kÈonnen wir auch wie folgt ausrechnen:

Das (kartesische) Koordinatensystem in R^2 sei so gewÈahlt, daû der Vektor ⃗a ein Vielfaches a⃗e_1 des ersten Koordinateneinheitsvektors ist. Falls dann auch noch ⃗b = b⃗e_2 ein Vielfaches des zweiten sein sollte, falls also das Parallelogramm sogar ein achsenparalleles Rechteck sein sollte, ist dessen FlÈache gleich

ab = det ( a 0 0 b ) = det(⃗a,⃗b) . Im allgemeinen wird das Parallelogramm natÈurlich kein Rechteck sein; da die Basisvektoren im Gegensatz zu ⃗a und⃗b aufeinander senkrecht stehen, mÈussen wir ⃗b dann als Linearkombination ⃗b = c⃗e_1 + b⃗e_2 schreiben. Dabei kÈonnen wir b⃗e_2 als Projektion von ⃗b auf die von ⃗e_2 aufgespannte Koordinatenachse auffassen. Da sich das Parallelogramm durch Scherung in das Rechteck mit Kantenvektoren ⃗a und b⃗e_2 ÈuberfÈuhren lÈaût und sich der FlÈacheninhalte bei Scherungen nicht Èandern, hat das Parallelogramm immer noch den FlÈacheninhalt

ab = det ( a c 0 b ) = det(⃗a,⃗b) . Beim ÈUbergang zu einem anderen orthonormalen Koordinatensystem werden die Koordinatenachsen gedreht, d.h. sie werden mit einer Matrix der Form ( cos φ sin φ − sin φ cos φ )

139 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

multipliziert. Da deren Determinante gleich eins ist, Èandert sich dabei nach dem Multiplikationssatz fÈur Determinanten nichts am Wert von det(⃗a,⃗b). Der FlÈacheninhalt eines von den Vektoren ⃗a und⃗b aufgespannten Parallelogramms ist also stets gleich det(⃗a,⃗b), egal bezÈuglich welcher Orthonormalbasis die Kantenvektoren dargestellt werden.

Genauso kÈonnen wir auch in hÈoheren Dimensionen argumentieren: Durch mehrfache Scherung lÈaût sich ein beliebiges Parallelepiped in einen Quader ÈuberfÈuhren; das Volumen des von n Kantenvektoren ⃗a_1, . . . ,⃗a_n aufgespannten Parallelepipeds ist also gleich det(⃗a_1, . . . ,⃗a_n) . (FÈur n = 3 kennen wir diese Formel bereits, denn wir wissen, daû dort das Volumen gleich dem Spatprodukt (⃗a_1 × ⃗a_2) · ⃗a_3 der drei Vektoren ist, und dieses wiederum ist gleich der Determinanten.)

Damit gilt also im R^n die

Transformationsformel: f: B → R sei eine integrierbare Funktion auf B ⊆ R^n , und die Variablen x_1, . . . , x_n seien als differenzierbare Funktionen x_1 = x_1(u_1, . . . , u_n) . . x_n = x_n(u_1, . . . , u_n)

neuer Variabler u_1, . . . , u_n dargestellt. Ist dann B^′ ⊆ R^2 ein Integrationsbereich, fÈur den die Abbildung

B^′ → B; u → x(u)

bijektiv ist, so gilt ∫ · · ·_B ∫ f(x) dx_1 · · · dx_n = ∫ · · ·_{B′} ∫ f ( x(u) ) |det J_x(u)| du_1 · · · du_n .

Ausgeschrieben wird die Formel fÈur den R^3 , wenn wir kurz

F (u, v, w) =_{def} f ( x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) )

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 140

schreiben, zu ∫∫ ∫

B f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫∫ B^′ F (u, v, w)

| | | | | | | | det ∂x ∂u ∂x ∂v ∂x ∂w ∂y ∂u ∂y ∂v ∂y ∂w ∂z ∂u ∂z ∂v ∂z ∂w

| | | | | | | | du dv dw .

Als Beispiel kÈonnen wir wieder Koordinatensysteme betrachten: FÈur Kugelkoordinaten ist x = r cos φ sin ϑ

y = r sin φ sin ϑ

z = r cos ϑ ,

die JACOBI-Matrix ist also ∂x ∂r ∂x ∂φ ∂x ∂ϑ ∂y ∂r ∂y ∂φ ∂y ∂ϑ ∂z ∂r ∂z ∂φ ∂z ∂ϑ = ( cos φ sin ϑ −r sin φ sin ϑ r cos φ cos ϑ

sin φ sin ϑ r cos φ sin ϑ r sin φ cos ϑ cos ϑ 0 −r sin ϑ ) . Entwicklung nach der dritten Zeile ergibt fÈur die Determinante den Wert

cos ϑ | | | −r sin φ sin ϑ r cos φ cos ϑ r cos φ sin ϑ r sin φ cos ϑ | | | − r sin ϑ | | | cos φ sin ϑ −r sin φ sin ϑ sin φ sin ϑ r cos φ sin ϑ | | | = − r^2 cos ϑ(sin θ cos θ) − r^2 sin ϑ · sin^2 ϑ = −r^2 sin θ .

Der Betrag der Determinanten der JACOBI-Matrix ist also

r^2 |sin ϑ| ,

und mit

F (r, φ, ϑ) = f(r cos φ sin ϑ, r sin φ sin ϑ, r cos ϑ)

141 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

wird die Transformationsformel zu ∫∫ ∫ B f(x, y, z) dx dy dz = ∫∫ ∫ B^′ F (r, φ, ϑ) · r^2 |sin ϑ| dr dφ dϑ . Berechnen wir zur Kontrolle schnell noch einmal das Volumen der Kugel B um den Nullpunkt mit Radius R: ∫ ∫∫ B dx dy dz = π∫ 0 2π∫ 0 R∫ 0 r^2 |sin ϑ| dr dφ dϑ

= π∫ 0 2π∫ 0 R^3 3 |sin ϑ| dφ dϑ = 2πR^3 3 π∫ 0 sin ϑ dϑ = 4πR^3 3 .

Auûer den Kugelkoordinaten hatten wir im R^3 auch noch Zylinderkoordinaten betrachtet; fÈur diese ist x = r cos φ y = r sin φ und z = z , also ∂x ∂r ∂x ∂φ ∂x ∂z ∂y ∂r ∂y ∂φ ∂y ∂z ∂z ∂r ∂z ∂φ ∂z ∂z

= ( cos φ −r sin φ 0 sin φ r cos φ 0

0 0 1 ) ,

und die Determinante davon ist wie bei den ebenen Polarkoordinaten gleich r. Also haben wir hier im wesentlichen dieselbe Transformationsformel wie bei den ebenen Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten sind schlieûlich im wesentlichen auch nichts anderes als ebene Polarkoordinaten), nÈamlich ∫ ∫∫ B f(x, y, z) dx dy dz = ∫ ∫∫ B^′ F (r, φ, z) · r dr dφ dz ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 142

wobei wieder F (r, φ, z) = f(r cos φ, r sin φ, z) sein soll.

Genauso lassen sich auch beliebige andere Koordinatensysteme behandeln, beispielsweise kÈonnte man zum Rechnen mit einem Ellipsoid auch Ellipsoidkoordinaten x = a cos φ sin ϑ y = b sin φ sin ϑ z = c cos ϑ einfÈuhren und damit das Volumen des Ellipsoids x^2 a^2 + y^2 b^2 + z^2 c^2 = 1 bestimmen. (Die Antwort ist natÈurlich (?)^4_3 πabc.)

In Physik und Technik sind noch zahlreiche weitere bewÈahrte Koordinatensysteme im Einsatz, auf die wir hier nicht eingehen kÈonnen; dank der obigen Transformationsformel kann man immer das benutzen, das der jeweiligen Situation am besten angepaût ist und mithin am wenigsten Rechnung verlangt.

d) Der Satz von Green und der ebene Satz von Gauû

B ⊂ R^2 sei ein Bereich, dessen Rand aus endlich vielen KurvenstÈucken

bestehe. Dann kÈonnen wir sowohl Èuber B als auch Èuber dessen Randkurve ∂B integrieren; die beiden SÈatze in diesem Abschnitt befassen sich mit der Beziehung zwischen diesen beiden Integrationen. Im allgemeinen kann man natÈurlich nicht viel erwarten: Nimmt man aus B eine Kurve γ heraus, ist es bei der Integration einer stetigen Funktion gleichgÈultig, ob man Èuber B oder Èuber B r γ integriert, das Randintegral Èandert sich aber um das im allgemeinen nicht verschwindende Kurvenintegral Èuber γ.

FÈur eine geschlossene Kurve γ dagegen erwarten wir, wenn wir uns von der Anschauung leiten lassen und uns die Kurve als eine Art deformierten

143 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Kreis vorstellen, daû sie die Ebene in zwei Bereiche zerlegt: einen beschrÈankten Bereich B und einen unbeschrÈankten Bereich B^′. Hier sollten sich γ und B gegenseitig so stark beeinŕussen, daû eigentlich auch die Integration Èuber B etwas mit der Integration Èuber γ zu tun haben mÈuûte.

Nun ist es natÈurlich etwas gefÈahrlich, sich nurvon der Anschauung leiten zu lassen, denn es gibt sicherlich erheblich mehr Kurven, als man sich gemeinhin vorstellt. Beispielsweise gibt es auch Kurven, die wie eine Ziffer 8 aussehen, etwa die Lemniskate, und diese zerlegen die Ebene in drei Bereiche. Wir mÈussen also noch zusÈatzlich fordern, daû sich die Kurve nicht selbst Èuberkreuzt, aber dann gilt in der Tat

Jordanscher Kurvensatz: γ sei eine geschlossene ebene Kurve ohne ÈUberkreuzungen. Dann hat R^2 r γ zwei Zusammenhangskomponenten, von denen die eine beschrÈankt und die andere unbeschrÈankt ist.

(Der franzÈosische Mathematiker MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838ś1922)war zu seiner Zeit vor allem berÈuhmt fÈur seine Arbeiten zur Algebra, z.B. Èuber Permutationsgruppen, Matrizen und Determinanten; er war aber auch einer der ersten, der algebraische Methoden in der Topologie einfÈuhrte und damit beispielsweise den gerade zitierten Satz bewies.)

Der Beweis dieses anschaulich fast selbstverstÈandlichen Satzes erfordert einen erstaunlich groûen Aufwand: Man muû die Ebene in kleine Quadrate (oder Dreiecke oder etwas Èahnliches) unterteilen, γ durch KantenzÈuge aus deren Seiten annÈahern, den Satz durch aufwendige Rechnungen mit formalen Summen von Quadraten und Quadratseiten fÈur die angenÈaherten Kurven beweisen und dann schlieûlich noch durch ein Limesargument zeigen, daû die Aussage auch fÈur γ selbst gilt. Die genaue DurchfÈuhrung dieses Beweises wÈurde etwa drei Vorlesungstermine erfordern ś ein Aufwand, der fÈur uns in keinem vernÈunftigen Zusammenhang mit seinem Nutzen steht: Bei den meisten in der Praxis vorkommenden Kurven wird die Aussage des JORDANschen Kurvensatzes zumindest fÈur diese speziellen Kurven ohnehin klar sein.

Um den JORDANschen Kurvensatz zu umgehen, starten wir einfach mit einem Bereich B ⊂ R^2 , von dem wir all das verlangen, was uns nach-

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 144

her das Leben einfach macht; in der Praxis sollte es (hoffentlich) selten schwierig sein, diese Forderungen fÈur die Bereiche aus konkreten Anwendungen zu veriőzieren.

Satz von Green: B ⊂ R^2 sei eine abgeschlossene Menge, die sowohl als Vereinigung endlich vieler Normalbereiche vom Typ I wie auch als Vereinigung endlich vieler Normalbereiche vom Typ II geschrieben werden kann; ihre Randkurve γ sei so orientiert, daû B im Gegenuhrzeigersinn umlaufen wird. Weiter sei ⃗V ∈ C^1(D, R^2 ) ein differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge D ⊃ B von R^2 . Dann ist ∫ γ ⃗V ds = ∫∫ B ( ∂V_2 ∂x − ∂V_1 ∂y ) dx dy .

Beweis: Wir betrachten zunÈachst nur Vektorfelder ⃗V = (_{V1} 0 ) mit verschwindender y-Komponente. Nach Voraussetzung lÈaût sich B als Vereinigung endlich vieler Normalbereiche vom Typ I schreiben; einer davon sei N = { (x, y) ∈ R^2 | | a ≤ x ≤ b und f(x) ≤ y ≤ g(x)} . FÈur diesen ist ∫∫ N ( ∂V_2 ∂x − ∂V_1 ∂y ) dx dy = ∫∫ N − ∂V_1 ∂y dx dy

= − b∫ a g(x)∫

f (x) ∂V_1 ∂y dy dx = b∫ a ( V_1 ( x, g(x) ) − V_1 ( x, f(x) ) dx . Das Integral Èuber die Randkurve γ berechnen wir am besten komponentenweise:

γ_1: [a, b] → R^2 ; t → ( t, f(t) ) sei die untere Begrenzungskurve,

γ_2: [ f(a), g(a) ] → R^2 ; t → (b, t) die rechte Randstrecke,

γ_3: [a, b] → R^2 ; t → ( b + a − t, f(b + a − t) )

145 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

die (wegen des Gegenuhrzeigersinns) rÈuckwÈarts durchlaufene obere Begrenzungskurve, und

γ_4: [ f(a), g(a) ] → R^2 ; t →^(a, f(a) + g(a) − t^) schlieûlich die von oben nach unten durchlaufene linke Seitenstrecke.

Dann ist γ̇(t) =

(_1

f^′(t) ) , also ∫ γ_1 ⃗V ds = b∫ a ( V_1 ( t, f(t) ) V_2 ( t, f(t) ) )( 1 f^′(t) ) dt = b∫ a V_2 ( t, f(t) ) dt und entsprechend, da sich bei Umkehr des Integrationswegs einfach das Vorzeichen des Integrals Èandert, ∫ γ_3 ⃗V ds = − b∫ a ( V_1 ( t, g(t) ) V_2 ( t, g(t) ) )( 1 f^′(t) ) dt = − b∫ a V_2 ( t, g(t) ) dt .

FÈur die beiden Seitenstrecken ist γ̇_2(t) =

(_0 1 ) und γ̇_4(t) =

(_0 −1 ) , also ist ∫ γ_2 ⃗V ds = g(a)∫

f (a) ( V_1(a, t) 0 )( 0 1 ) dt = 0 ,

und genauso folgt auch das Verschwinden des Integrals Èuber γ_4.

Aufsummieren der vier Teilintegrale zeigt, daû die Summe gerade gleich dem oben ausgerechneten Wert des FlÈachenintegrals von ⃗V Èuber N ist, zumindest fÈur N und dieses spezielle Vektorfeld ist der Satz also richtig.

Damit gilt er aber zumindest fÈur dieses spezielle Vektorfeld auch fÈur jeden Bereich B, der den Voraussetzungen des Satzes genÈugt: Das FlÈachenintegral Èuber B ist gleich der Summe der FlÈachenintegrale Èuber die Normalbereiche vom Typ I, in die wir B zerlegt haben und somit problemlos. Die Randkurve von B besteht einerseits aus den KurvenstÈucken γ_1 und γ_3 zu den einzelnen Normalbereichen, andererseits eventuell noch aus einigen Teilen von Randstrecken γ_2 oder γ_4. Da die Kurvenintegrale Èuber die letzteren verschwinden (hier verschwindet sogar der Integrand identisch) und die Èuber die ersteren gleich dem

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 146

FlÈachenintegral Èuber den Normalbereich sind, folgt die Behauptung, wenn auch natÈurlich nur fÈur die hier betrachteten Vektorfelder, deren zweite Komponente identisch verschwindet.

Man Èuberlegt sich nun leicht, daû der Satz auch fÈur Vektorfelder, deren erste Komponente identisch verschwindet richtig ist: Wenn man die Normalbereiche vom Typ I durch solche vom Typ II ersetzt, kann man die obige Argumentation fast wÈortlich Èubernehmen.

Der Rest des Beweises ist nun einfach: Ein beliebiges Vektorfeld ⃗V lÈaût sich als Summe ⃗V (x, y) = ( V_1(x, y) V_2(x, y) ) = ( V_1(x, y) 0 ) + ( 0 V_2(x, y) )

schreiben, wobei der Satz fÈur beide Summanden gilt. Da beide Seiten der behaupteten Gleichung linear in ⃗V sind, folgt die Behauptung dann auch fÈur ⃗V selbst.

Wenn wir fÈur ⃗V speziell ein Vektorfeld der Form ⃗V (x, y) = ( −Φ_y(x, y) Φ_x(x, y) ) mit Φ ∈ C^2(D, R)

einsetzen, erhalten wir fÈur das FlÈachenintegral ∫∫ B ( ∂V_2 ∂x − ∂V_1 ∂y ) dxdy = ∫∫ B (Φ_{xx} + Φ_{yy}) dx dy = ∫∫ B ΔΦ dx dy ,

wobei Δ wie Èublich den LAPLACE-Operator Δ = ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 bezeichnet.

147 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Das Integral Èuber die Randkurve γ = (_{γ1} γ_2 ) wird zu ∫ γ ( −Φ_y ( γ(t) ) Φ_x ( γ(t) ) )( γ̇_1(t) γ̇_2(t) ) dt

= ∫ γ ( −Φ_y ( γ(t) ) · γ̇_1(t) + Φ_x ( γ(t) ) · γ̇_2(t) ) dt

= ∫ γ ( Φ_x ( γ(t) ) Φ_y ( γ(t) ) )( γ̇_2(t) −γ̇_1(t) ) dt .

Der erste Vektor im Integranden der dritten Zeile ist einfach der Gradient von Φ. Der zweite Vektor hat Skalarprodukt null mit dem Tangentenvektor γ̇(t) = (_{γ̇1(t)} γ̇_2(t) ) , steht also auf diesem senkrecht und ist somit ein Normalenvektor. Das Skalarprodukt des Gradienten einer Funktion mit einem Vektor ist bekanntlich die Richtungsableitung der Funktion in Richtung dieses Vektors; mit ⃗n = ( γ̇_2(t) −γ̇_1(t) ) und ∂_{⃗n} = ⃗n · grad

erhalten wir somit

Satz von Gauû (ebener Fall): FÈur B, D und γ wie im Satz von GREEN und Φ ∈ C^2(D, R^2 ) gilt ∫∫ B ΔΦ dx dy = ∫ γ ∂_{⃗n}Φ ds .

Mit einer Verallgemeinerung sowie auch mit der anschaulichen Interpretation dieses Satzes werden wir uns in den Abschnitten f) und g) noch genauer befassen: In f) werden wir diesen Satz auch fÈur den dreidimensionalen Raum beweisen, und in g) geht es um Anwendungen sowohl des ebenen wie auch des dreidimensionalen Falls.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 148

e) OberŕÈachenintegrale

Im dreidimensionalen Fall wird der Satz von GAUSS, wie die meisten wohl bereits aus der Physik wissen, ein Volumenintegral mit dem Fluû durch eine OberŕÈache in Verbindung bringen. Was Volumenintegrale sind, haben wir inzwischen auch hier deőniert; in diesem Abschnitt geht es um den Begriff des OberŕÈachenintegrals, um den Fluû eines Vektorfelds durch eine OberŕÈache und um verwandte Themen.

Die Vorgehensweise bei der Deőnition eines OberŕÈachenintegrals entspricht genau der bei der Deőnition des Kurvenintegrals: Dort hatten wir KurvenstÈucke als Funktionen γ: [a, b] → R^n deőniert; hier deőnieren wir entsprechend FlÈachenstÈucke durch Funktionen zweier Parameter. Wir mÈussen dabei allerdings etwas sorgfÈaltiger vorgehen, denn im Vergleich zum Kurvenfall ist die Situation zumindest in zweierlei Hinsicht komplexer: Erstens gibt es auf der reellen Geraden im wesentlichen nur eine Art von zusammenhÈangenden Teilmengen, nÈamlich die Intervalle. In der Ebenen gibt es erheblich mehr MÈoglichkeiten ś aber damit hatten wir uns ja schon bei der Deőnition von FlÈachen- und Volumenintegralen beschÈaftigt. Zweitens muûten wir bei Kurven nur fordern, daû γ̇(t) nirgends verschwindet, um die Existenz eines Tangentenvektors zu garantieren. Hier im zweidimensionalen recht das nicht mehr: Ein FlÈachenstÈuck hat in jedem Punkt Anspruch nicht nur auf eine Tangente, sondern auf eine ganze Tangentialebene; wir mÈussen also sicherstellen, daû es in jedem Punkt mindestens zwei linear unabhÈangige Tangentenvektoren gibt.

Die dazu notwendigen Deőnitionen kann man problemlos fÈur FlÈachenstÈucke in jedem R^n hinschreiben; wir wollen uns aber, da dies fÈur alle hier betrachteten Anwendungen ausreicht, auf den etwas anschaulicheren Fall von FlÈachenstÈucken im R^3 beschrÈanken.

Ein FlÈachenstÈuck soll demnach gegeben sein durch eine Funktion f: B → R^3 ; (u, v) → f(u, v) = ( x(u, v) y(u, v) z(u, v) )

auf einer Teilmenge B ⊂ R^2 ; mit Blick auf unsere Erfahrungen bei KurvenstÈucken wollen wir von vornherein fordern, daû f differenzierbar

149 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

sein soll in einer offenen Umgebung von B. FÈur kleine reelle Zahlen h, k ist dann fÈur einen Punkt (u_0, v_0) ∈ B

f(u_0 +h, v_0 +k) = f(u_0, v_0)+f_u(u_0, v_0)·h+f_v(u_0, v_0)·k +o (√ h^2 + k^2 ) . Da hier nur h und k variabel sind, bedeutet die Forderung nach zwei linear unabhÈangigenTangentialvektoren,daû die beiden Vektoren f_u(u_0, v_0) und f_v(u_0, v_0) in allen Punkten (u_0, v_0) ∈ B linear unabhÈangig sein mÈussen.

An dieser Stelle fÈuhrt die BeschrÈankung auf den R^3 zu einer kleinen Vereinfachung: Im R^3 , und nur dort, existiert ein Vektorprodukt; zwei Vektoren sind genau dann linear unabhÈangig, wenn dieses Vektorprodukt ungleich dem Nullvektor ist. Sowohl der Betrag als auch die Richtung dieses Vektors werden uns schon bald in mehrfacher Hinsicht nÈutzlich sein; wir deőnieren daher

Deőnition: Ein regulÈares FlÈachenstÈuck im R^3 ist gegeben durch einen Bereich B ⊂ R^2 und eine in einer offenen Menge D ⊇ B differenzierbaren Funktion f: D → R^3 ; (u, v) → f(u, v), fÈur die gilt: 1.) Die EinschrÈankung f_{|B} von f auf B ist injektiv. 2.) In jedem Punkt (u_0, v_0) ∈ B ist f_u(u_0, v_0) × f_v (u_0, v_0) ≠ ⃗0.

Die wichtigste OberŕÈache, mit der wir es im folgenden zu tun haben werden, ist die der Kugel. Die OberŕÈache einer Kugel vom Radius R hat in Kugelkoordinaten die Gleichung r = R mit beliebigen Winkelkoordinaten φ und ϑ, sie ist also (in kartesischen Kordinaten) gegeben durch die Funktion

f: [0, 2π) × [0, π] → R^3 ; (φ, ϑ) →

( R cos φ sin ϑ

R sin φ sin ϑ R cos ϑ ) . Die Differenzierbarkeitist hier Èuberhaupt kein Problem: Die angegebene Funktion ist sogar auf ganz R^2 beliebig oft stetig differenzierbar.

Bei der InjektivitÈat gibt es allerdings Probleme: FÈur ϑ = 0 und ϑ = π ist sin ϑ = 0; daher werden alle Parameterpaare (φ, 0) auf (0, 0, R) und aller Parameterpaare (φ, π) auf (0, 0, −R) abgebildet.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 150

Das ist aber glÈucklicherweise auch bereits alles was passieren kann, denn falls sin ϑ ≠ 0 ist, kÈonnen wir aus der dritten Komponenten R cos ϑ den Winkel θ ∈ [0, π] eindeutig bestimmen; dann kennen wir auch R sin ϑ und bekommen somit aus den ersten beiden Komponenten von f den Cosinus und den Sinus von φ, wodurch φ ∈ [0, 2π) eindeutig festgelegt ist.

Die partiellen Ableitungen von f sind

f_φ =

( −R sin φ sin ϑ

R cos φ sin ϑ 0 ) und f_ϑ =

( R cos φ cos ϑ

R sin φ cos ϑ −R sin ϑ ) , also ist

f_φ × f_ϑ =

R^2 cos φ sin^2 ϑ R^2 sin φ sin^2 ϑ R^2 sin ϑ cos ϑ = R sin ϑ · f(φ, ϑ) . Da fÈur eine echte Kugel R > 0 sein muû und der Nullpunkt damit nicht auf der KugeloberŕÈache liegt, ist dieser Vektor genau dann gleich dem Nullvektor, wenn sin ϑ = 0 ist; wie bei der InjektivitÈat gibt es also wieder Probleme an den Polen, aber auch nur dort.

Somit kÈonnen wir die Kugel nur dann als regulÈares FlÈachenstÈuck auffassen, wenn wir die beiden Pole herausnehmen, d.h. wenn wir uns auf den Parameterbereich [0, 2π) × (0, π) beschrÈanken.

FÈur die meisten praktischen Zwecke ist das natÈurlich vÈollig unproblematisch: Bei der FlÈachenbestimmung oder allgemeiner der Integration einer beschrÈankte Funktion sind einzelne, isoliert liegende Punkte irrelevant. Lediglich im Falle von uneigentlichen Integranden muû man hier sehr vorsichtig sein; hier in dieser Vorlesung sollen solche Integrale deshalb vorsichtshalber gleich gar nicht erst deőniert werden.

Nachdem wir nun wissen, was ein regulÈares FlÈachenstÈuck ist, mÈussen wir als nÈachstes lernen, damit zu rechnen. Bevor wir uns an die Bestimmung von FlÈacheninhalten machen, ist es vielleicht ganz nÈutzlich (wenn auch nicht unbedingt notwendig), daû wir uns ein paar Gedanken Èuber die LÈangenmessung machen.

151 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

LÈangen sind Eigenschaften von Kurven; wir mÈussen also eine Kurve oder ś da wir LÈangen auch stÈuckweise aneinandersetzen kÈonnen ś einfacher ein KurvenstÈuck auf einem FlÈachenstÈuck betrachten. Genau wie man etwa bei der Navigation auf der Erde nicht von einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem ausgeht, sondern von der geographischen LÈange und Breite, empőehlt es sich auch hier, Kurven Èuber die Parameter des FlÈachenstÈucks zu deőnieren ś und sei es auch nur, um sicher zu sein, daû die Kurve auch wirklich auf dem FlÈachenstÈuck liegt.

Wir beschreiben eine Kurve auf einem FlÈachenstÈuck f: B → R^3 daher durch eine Funktion δ: [a, b] → B; t → ( u(t), v(t) ) ; die eigentliche Kurve im R^3 wird dann beschrieben durch die zusammengesetzte Abbildung γ = f ∘ δ: [a, b] → R^3 ; t → f ( u(t), v(t) ) . Wir wollen natÈurlich, daû diese Kurve immer dieselbe LÈange hat, egal ob wir sie einfach so im R^3 oder auf einem FlÈachenstÈuck betrachten. Die LÈange des KurvenstÈucks γ auf dem FlÈachenstÈuck f ist daher gleich der bekannten LÈange des KurvenstÈucks γ im R^3 , also b∫ a |γ̇(t)| dt = b∫ a | | |f_u(u(t), v(t))du dt + f_v ( u(t), v(t) )dv dt | | | dt .

Der Betrag des Vektors f_u ( u(t), v(t) )_{du} dt + f_v ( u(t), v(t) )_{dv} dt ist gleich der Wurzel aus dem Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst, also der Wurzel aus f_u ( u(t), v(t) )_2 ( du dt (t) )_2

+ 2f_u ( u(t), v(t) ) · f_v ( u(t), v(t) ) ( du dt (t) ) ( dv dt (t) )

+ f_v ( u(t), v(t) )_2 ( dv dt )_2 .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 152

In dieser Formel kÈonnen wir zwei Arten von Termen unterscheiden: Rechts stehen jeweils die Ableitungen von u und v nach t; diese hÈangen nur von der jeweiligenen Kurve ab, die ja gerade durch die Funktionen u(t) und v(t) deőniert ist. Links dagegen stehen AusdrÈucke in den partiellen Ableitungen von f nach u und v; diese sind Funktionen auf dem FlÈachenstÈuck und sind insbesondere unabhÈangig von jeder Kurve. Wir bezeichnen daher diese drei letzteren GrÈoûen E(u, v) = f_u(u, v) · f_u(u, v) , F (u, v) = f_u(u, v) · f_v(u, v) und G(u, v) = f_v(u, v) · f_v(u, v) als FundamentalgrÈoûen des FlÈachenstÈucks f.

Um etwas ÈUbung im Umgang mit diesen GrÈoûen zu bekommen, wollen wir sie fÈur die KugeloberŕÈache in ihrer oben angegebenen Parametrisierung berechnen. Hier ist, wie wir schon wissen,

f_φ =

( −R sin φ sin ϑ

R cos φ sin ϑ 0 ) und f_ϑ =

( R cos φ cos ϑ

R sin φ cos ϑ −R sin ϑ ) ; also ist

E(φ, ϑ) = R^2(sin^2 φ sin^2 ϑ + cos^2 φ sin^2 ϑ) = R^2 sin^2 ϑ

F (φ, ϑ) = R^2(− sin φ sin ϑ cos φ cos ϑ + cos φ sin ϑ sin φ cos ϑ) = 0

G(φ, ϑ) = R^2(cos^2 φ cos^2 ϑ + sin^2 φ cos^2 ϑ + sin^2 ϑ) = R^2 .

Dieses Ergebnis sollte man auch geometrisch interpretieren: Das Verschwinden von F , die OrthogonalitÈat von f_φ und f_ϑ also, bedeutet, daû die LÈangenkreise und die Breitenkreise in jedem Punkt der Kugel (auûer den beiden Polen) aufeinander senkrecht stehen; die Konstans von G kommt daher, daû alle LÈangenkreise gleich lang sind, und die ϑ-AbhÈangigkeit von E schlieûlich reŕektiert die Tatsache, daû Breitenkreise verschiedener Breite verschiedene Radien haben.

Allgemein kann man die LÈange einer Kurve auf einem FlÈachenstÈuck

153 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

somit als Integral b∫ a √ E u̇^2 + 2F u̇v̇ + G v̇^2 dt

berechnen; dem interessierten Leser sei empfohlen, damit beispielsweise ÈuberprÈufen, daû Breitenkreise i.a. nicht die kÈurzeste Verbindung zwischen zweien ihrer Punkte sind, sondern daû der Kreis um den Kugelmittelpunkt durch diese beiden Punkte (der sogenannte Groûkreis) eine kÈurzere Verbindungskurve liefert.

Unser Hauptziel hier sind allerdings nicht LÈangenberechnungen, sondern die Berechnung von OberŕÈachen bzw. von FlÈussen von Vektorfeldern durch diese OberŕÈachen. Dabei gehen wir genauso vor, wie bei der Transformationsformel im vorigen Abschnitt: Wir unterteilen den Parameterbereich B durch Rechtecke, und betrachten deren Bilder auf dem FlÈachenstÈuck. Diese sind, da wir f als differenzierbar vorausgesetzt haben, in erster NÈaherung Parallelogramme, wobei die NÈaherung bei zunehmender Verfeinerung des Rechteckgitters auf B immer besser wird. Der FlÈacheninhalt eines solchen Parallelogramms mit Kantenvektoren f_u · h und f_v · k ist hk · |f_u × f_v| , also sollte die FlÈache des FlÈachenstÈucks gleich ∫∫ B |f_u × f_v| du dv sein, und genau das deőnieren wir auch als den FlÈacheninhalt eines FlÈachenstÈucks.

Deőnition: Der FlÈacheninhalt eines FlÈachenstÈucks f: B → R^3 ist ∫∫ f dO =_{def} ∫∫ B |f_u × f_v| du dv .

(Das O in dO soll dabei an OberŕÈache erinnern.)

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 154

Zur Kontrolle, ob diese Deőnition sinnvoll sein kann, berechnen wir die OberŕÈache der Kugel: Hier ist, wie wir bereits ausgerechnet haben,

f_φ × f_ϑ =

R^2 cos φ sin^2 ϑ R^2 sin φ sin^2 ϑ R^2 sin ϑ cos ϑ = R sin ϑ · f(φ, ϑ) ;

die LÈange dieses Vektors ist also, da f(φ, ϑ) als Radiusvektor natÈurlich die LÈange R haben muû, gleich R^2 sin ϑ. Die OberŕÈache der Kugel berechnet sich daher zu ∫∫ B R^2 sin ϑ = 2π∫ 0 π∫ 0 R^2 sin ϑ dϑ dφ

= 2π · R^2 · (− cos π + cos 0) = 4πR^2 ,

womit wir uns wieder einmal in hundertprozentiger ÈUbereinstimmung mit der Schulmathematik beőnden.

Genau wie Kurvenintegrale sind auch OberŕÈachenintegrale unabhÈangig von der Parametrisierung des FlÈachenstÈucks:

Lemma: f: B → R^3 und g: B^′ → R^3 seien zwei FlÈachenstÈucke, fÈur die es eine in einer Umgebung von B stetig differenzierbare Funktion φ gebe, die B bijektiv auf B^′ abbildet derart, daû g = f ∘ φ ist. Dann ist ∫ ∫ f du dv = ∫ ∫ g du dv .

Beweis: Nach Deőnition ist ∫∫ f dO = ∫∫ B |f_u × f_v| du dv und ∫∫ g dO = ∫∫ B |g_u × g_v| du dv .

Wenn wir die drei Komponenten von f bzw. g mit f^{(x)}, f^{(y)}, f^{(z)} bzw.

155 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

g^{(x)}, g^{(y)}, g^{(z)} bezeichnen, ist

f_u × f_v = f^{(y)}_u f^{(z)}_v − f^{(z)}_u f^{(y)}_v f^{(z)}_u f^{(x)}_v − f^{(x)}_u f^{(z)}_v f^{(x)}_u f^{(y)}_v − f^{(y)}_u f^{(x)}_v = det ( f^{(y)}_u f^{(y)}_v f^{(z)}_u f^{(z)}_v )

det ( f^{(z)}_u f^{(z)}_v f^{(x)}_u f^{(x)}_v )

det ( f^{(x)}_u f^{(x)}_v f^{(y)}_u f^{(y)}_v ) ,

und genau entsprechend natÈurlich auch fÈur g. Die links stehenden Determinanten sind offensichtlich gerade die Determinaten der JACOBI- Matrizen der verschiedenen zweidimensionalen Projektionen von f; an der ersten Stelle etwa die der Funktion

f^{(yz)} =_{def} ( f^{(y)} f^{(z)} ) : B → R^2 .

Analog dazu deőnieren wir auch Funktionen f^{(zx)}, f^{(xy)} und die entsprechenden Funktionen fÈur g.

Aus g = f ∘ φ folgt, daû auch g^{(x)} = f^{(x)} ∘ φ und entsprechend fÈur die anderen Komponenten. Damit ist auch f^{(yz)} = g^{(yz)} ∘ φ usw.

Nach der zweidimensionalen Kettenregel ist dann J_g(yz) = ( J_f (yz) ∘ φ ) · J_φ , also ausgeschrieben ( g^{(y)}_u g^{(y)}_v g^{(z)}_u g^{(z)}_v ) = ( f^{(y)}_u ∘ φ f^{(y)}_v ∘ φ f^{(z)}_u ∘ φ f^{(z)}_v ∘ φ ) · J_φ .

Entsprechendes gilt auch fÈur die anderen Indexkombinationen,und nach dem Multiplikationssatz fÈur Determinanten gilt eine entsprechende Produktbeziehung auch fÈur die Determinaten der hier stehenden Matrizen; insgesamt erhalten wir also, daû g_u × g_v = ( (f_u ∘ φ) × (f_v ∘ φ) ) · det J_φ ist und dementsprechend |g_u × g_v| = ( (f_u ∘ φ) × (f_v ∘ φ) ) · | |det J_φ | | . Damit folgt die Behauptung aus der Transformationsformel.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 156

Die Berechnung von Vektorprodukten ist etwas umstÈandlich und sehr anfÈallig fÈur Vorzeichenfehler; wir wollen daher sehen, daû die FundamentalgrÈoûen einer FlÈache ihrem Namen gerecht werden und uns auch diese Berechnung abnehmen kÈonnen: Der FlÈacheninhalt eines Parallelogramms mit Kantenvektoren⃗a und ⃗b ist gleich dem Produkt der LÈangen der beiden Vektoren mal dem Sinus des eingeschlossenen Winkels α. Das Quadrat des FlÈacheninhalts ist also (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b) sin^2 α = (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b)(1 − cos^2 α) = (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b) − (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b) cos^2 α = (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b) − (⃗a ·⃗b)^2 , und der FlÈacheninhalt selbst somit √ (⃗a · ⃗a)(⃗b ·⃗b) − (⃗a ·⃗b) . Wir interessieren uns fÈur das Parallelogramm mit Kantenvektoren h · f_u und k · f_v; hier wird diese Formel zu hk · √ (f_u · f_u)(f_v · f_v) − (f_u · f_v )^2 = hk √ EG − F^2 .

Die FlÈache eines FlÈachenstÈucks kann also auch berechnet werden als ∫ ∫ B √ EG − F^2 du dv . Im konkreten Fall steht hier natÈurlich genau dasselbe Integral wie bei der Formel mit dem Betrag des Vektorprodukts, allerdings erfordert diese Formel, sofern man die FundamentalgrÈoûen einer FlÈache bereits kennt, deutlich weniger Rechenaufwand. Dem Leser sei empfohlen, sich am Beispiel der KugeloberŕÈache hiervon zu Èuberzeugen!

Obwohl wir uns auf FlÈachen im R^3 beschrÈanken wollen, sei hier zumindest kurz darauf hingewiesen, daû wir bei der Herleitung dieser neuen Darstellung des FlÈacheninhalts nirgends benutzen muûten, daû wir im R^3 sind; diese Formel gilt also auch fÈur FlÈachenstÈucke im R^n mit n > 3. Eine fÈur uns wichtige Besonderheit, die nur im R^3 gilt, ist dagegen die Tatsache, daû wir jedem FlÈachenstÈuck eine eindeutig bestimmte Normalenrichtung zuordnen kÈonnen: Im Dreidimensionalen gibt es nur eine

157 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Richtung, die auf der Tangentialebenen eines FlÈachenstÈucks senkrecht steht; in Dimension n > 3 gibt es dagegen einen ganzen (n − 2)- dimensionalen Raum mit dieser Eigenschaft.

Wenn wir von der Parameterdarstellung f: D → B eines regulÈaren FlÈachenstÈucks im R^3 und einer festen Reihenfolge der Parameter ausgehen, kÈonnen wir sogar unterscheiden, nach welcher Seite diese Richtung sich von der FlÈache entfernt: Die Tangentialebene wird aufgespannt von den partiellen Ableitungen f_u und f_v von f nach den beiden Parametern u, v auf D ⊆ R^2 , und das Kreuzprodukt f_u × f_v liefert einen Vektor, der auf diesen beiden Tangentialvektoren und somit der gesamten Tangentialebenen senkrecht steht.

Damit kÈonnen wir jedem Punkt eines regulÈaren FlÈachenstÈucks eine eindeutig bestimmte Normalenrichtung zuordnen. Man beachte, daû dies nur mÈoglich ist aufgrund der Forderungen, die wir an ein regulÈares FlÈachenstÈuck gestellt haben: Die Abbildung f muû injektiv sein, so daû die Parameterwerte (u, v) zu jedem Punkt des FlÈachenstÈucks eindeutig bestimmt sind, und f_u × f_v darf nirgends verschwinden, da der Nullvektor keine wohlbestimmte Richtung hat.

Typisches Beispiel eines nichtorientierbaren FlÈachenstÈucks ist das M ÈOBIUS-Band

f: D = [0, 1] × [0, 2π) → R^3 ; (u, v) →

(2 + u cos v) cos 2v (2 + u cos v) sin 2v u sin v ,

das durch Zusammenkleben der Enden eines einmal verdrillten rechteckigen Streifens entsteht. Hier ist f fÈur u = 0 nicht injektiv, denn f(0, v) = f(0, v + π); wir haben also kein regulÈares FlÈachenstÈuck. In der Tat wir fÈur die Parameterwerte (0, v) der Mittelkreis des Bandes zweimal durchlaufen. Dort ist fu(0, v) = cos v cos 2v cos v sin 2v sin v und f_v(0, v) =

−4 sin 2v 4 cos 2v 0 ,

also fu(0, v) × fv(0, v) = −4 sin v cos 2v −4 sin v sin 2v 4 cos v

und damit fu(0, v) × fv(0, v) = −fu(0, v + π) × fv(0, v + π) . es gibt also auf dem Mittelkreis keine eindeutig bestimmte Normalenrichtung.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 158

Abb. 25: Das MÈobiusband

FÈur Kurven hatten wir einerseit RIEMANN-STIELTJES-Integrale deőniert, die fÈur eine beliebige Funktion auf der Kurve erklÈart sind und in deren Deőnition die LÈange des Tangentenvektors eingeht; andererseits hatten wir Integrale Èuber Vektorfelder, in deren Deőnition der Tangentenvektor selbst einging. Genauso gehen wir auch hier bei den OberŕÈachenintegralen vor, nur daû wir jetzt den Normalenvektor anstelle des Tangentenvektors benutzen:

Deőnition: f: D → R^3 sei ein regulÈares FlÈachenstÈuck. a) Ist g eine auf f(D) deőnierte stetige Funktion, so bezeichnen wir ∫∫ f g dO =_{def} ∫∫ D g ( f(u, v) ) |f_u(u, v) × f_v(u, v)| du dv

als OberŕÈachenintegral von g Èuber f.

b) Ist ⃗V ein in einer Umgebung von f(D) deőniertes Vektorfeld, so bezeichnen wir ∫ ∫ f ⃗V · d ⃗O =_{def} ∫ ∫ D ⃗V (f(u, v)) · (f_u(u, v) × f_v(u, v)) du dv

als den Fluû des Vektorfelds ⃗V durch die OberŕÈache f.

159 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Eine unproblematische Verallgemeinerung des obigen Lemmas zeigt, daû auch diese Integrale im oben deőnierten Sinne unabhÈangig von der Parametrisierung sind.

Der Name Fluû fÈur das unter b) deőnierte Integral wird klar, wenn man sich f etwa als eine KugeloberŕÈache vorstellt. In jedem Punkt x auf dieser OberŕÈache kann man ein kartesisches Koordinatensystem aus einem Normaleneinheitsvektor ⃗n_x und zwei Tangenteneinheitsvektoren verankern. DrÈuckt man nun den Vektor ⃗V (x) in diesem Koordinatensystem aus, so beschreibt die ⃗n_x-Komponente jenen Teil des Vektors, der durch die KugeloberŕÈache hindurch nach innen oder auûen geht (welches von beiden hÈangt ab vom Vorzeichen der Komponente und von der Orientierung des Normaleneinheitsvektors), wÈahrend die beiden anderen Komponenten den Teil beschreiben, der auf der OberŕÈache bleibt, also sozusagen den Fluû auf der OberŕÈache im Gegensatz zum Fluû durch die OberŕÈache. Letzterer lÈaût sich berechnen als das Skalarprodukt ⃗V (x) · ⃗n_x mit dem Normaleneinheitsvektor, und das Integral Èuber diese Funktion ist ∫∫

f (⃗ V · ⃗n_x ) dO = ∫∫ f ⃗V · d ⃗O ,

denn f_u × f_v = |f_u × f_v| ⃗n_x .

f) Die SÈatze von Stokes und Gauû

In diesem Abschnitt geht es um drei der zentralsten SÈatze der mehrdimensionalen Analysis Èuberhaupt: Auûer den beiden im Titel erwÈahnten SÈatzen soll noch das mehrdimensionale Analogon des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung bewiesen werden.

Wir beginnen mit letzterem sowie dem Satz von STOKES: Bei beiden geht es darum, die Zirkulation eines Vektorfelds zu bestimmen. Beide SÈatze gelten in beliebiger Dimension, jedoch wollen wir sie der Einfachheit halber nur fÈur den R^3 beweisen.

Ausgangspunkt ist ein regulÈares FlÈachenstÈuck f: D → R^3 ; dessen Bild B = f(D), das žeigentlicheł geometrische FlÈachenstÈuck also, sei

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 160

beschrÈankt und habe eine regulÈare Kurve γ: [a, b] → R^3 als Rand. Wie schon mehrfach erwÈahnt, wollen wir Kurvenintegrale lÈangs γ mit OberŕÈachenintegralen Èuber f oder ś wie wir wegen der ParameterunabhÈangigkeit auch einigermaûen korrekt sagen kÈonnen ś B in Verbindung bringen.

Wir gehen also aus von einem Vektorfeld ⃗V : G → R^3 , dessen (offener) Deőnitionsbereich G sowohl B als auch γ enthÈalt, und wollen Informationen Èuber das Kurvenintegral ∫ γ ⃗V ds .

Dazu nÈahern wir B an durch ein FlÈachenstÈuck B^∗ an, das wir aus endlich vielen ungefÈahr rechteckfÈormigen Teilmengen R_i zusammensetzen kÈonnen; ein grobes Bild einer solchen Unterteilung ist in Abbildung 26 zu sehen.

.......

....

......

......

.......

.......

......

......

......

..........

.........

.....................

................

............

............

..... ....

....

....

.... ... ... .. . .. .................

.............

........ ..... ... . . .. ... ..... ............

............... ...............................................

.................

.............

..........

........

...... ... ... .. .. .. . . . . . ↑↓ ← →

Abb. 26: Unterteilung eines Bereichs

Da f als regulÈares FlÈachenstÈuck vorausgesetzt war, ist Èuberall in B ein wohldeőnierter Normaleneinheitsvektor bestimmt; damit kÈonnen wir

161 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

auch fÈur jedes der Rechtecke einen Umlaufsinn festlegen: Dieser soll, wenn man von der Spitze des Normalenvektors aus auf des Rechteck schaut, der Gegenuhrzeigersinn sein. Da der Normalenvektor eines regulÈaren FlÈachenstÈucks stetig von den Parametern der FlÈache abhÈangt und nirgends verschwindet, ist es gleichgÈultig, Èuber welchem Punkt eines (hinreichend kleinen) Rechtecks wir ihn betrachten.

In Abbildung 26 wurde davon ausgegangen, daû alle Normalenvektoren nach oben zeigen; der entsprechende Umlaufsinn ist fÈur einige der Rechteckkanten eingezeichnet. Wie man sieht, wird jede gemeinsame Kante zweier benachbarter Rechtecke von diesen beiden Rechtecken in verschiedener Weise orientiert. Falls wir daher fÈur jedes Rechteck R_i das Wegintegral entlang seines Rands berechnen und alle diese Integrale aufaddieren, bleiben nur die Integrale lÈangs der in Abbildung 26 fett ausgezogenen Kanten erhalten, d.h. M∑ i=1 ∫ ∂R_i ⃗V ds = ∫ ∂B^∗ ⃗V ds ,

wobei M die Anzahl der žRechteckeł R_i bezeichnet. NatÈurlich ist erst recht fÈur jede Funktion h auf B^∗ M∑ i=1 ∫∫ R_i h dO = ∫ ∫ B^∗ h dO , wenn wir eine Formel fÈur die einzelnen Rechtecke R_i haben, gilt diese also automatisch auch fÈur B^∗ und somit, nach einem GrenzÈubergang, auch fÈur B.

Betrachten wir also ein festes Rechteck R_i und das Kurvenintegral entlang seines Umfangs. Da wir die Rechtecke als klein voraussetzen, kÈonnen wir ⃗V (x) auf R_i ohne groûen Fehler linearisieren. Dazu sei x_i ∈ R_i ein beliebiger Punkt des Rechtecks. Ein beliebiger Punkt x ∈ R_i hat dann die Form x = x_i + ⃗h mit einem nicht allzu groûen Vektor ⃗h. Nach Deőnition der Differenzierbarkeit ist dann

⃗V (x) = ⃗V (x_0 + ⃗h) = ⃗V (x_0) + J_{⃗V} (x_0)⃗h + o(|⃗h|)

= ⃗V (x_0) + S · ⃗h +^1_2 rot ⃗V (x_0) × h + o (|⃗ h |) ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 162

wobei S fÈur den symmetrischen Anteil der JACOBI-Matrix J_{⃗V} (x_0) steht. Wenn wir den Term o (|⃗ h | |) vernachlÈassigen, ist also ∫ ∂R_i ⃗V (x) ds = ∫ ∂R ⃗V (x_0 + ⃗x) ds

≈ ∫ ∂R ⃗V (x_0) ds + ∫ ∂R S⃗x ds +^1_2 ∫ ∂R rot ⃗V (x_0) × ⃗x ds , (∗) wobei R das um den negativ genommenen Ortsvektor von x_0 verschobene Rechteck R_i sei, d.h., wenn x den Rand von R durchlÈauft, durchlÈauft x_0 + x den Rand von R_i.

Das erste Integral in dieser Summe ist ein Kurvenintegral Èuber das konstante Vektorfeld, das jedem Punkt den Vektor ⃗V (x_0) zuordnet. Dieses Vektorfeld ist offensichtlich ein Potentialfeld, denn sind V_1, V_2 und V_3 die Komponenten dieses Vektors, so ist

grad (⃗ V (x_0) · x) = grad(V_1x + V_2y + V_3z) = ⃗V (x_0) .

Genauso ist auch S⃗h ein Potentialfeld, denn der Gradient der quadratischen Form

t⃗xS⃗x = S_{11}x^2 + S_{22}y^2 + S_{33}z^2

+ (S_{12} + S_{21})xy + (S_{13} + S_{31})xz + (S_{23} + S_{32})yz

ist wegen S_{kℓ} = S_{ℓk} gleich diesem Vektorfeld.

Damit sind also die beiden Vektorfelder ⃗V (x_0) und S⃗x zirkulationsfrei, und die Integrale Èuber den (als Kurve geschlossenen) Rand von R_i verschwinden.

Damit haben wir (bis auf die hier unterdrÈuckten, fÈur einen Beweis aber unbedingt notwendigen AbschÈatzung der Fehlerterme) den folgenden Satz bewiesen:

Satz: Das Vektorfeld ⃗V : G → R^3 habe eine symmetrische JACOBI- Matrix, d.h. rot ⃗V sei identisch null. Dann gilt fÈur jedes regulÈare

163 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

FlÈachenstÈuck f: D → G, dessen Rand eine Kurve γ ist, ∫ γ ⃗V ds = 0 .

Denn nach obiger Rechnung verschwindet bei symmetrischer JACOBI- Matrix das Kurvenintegral entlang eines jeden Rechtecks, und die Summe all dieser Kurvenintegrale konvergiert bei immer feinerer Rechteckunterteilung des FlÈachenstÈucks gegen das Kurvenintegral lÈangs des Rands γ von B = f(D).

Dies reicht schon fÈur den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im R^3 : Wir wissen bereits, daû ein Vektorfeld genau dann eine Stammfunktion hat, wenn es zirkulationsfrei ist ś die eine Richtung dieser Aussage haben wir gerade wieder angewandt. Auûerdem wissen wir, daû fÈur ein Vektorfeld mit Stammfunktion die Rotation verschwindet, denn fÈur eine zweimal stetig differenzierbare Funktion φ ist rot grad φ = 0. FÈur ein leicht nachprÈufbares Kriterium zur Existenz einer Stammfunktion fehlt also nur noch die Aussage, daû aus dem Verschwinden der Rotation die Zirkulationsfreiheit folgt.

Diese Aussage ist aber leider falsch: Das Beispiel des Magnetfelds eines stromdurchŕossenenLeiters zeigte, daû die Rotation sehr wohl identisch verschwinden kann, ohne daû das Vektorfeld zirkulationsfrei ist. Dieses Magnetfeld ⃗V (x, y, z) =^c_{x2+y2} (_{−y} x ) ist allerdings auf der z-Achse nicht deőniert, und wir hatten im Beispiel Kreise um die z-Achse betrachtet.

Bei einem Èuberall deőniertes Vektorfeld hÈatten wir fÈur einen solchen Kreis einfach die geschlossene Kreisscheibe B betrachten kÈonnen, deren Rand der betrachtete Integrationsweg ist, und nach obigem Satz wÈare das Integral lÈangs des Randes verschwunden.

Das Problem bei diesem Gegenbeispiel liegt also offensichtlich darin, daû der betrachtete Integrationsweg nicht als Rand eines regulÈaren FlÈachenstÈucks im Deőnitionsbereich des Vektorfelds geschrieben werden kann: Da das Vektorfeld auf der z-Achse nicht deőniert ist, muû der Schnittpunkt mit der z-Achse aus der Kreisscheibe herausgenommen

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 164

werden, wir haben also nur noch einen punktierten Kreis, und dessen Rand besteht aus der Kreislinie plus dem herausgenommenen Punkt.

Um solche FÈalle auszuschlieûen deőnieren wir:

Deőnition: Eine offene zusammenhÈangende Teilmenge G ⊆ R^3 heiût einfach zusammenhÈangend, wenn jede geschlossene Kurve γ in G Rand eines regulÈaren FlÈachenstÈucks ist.

Anschaulich kann man dies auch so interpretieren, daû die Kurve innerhalb von G auf einen Punkt zusammengezogen werden kann: Man denke sich die Kurve als ein stark angespanntes StÈuck Gummi; wenn man dieses auf ein FlÈachenstÈuck legt, zieht es sich automatisch zusammen. Umgekehrt Èuberstreicht das Gummi beim Zusammenziehen auf einen Punkt ein FlÈachenstÈuck, dessen Rand die Ausgangsposition des Gummis ist.

Mit dieser Deőnition gilt dann offensichtlich die folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf

den R^3 :

Satz: Ein differenzierbares Vektorfeld ⃗V : G → R^3 auf einer einfach zusammenhÈangenden Teilmenge G ⊆ R^3 hat genau dann eine Stammfunktion, wenn rot ⃗V dort identisch verschwindet, d.h. also, wenn die JACOBI-Matrix symmetrisch ist.

FÈur ein ebenes Vektorfeld gilt entsprechend

Satz: Ein differenzierbares Vektorfeld ⃗V : G → R^2 auf einer einfach zusammenhÈangenden Teilmenge G ⊆ R^3 hat genau dann eine Stammfunktion, wenn ∂V_1 ∂y − ∂V_2 ∂x dort identisch verschwindet, d.h. also, wenn die JACOBI-Matrix symmetrisch ist.

Beweis: Dies folgt sofort aus dem Satz von GREEN.

165 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Auf hÈohere Dimension soll nicht genauer eingegangen werden; nur soviel sei erwÈahnt: Die eindeutige Bestimmtheit des Normalenvektors eines FlÈachenstÈucks im R^3 hat in hÈoheren Dimensionen keine Entsprechung mehr; dort muû man von einem FlÈachenstÈuck explizit fordern, daû es orientierbar ist im folgenden Sinne: Man kann es durch kleine rechteckfÈormige FlÈachen Èuberdecken und jedem dieser žRechteckeł einen Umlaufsinn zuordnen derart, daû die gemeinsame Kante zweier Nachbarrechtecke von diesen beiden Rechtecken entgegengesetzt orientiert wird.

Wenn man dann den einfachen Zusammenhang einer offenen zusammenhÈangenden Teilmenge G ⊆ R^n dadurch deőniert, daû jede geschlossene Kurve in G Rand eines so orientierbaren FlÈachenstÈucks sein soll, was auch wieder im wesentlichen Èaquivalent ist zur Zusammenziehbarkeit der Kurve, gilt auch hier der

Satz: Ein differenzierbares Vektorfeld ⃗V : G → R^n auf einer einfach zusammenhÈangenden Teilmenge G ⊆ R^n hat genau dann eine Stammfunktion, wenn die JACOBI-Matrix von ⃗V symmetrisch ist.

Damit haben wir den ersten der drei HauptsÈatze dieses Paragraphen im wesentlichen bewiesen; wir machen weiter, wo wir vor der Spezialisierung auf symmetrische Vektorfelder aufgehÈort haben und folgern, daû nach (∗) fÈur ein beliebiges differenzierbares Vektorfeld gilt ∫ ∂R_i ⃗V (x) ds ≈^1_2 ∫ ∂R rot ⃗V (x_0) × ⃗x ds ;

wir mÈussen uns also dieses Integral genauer ansehen. Dabei setzen wir zur AbkÈurzung ⃗a = rot ⃗V (x_0) ;

dann ist der Integrand_1 2 (⃗a × ⃗x) · ds . Nach Deőnition eines Kurvenintegrals ist das Integral hierÈuber Grenzwert einer Summe von Termen der Art (⃗a × ⃗x_j ) · ⃗t_j ,

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 166

wobei x_j Punkte auf der Kurve sind und t_j die Tangentenvektoren in diesen Punkten. Dieses Skalarprodukt eines Vektorprodukts mit einem Vektor ist bekanntlich das Spatprodukt, und es ist gleich der Determinante mit den Spaltenvektoren ⃗a, ⃗x_j und t_j . Diese Determinante Èandert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Spalten vertauscht; tut man dies zweimal, kehrt sie wieder zu ihrem alten Wert zurÈuck. Daher ist (⃗a × ⃗x_j ) · ⃗t_j = (⃗x_j × ⃗t_j ) · ⃗a . Der Vektor ⃗x_j × ⃗t_j steht senkrecht auf ⃗x_j und auf ⃗t_j ; falls wir also von einem ŕachen Rechteck ausgehen, steht er auch senkrecht auf diesem und hat somit die Richtung des Normalenvektors. Sein Betrag ist gleich der FlÈache des von ⃗x_j und ⃗t_j aufgespannten Parallelogramms, die HÈalfte davon also gleich der FlÈache des von diesen beiden Vektoren aufgespannten Dreiecks. Die Summe aller dieser DreiecksŕÈachen ist im Limes gleich der FlÈache des Rechtecks, Èuber dessen Rand wir integrieren, also ist das Integral Èuber den Rand des Rechtecks fÈur kleine Rechtecke nÈaherungsweise gleich einem Skalarprodukt ⃗n · ⃗a, wobei ⃗n als LÈange den FlÈacheninhalt des Rechtecks hat und als Richtung die des Normalenvektors. Als Grenzwert einer Summe solcher Skalarprodukte ist aber gerade das Integral ∫∫ f rot ⃗V d ⃗O erklÈart; wenn wir immer feinere Rechteckunterteilungen betrachten, konvergiert die Summe der Kurvenintegrale Èuber die RÈander dieser Rechtecke also einerseits gegen das Kurvenintegral des Vektorfelds Èuber den Rand γ des betrachteten FlÈachenstÈucks, andererseits aber auch gegen das Integral der Rotation von ⃗V Èuber das FlÈachenstÈuck selbst. Dies ist der

Satz von Stokes: ⃗V : G → R^3 sei ein differenzierbares Vektorfeld auf der offfenen Teilmenge G ⊆ R^3 . Weiter sei f: D → G ein regulÈares FlÈachenstÈuck mit einer stÈuckweise regulÈaren Kurve γ als Rand. Dann ist ∫ γ ⃗V ds = ∫ ∫ f rot ⃗V d ⃗O .

167 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Aus diesem Satz kÈonnen wir auch eine andere Charakterisierung der Rotation herleiten:

Satz: ⃗V : G → R^3 sei ein differenzierbares Vektorfeld, ⃗e ein Einheitsvektor, und γ_{⃗e,r} ein Kreis mit Radius r um x_0 ist, der in einer Ebenen senkrecht zu ⃗e liege und von ⃗e aus gesehen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen werde; die gesamte von γ_{⃗e,r} berandete Kreisscheibe liege in G. Dann ist

rot ⃗V (x_0) = lim_{r→0} 1 πr^2 ∫ γ_{⃗e,r} ⃗V ds .

Beweis: γ_{⃗e,r} ist Rand einer Kreisscheibe D vom Radius r mit FlÈacheninhalt πr^2; nach dem Satz von STOKES ist ∫ γ_{⃗e,r} ⃗V ds = ∫∫ D rot ⃗V d ⃗O = ∫ ∫ D (rot ⃗V ) · ⃗e dO , und fÈur immer kleiner werdende Werte von r stimmt dies immer besser Èuberein mit rot ⃗V (x_0) · ⃗e mal dem FlÈacheninhalt der Kreisscheibe.

Falls die Voraussetzungen dieses Satzes erfÈullt sind, falls also insbesondere die Kreislinie Rand einer im Deőnitionsbereich von ⃗V enthaltenen FlÈache ist, lÈaût sich die Rotation somit als Limes einer Art žnormierterł Zirkulation auffassen, d.h. als Integral lÈangs einer geschlossenen Kurve dividiert durch die LÈange dieser Kurve. Die Rotations gibt also auch ein Maû fÈur die Abweichung eines Vektorfelds von der Zirkulationsfreiheit.

Damit wÈare auch der zweite Hauptsatz dieses Abschnitts bewiesen; bleibt noch der

Satz von Gauû: ⃗V : G → R^3 sei ein differenzierbares Vektorfeld und f: D → G sei ein regulÈares FlÈachenstÈuck derart, daû B = f(D) Rand eines beschrÈankten dreidimensionalen Bereichs V sei. Dann ist ∫ ∫ f ⃗V d ⃗O = ∫∫ ∫ V div ⃗V dx dy dz .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 168

Der Beweis beruht auf derselben Idee wie der des Satzes von STO- KES: Dort hatten wir ein FlÈachenstÈuck durch Rechtecke angenÈahert, um das Kurvenintegral lÈangs seines Randes zu einem Integral Èuber das FlÈachenstÈuck in Beziehung zu setzen; hier unterteilen wir entsprechend das Volumen V in kleine, der Einfachheit halber als achsenparallel vorausgesetzte Quader, um das OberŕÈachenintegral Èuber den Rand von V mit einem Integral Èuber V in Beziehung zu setzen.

Ein solcher Quader sei Q_i, und ⃗h, ⃗k, ⃗ℓ seien die drei Kantenvektoren von Q_i in Richtung der x-, y- und z-Achse. Dann ist das Integral von ⃗V Èuber die OberŕÈache von Q_i gleich ∫ ∫ ∂Q_i ⃗V d ⃗O = ∫∫ vordere und hintere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O + ∫ ∫ linke und rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O + ∫∫ obere und untere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ,

und weiter ist beispielsweise ∫∫ linke und rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O = ∫∫ linke SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O + ∫∫ rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O

= ∫∫ linke SeitenŕÈache ⃗V (x) d ⃗O − ∫ ∫ linke SeitenŕÈache ⃗V (x + ⃗h) d ⃗O

= − ∫ ∫ linke SeitenŕÈache (⃗ V (x + ⃗h) − ⃗V (x) ) d ⃗O ,

denn da alle Normalenvektoren nach auûen zeigen, sind die linke und die rechte Seite des Quaders verschieden orientiert.

Nun kommt die Differenzierbarkeit von ⃗V ins Spiel und sagt uns, daû

⃗V (x + ⃗h) = ⃗V (x) + J_{⃗V} (x) · ⃗h + o( | |⃗h | |) oder, anders ausgedrÈuckt, ⃗V (x + ⃗h) − ⃗V (x) = J_{⃗V} (x) · ⃗h + o(|⃗h|) ist. Da wir in diesem Semester noch viel zu tun haben, vernachlÈassigen wir den Term o (|⃗ h |) in der Hoffnung, daû er fÈur immer feiner werdende

169 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Unterteilungen trotz der dann ansteigenden Anzahl dieser Terme keine Rolle mehr spielen wird.

In der Tat sollte ein mit den AbschÈatzungstechniken aus der Analysis I vertrauter Leser keine Schwierigkeiten haben, dies mathematisch streng zu zeigen. Die Heuristik, nach der man dabei vorgeht, ist (hoffentlich) klar: Die Anzahl aufeinanderliegender Quader in Richtung der x-Achse ist proportional zu 1/ |⃗h|, und 1/ |⃗h| Terme der GrÈoûenordnung o(|⃗h| addieren sich zu einem Term der GrÈoûenordnung o(1), d.h. zu einer Funktion, die gegen Null geht. (Die Aussage žgeht schneller als 1 gegen Nullł ist natÈurlich gleichbedeutend damit, daû die Funktion Èuberhaupt gegen Null geht.)

Alsdann kommt es uns nur auf das Produkt J_{⃗V} (x)·⃗h an, und wir mÈussen dieses weiter ausrechen. Da der Vektor ⃗h parallel zur x-Achse gewÈahlt war, sind seine zweite und dritte Komponente gleich null, und die erste Komponente ist gleich der LÈange h von ⃗h. Damit ist, wenn wir die drei Komponenten von ⃗V mit V_1, V_2 und V_3 bezeichnen,

J_{⃗V} (x) · ⃗h = ∂V_1 ∂x ∂V_1 ∂y ∂V_1 ∂z ∂V_2 ∂x ∂V_2 ∂y ∂V_2 ∂z ∂V_3 ∂x ∂V_3 ∂y ∂V_3 ∂z

· h 0 0 = h ·

∂V_1 ∂x ∂V_1 ∂y ∂V_1 ∂z

.

Der Einheitsnormalenvektor der linken Seite des Quaders zeigt in Richtung der negativen y-Achse, denn die linke Seite ist parallel zur (y, z)- Ebene und zeigt nach auûen. Wenn wir den Einheitsvektor der x-Achse mit ⃗e_x bezeichnen, ist daher d ⃗O = −e_x dy dz und damit ∫∫

linke und rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ − ∫∫ linke SeitenŕÈache (⃗ V (x + ⃗h) − ⃗V (x) ) d ⃗O ,

= ∫∫ linke SeitenŕÈache h · ∂V_1 ∂x ∂V_1 ∂y ∂V_1 ∂z

· 1 0 0 dx dy = h ∫∫ linke SeitenŕÈache ∂V_1 ∂x dy dz .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 170

Ganz entsprechend ist ∫∫ vordere und hintere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ k ∫∫ vordere SeitenŕÈache ∂V_2 ∂y dx dz

und ∫∫ obere und untere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ ℓ ∫∫ obere SeitenŕÈache ∂V_3 ∂z dx dy .

Nach dem Mittelwertsatz fÈur FlÈachenintegrale kÈonnen wir diese Integrale weiter abschÈatzen: Es gibt Punkte ξ auf der linken, η auf der vorderen und ζ auf der unteren SeitenŕÈache, so daû ∫∫ linke und rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ h ∫∫ linke SeitenŕÈache ∂V_1 ∂x dy dz

= h ∂V_1 ∂x (ξ) ∫∫ linke SeitenŕÈache dy dy = hkl ∂V_1 ∂x (ξ) .

Genauso ist ∫∫

vordere und hintere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ hkl ∂V^2 ∂y (η)

und ∫∫ obere und untere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ hkl ∂V^3 ∂z (ζ) .

Nun ist es wieder an der Zeit, eine etwas komplexerere AbschÈatzung unter den Tisch fallen zu lassen: Die Punkte ξ, η und ζ liegen auf den SeitenŕÈachen eines Quaders, der immer kleiner werden soll. Damit rÈucken auch diese Punkte immer weiter zusammen und wir sollten wohl keinen allzu groûen Fehler machen, wenn wir einfach irgendeinen Punkt x_i im Quader Q_i auswÈahlen und sowohl ξ, η als auch ζ durch diesen Punkt ersetzen; die formale Rechtfertigung hierfÈur geht wieder aus von der Differenzierbarkeit des Vektorfelds V und beruht im Èubrigen auf AbschÈatzungen.

171 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Wenn wir das alles glauben, ist also ∫ ∫ linke und rechte SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ hkl ∂V^1 ∂x (x_i) , ∫ ∫ vordere und hintere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ hkl ∂V^2 ∂y (x_i) und ∫ ∫ obere und untere SeitenŕÈache ⃗V d ⃗O ≈ hkl ∂V^3 ∂z (x_i) .

Das OberŕÈachenintegral Èuber die gesamte QuaderoberŕÈache ist die Summe dieser drei Teilintegrale, und da bekanntlich ∂V_1 ∂x (x_i) + ∂V_2 ∂y (x_i) + ∂V_3 ∂z (x_i) = div ⃗V (x_i)

ist, haben wir somit gezeigt, daû ∫ ∫ ∂Q_i ⃗V d ⃗O ≈ hkl div ⃗V (x_i) = div ⃗V (x_i) · vol(Q_i) (∗)

ist.

Damit haben wir eine lokale Version des Satzes von GAUSS gezeigt; zum Beweis des Satzes selbst nÈahern wir das Volumen V an durch die Quader Q_i. Dann ist ∫∫ ∫ V div ⃗V dx dy dz ≈ ∑ i div ⃗V (x_i) · vol(Q_i) ,

und wenn wir die Quader immer weiter verkleinern, wird im Limes aus dem UngefÈahrzeichen ein Gleichheitszeichen ś genau so hatten wir schlieûlich Volumenintegrale deőniert.

Im Falle des Integrals Èuber die RandŕÈache B = f(D) von V ist die Situation etwas komplizierter: Wie beim Beweis des Satzes von STO- KES Èuberlegt man sich zunÈachst leicht, daû eine gemeinsame SeitenŕÈache zweier benachbarter Quader von den beiden Quadern verschieden orientiert wird, so daû sich die beiden Integrale Èuber diese FlÈache gegenseitig

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 172

aufheben; die Summe Èuber alle OberŕÈachenintegrale Èuber die Q_i ist also gleich der Summe Èuber alle OberŕÈachenintegrale Èuber jene SeitenŕÈachen von Quadern Q_i, die nur SeitenŕÈache eines einzigen Quaders sind, d.h. also Èuber die RandŕÈache der Vereinigung aller Quader Q_i.

Die QuaderŕÈachen, die diesen Rand ausmachen, sind allesamt parallel zu Koordinatenebenen; ihre Normalenvektoren sind also parallel zu Koordinatenachsen, wohingegen die Normalenvektoren von B natÈurlich beliebige Richtungen haben kÈonnen. Wir mÈussen uns Èuberlegen, warum die Integrale im Limes trotzdem gleich sein kÈonnen.

Der Integrand bei einem OberŕÈachenintegral Èuber ein Vektorfeld ist das Skalarprodukt aus dem Normalenvektor von B im jeweils betrachteten Punkt und dem Wert ⃗V (x) des Vektorfelds in diesem Punkt. Konkret sei etwa ⃗n der Normalenvektor im Punkt x ∈ B, und in Koordinaten sei ⃗n = ( n_1 n_2 n_3 ) und ⃗V (x) = ( v_1 v_2 v_3 ) . Dann ist

⃗V (x) · ⃗n = v_1n_1 + v_2n_2 + v_3n_3

= ⃗V (x) · (n_1⃗e_1) + ⃗V (x) · (n_2⃗e_2) + ⃗V (x) · (n_3⃗e_3) ;

wir erhalten also dasselbe Skalarprodukt auch, indem wir ⃗V (x) nacheinander mit geeigneten Normalenvektoren von QuaderŕÈachen parallel zu den Koordinatenebenen multiplizieren und die Ergebnisse aufaddieren.

Falls ⃗n drei nichtverschwindende Komponenten hat, ist klar, daû die FlÈache B in der NÈahe von x nur so durch Quader angenÈahert werden kann, daû es dort freie RandŕÈachen parallel zu allen drei Koordinatenebenen gibt; ein nicht allzu schwieriges Argument Èuber den Satz von PYTHAGORAS zusammen mit Limesbetrachtungen zeigt, daû auch mit den LÈangen alles gut geht, so daû auch das OberŕÈachenintegral Èuber B gleich der Summe der Integrale Èuber die QuaderoberŕÈachen ist.

Wie wir oben gesehen haben, ist der Satz fÈur einen einzelnen Quader richtig; da auf beiden Seiten das Integral durch Summen entsprechender

173 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Integrale fÈur Quader angehÈahert werden kann, ist also der Satz von GAUSS (modulo zahlreicher Auslassungen) bewiesen.

Genau wie der Satz von STOKES zu einer alternativen Deőnition der Rotation fÈuhrte, kann mit dem Satz von GAUSS die Divergenz auf andere Weise ausgedrÈuckt werden; zumindest fÈur Quader haben wir die entsprechende Formel im gerade beendeten Beweis als Formel (∗) bereits hergeleitet:

Satz: FÈur ein differenzierbares Vektorfeld ⃗V : G → R^3 ist

div ⃗V (x_0) = lim_{r→0} 3 4πr^3 ∫ ∫ ∂B_r ⃗V d ⃗O , wobei B_r eine Kugel mit Radius r um x_0 ist, deren Normalenvektoren nach auûen zeigen.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz ist das Volumenintegral Èuber B_r gleich dem Produkt des Volumens^4_3 πr^3 von B_r mit dem Wert des Integranden div ⃗V an einem geeigneten Punkt der Kugel. Falls r gegen Null geht, muû dieser Punkt immer nÈaher an den Mittelpunkt der Kugel rÈucken, bis er im Limes mit diesem zusammenfÈallt.

Auch der Satz von GAUSS lÈaût sich wieder anschaulich interpretieren: Bei der Deőnition der Divergenz haben wir uns bereits Èuberlegt, daû diese miût, inwieweit ein Punkt eher eine Quelle oder eine Senke fÈur ein Vektorfeld ist. Da das OberŕÈachenintegral gerade gleich dem Fluû des Vektorfelds durch die betrachtete OberŕÈache ist und wir die OberŕÈache so orientiert haben, daû der Normalenvektor nach auûen zeigt, sagt der Satz von GAUSS also einfach, daû der gesamte Fluû einer Vektorfelds durch die OberŕÈache eines Volumens V genau das ist, was im Innern von V erzeugt (oder, bei negativen Vorzeichen auf beiden Seiten) vernichtet wird.

Der obige Satz zur Charakterisierung der Divergenz zeigt dementsprechend noch einmal, warum die Divergenz auch als Quellendichte bezeichnet wird: Nach dem Satz von GAUSS ist der Fluû durch die OberŕÈache einer Kugel gleich der Summe des im Innern erzeugten oder

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 174

vernichteten; dividiert man dies durch das Volumen der Kugel, entsteht die Quellendichte, deren Grenzwert fÈur immer kleiner werdende Kugeln gleich der Divergenz ist.

ğ7: Anwendung auf komplexe und harmonische Funktionen

Da wir die komplexen Zahlen C mit der Ebene R^2 identiőzieren kÈonnen, sind Abbildungen f: C → C spezielle Abbildungen von R^2 nach R^2 . Bevor wir die IntegralsÈatze aus den letzten Abschnitten auf diese Funktionen sowie Èahnliche Funktionen auf beliebigen RÈaumen R^n anwenden, sollten wir uns zunÈachst Èuberlegen, was Differenzierbarkeit im Komplexen bedeutet.

a) Holomorphe Funktionen

Die Deőnition ist die altvertraute

Deőnition: Eine Funktion f: D → C auf der offenen Menge D ⊆ C heiût komplex differenzierbar oder holomorph im Punkt z ∈ D, wenn der Grenzwert f^′(z) = lim_{h→0} f(z + h) − f(z) h existiert. f heiût holomorph in D, wenn f in jedem Punkt z ∈ D holomorph ist.

Der groûe Unterschied zum reellen Differentialquotientenliegt natÈurlich darin, daû h eine komplexe Zahl ist, die sich nicht nur von rechts und links, sondern aus allen Richtungen und jedem beliebigen Weg (fÈur den z + h noch in D liegt) dem Nullpunkt nÈahern kann. Um zu sehen, was das bedeutet, betrachten wir zunÈachst die beiden einfachsten FÈalle, daû sich h ganz auf der reellen bzw. der imaginÈaren Achse bewegt.

Konkret sei z = x + iy und f(z) = u(x, y) + iv(x, y) mit zwei Funktionen u, v: ~D → R, wobei ~D ⊆ R^2 die Menge aller Punkte (x, y) ist, fÈur die x+iy in D liegt. (Wenn wir, was zwar nicht ganz

175 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

exakt, aber doch recht harmlos ist, R^2 und C miteinander identiőzieren, ist ~D einfach žgleichł D.)

FÈur reelles h ist dann f(z + h) − f(z) h = u(x + h, y) − u(x, y) h + i v(x + h, y) − v(x, y) h ; der Grenzwert fÈur h gegen Null ist also, so er existiert, gleich ∂u ∂x (x, y) + i ∂v ∂x (x, y) . FÈur rein imaginÈares h = ik ist entsprechend f(z + h) − f(z) h = u(x, y + k) − u(x, y) ik + i v(x, y + k) − v(x, y) ik = v(x, y + k) − v(x, y) k − i u(x, y + k) − u(x, y) k ; der Grenzwert fÈur h (oder k) gegen Null ist also, so er existiert, gleich ∂v ∂y (x, y) − i ∂u ∂y (x, y) . Falls f komplex differenzierbar ist, mÈussen beide Grenzwerte gleich sein, d.h. ∂u ∂x (x, y) = ∂v ∂y (x, y) und ∂v ∂x (x, y) = − ∂u ∂y (x, y) oder kurz u_x = v_y und v_x = −u_y .

Diese Gleichungen heiûen CAUCHY-RIEMANNsche Differentialgleichungen; sie sind also eine notwendige Bedingung dafÈur, daû eine Funktion komplex differenzierbar ist.

Weniger offensichtlich ist, daû diese Bedingung sogar hinreichend ist. Um das einzusehen, erinnern wir uns an die bereits in Kapitel 2 erwÈahnte MÈoglichkeit, die komplexen Zahlen mit einem Matrizenring zu identiőzieren: FÈur zwei komplexe Zahlen a + ib und c + id ist (a + ib)(c + id) = ac − bd + i(ad + bc) ;

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 176

entsprechend ist ( a b −b a ) ( c d −d c ) = ( ac − bd ad + bc −(ad + bc) ac − bd ) . Da es mit der Addition keinerlei Probleme gibt, ist daher die Abbildung C → {( a b −b a ) | | | a, b ∈ R } ; a + ib → ( a b −b a )

vertrÈaglich mit der Addition wie auch der Multiplikation; auûerdem ist sie offensichtlich bijektiv und damit auch vertrÈaglich mit Subtraktion und (soweit deőniert) Division. Damit kÈonnen wir die komplexe Zahl a + ib identiőzieren mit der Matrix ( a b −a b ) . (Obwohl eigentlich schon alles bewiesen ist, sollten Skeptiker zur Vorsicht noch einmal nachrechnen, daû die Multiplikation von Matrizen dieser speziellen Form, im Gegensatz zur allgemeinen Matrixmultiplikation, wirklich kommutativ ist.)

Betrachten wir nun unsere Funktion f ernsthaft als reelle Funktion F : R^2 → R^2 . (Auch hier ist es wieder Geschmackssache, ob man wirklich zwischen f und F unterscheiden will.) Mit obiger Notation ist F (x, y) = ( u(x, y) v(x, y) ) , und fÈur diese Funktion gilt, sofern sie differenzierbar ist, F (x + h, y + k) = F (x, y) + J_f (x, y) · ( h k ) + o (√ h^2 + k^2 ) . Hier ist J_f (x, y) = ( u_x u_y v_x v_y ) , und diese Matrix ist genau dann von der Form, die einer komplexen Zahl w entspricht, wenn die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen u_x = v_y und u_y = −v_x

177 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

erfÈullt sind und somit

w = u_x + iu_y = v_y − iv_x

ist. Alsdann lÈaût sich die Gleichung ( u(x + k, y + ℓ) v(x + k, y + ℓ) ) = ( u(x, y) v(x, y) ) + o (| | | ( h k )| | | )

auch schreiben als f(z + h) = f(z) + wh + o (|⃗ h | |) ; denn die Grundrechenarten fÈur komplexe Zahlen und die zugehÈorigen Matrizen entsprechen einander in eindeutiger Weise, und der Betrag der komplexen Zahl h = k + iℓ ist gleich √ k^2 + ℓ^2 und damit gleich der LÈange des Vektors (_k ℓ ) . Wenn die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen erfÈullt sind, ist f daher im Punkt z differenzierbar mit Ableitung f^′(z) = w.

Damit haben wir gezeigt

Satz: Die Funktion f(x+iy) = u(x, y)+iv(x, y) ist genau dann komplex differenzierbar,wenn die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichun- gen u_x(x, y) = v_y(x, y) und u_y(x, y) = −v_x(x, y) erfÈullt sind.

b) Der Cauchysche Integralsatz

In vÈolliger Analogie zum reellen Kurvenintegral lassen sich auch komplexe Kurvenintegrale deőnieren: Ein KurvenstÈuck in C ist eine Abbildung γ: [a, b] → C ; t → γ(t) = α(t) + iβ(t) mit zwei stetig differenzierbaren Funktionen α, β: [a, b] → R auf einem reellen Intervall [a, b] ⊂ R; eine Kurve γ ist entsprechend eine Folge γ_1, . . . , γ_r von KurvenstÈucken mit der Eigenschaft, daû der Endpunkt von γ_i gleich dem Anfangspunkt von γ_{i+1} ist, und γ heiût geschlossen, falls zusÈatzlich der Endpunkt von γ_r mit dem Anfangspunkt von γ_1 Èubereinstimmt.

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 178

Das Integral einer Funktion f: D → C ; z = x + iy → u(x, y) + iv(x, y) entlang eines KurvenstÈucks γ: [a, b] → D kann ebenfalls in vÈolliger Analogie zum RIEMANN-Integral deőniert werden: Wir wÈahlen eine Unterteilung

a = t_0 < t_1 < · · · < t_{N−1} < t_N = b

und betrachten dazu die Summe N∑ ν=1 f ( γ(τ_ν ) )( γ(t_ν ) − γ(t_{ν−1}) )

fÈur geeignete Zwischenwerte

t_{ν−1} ≤ τ_ν ≤ t_ν ;

das Integral ist der Grenzwert, so er existiert, fÈur immer feinere Unterteilungen.

Es wÈare kein Problem, dies im einzelnen auszufÈuhren und so zu einer exakten Deőnition des Integrals zu kommen, es geht allerdings schneller, wenn wir dies auf bekannte reelle Integrale zurÈuckzufÈuhren: Mit z = x + iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y) und γ(t) = α(t) + iβ(t) ist f ( γ(τ_ν ) )( γ(t_ν ) − γ(t_{ν−1}) ) = ( u ( γ(τ_ν ) ) + iv ( γ(τ_ν ) ))( α(t_ν ) + iβ(t_ν ) − α(t_{ν−1}) − iβ(t_{ν−1}) ) = u ( γ(τ_ν ) )( α(t_ν ) − α(t_{ν−1}) ) − v ( γ(τ_ν ) )( β(t_ν ) − β(t_{ν−1}) ) + i ( u ( γ(τ_ν ) )( β(t_ν ) − β(t_{ν−1}) ) + v ( γ(τ_ν ) )( α(t_ν ) − α(t_{ν−1}) ))

= ( u ( γ(τ_ν ) ) −v ( γ(τ_ν ) ) ) (( α(t_ν ) β(t_ν ) ) − ( α(t_{ν−1}) β(t_{ν−1}) ))

+ i ( v ( γ(τ_ν ) ) u ( γ(τ_ν ) ) ) (( α(t_ν ) β(t_ν ) ) − ( α(t_{ν−1}) β(t_{ν−1}) )) .

179 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Damit kÈonnen wir sowohl den Realteil als auch den ImaginÈarteil des komplexen Kurvenintegrals durch reelle Kurvenintegrale ausdrÈucken: Deőnieren wir den γ entsprechenden Weg in R^2 als ~γ: [a, b] → R^2 ; t → ( α(t) β(t) ) , so konvergiert N∑ ν=1 ( u ( γ(τ_ν ) ) −v ( γ(τ_ν ) ) ) (( α(t_ν ) β(t_ν ) ) − ( α(t_{ν−1}) β(t_{ν−1}) ))

fÈur immer feiner werdende Unterteilungen (wenn Èuberhaupt) gegen b∫ a ( u ( ~γ(t) ) −v ( ~γ(t) ) )( α̇(t) β̇(t) ) dt = ∫ ~γ ( u −v ) ds

und_N ∑ ν=1 ( v ( γ(τ_ν ) ) u ( γ(τ_ν ) ) ) (( α(t_ν ) β(t_ν ) ) − ( α(t_{ν−1}) β(t_{ν−1}) ))

gegen_b ∫ a ( v ( ~γ(t) ) u ( ~γ(t) ) )( α̇(t) β̇(t) ) dt = ∫ ~γ ( v u ) ds .

Daher bietet es sich an, das komplexe Kurvenintegral von vornherein Èuber reelle Kurvenintegrale zu deőnieren:

Deőnition: FÈur z = x + iy und f(z) = u(x, y) + iv(x, y) sowie ein KurvenstÈuck

γ(t) = α(t) + iβ(t) mit ~γ(t) = ( α(t) β(t) )

ist ∫

γ f(z) dz =_{def} ∫ ~γ ( u −v ) ds + i ∫ ~γ ( v u ) ds .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 180

Diese Deőnition lÈaût sich nicht nur auf KurvenstÈucke anwenden, sondern auch auf Kurven; wie Èublich ist das Integral lÈangs einer Kurve ist sowohl links als auch rechts gleich der Summe der Integrale lÈangs der einzelnen KurvenstÈucke.

Der zentrale Satz aus der Theorie der Funktionen einer komplexen VerÈanderlichen ist der CAUCHYsche Integralsatz:

Satz: f: D → C sei eine komplex differenzierbare Funktion und die geschlossene Kurve γ sei Rand einer offenen Teilmenge G ⊂ D, deren Abschluû G auch noch in D liege. Dann ist ∫ γ f(z) dz = 0 .

Beweis: Nach Deőnition ist ∫ γ f(z) dz = ∫ ~γ ( u −v ) ds + i ∫ ~γ ( v u ) ds ;

wir berechnen die rechts stehenden Integrale nach dem Satz von GREEN: ∫ ~γ ( u −v ) ds = ∫∫ D ( − ∂v ∂x − ∂u ∂y ) dx dy = − ∫∫ D ( ∂v ∂x − ∂u ∂y ) dx dy

und ∫

~γ ( v u ) ds = ∫∫ D ( ∂u ∂x − ∂v ∂y ) dx dy .

In beiden FÈallen verschwindet rechts der Integrand nach den CAUCHY- RIEMANNschen Differentialgleichungen. Also verschwinden die rechtsstehenden Integrale, und damit folgt die Behauptung.

c) Die Cauchysche Integralformel Beim Beweis des CAUCHYschen Integralsatzes muûten wir die komplexe Differenzierbarkeit von D im gesamten Bereich D voraussetzen; nur so

181 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

waren die Voraussetzungen fÈur die Anwendung der GREENschen Formel gegeben. TatsÈachlich liegt es nicht nur an der Beweismethodik, daû wir diese Voraussetyung brauchen, sondern der Satz kann deőnitiv falsch werden, wenn die Funktion auch nur in einem Punkt von D undeőniert ist.

Als Beispiel dazu betrachten wir die Funktion f(z) = 1/z auf dem Einheitskreis γ: [−π, π] → C ; t → e^{−it} und fragen nach dem Integral ∫ γ f(z) dz .

Im Reellen wÈurden wir ein Integral Èuber 1/x berechnen, indem wir die Stammfunktion ln |x| an den Grenzen des Integrationsintervalls auswerten, und im wesentlichen genauso kÈonnen wir auch hier vorgehen:

Lemma: Zur Funktion f: D → C gebe es eine komplex differenzierbare Funktion F : D → C , so daû F^′(z) = f(z) fÈur alle z ∈ D. Weiter sei γ eine in D liegende Kurve mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Dann ist ∫

γ f(z) dz = F (b) − F (a) .

Der Beweis geht genauso wie im Reellen: FÈur zwei sehr nahe beieinander liegende Punkte a und b und ihre Verbindungsstrecke γ ist ∫ γ f(z) dz ≈ f(a) · (b − a) . Auûerdem ist f(a) = F^′(a) ≈ F (b) − F (a) b − a , also f(a) · (b − a) ≈ F (b) − F (a) .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 182

Damit gilt die Behauptung zumindest nÈaherungsweise fÈur sehr kleine Strecken.

Die allgemeine Behauptung folgt daraus wie im Reellen durch geeignete AbschÈatzungen.

Beim Integral Èuber 1/z haben wir nun aber das Problem, daû F (z) = ln z zwar in jedem Punkt z ≠ 0 die Ableitung F^′(z) = 1/z hat, daû aber der Logarithmus im Komplexen nicht als stetige Funktion auf ganz C r {0} deőniert werden kann. Problemlos ist die Deőnition auf C minus der negativen reellen Achse (einschlieûlich Null), und wenn wir die Kurve γ ein biûchen verkÈurzen, liegt sie ganz in diesem Deőnitionsbereich. Wir deőnieren daher eine verkÈurzte Kurve γ_ε: [−π + ε, π − ε] → C ; t → e^{it} und erhalten ∫ γ_ε dz z = ln e^{t(π−ε)} − ln e^{i(−π+ε)} = i(π − ε) − i(−π + ε) = 2i(π − ε) . Da dies fÈur ε → 0 gegen 2πi konvergiert, ist daher ∫ γ dz z = 2πi ≠ 0 .

Damit reicht also schon ein einziger Punkt von D, in dem f(z) nicht deőniert ist, um den CAUCHYschen Integralsatz nicht mehr anwendbar zu machen.

Dieses Beispiel lÈaût sich leicht etwas verallgemeinern: ZunÈachst kÈonnen wir anstelle des Einheitskreises auch jeden anderen Kreis γ um den Nullpunkt betrachten, denn da

ln(re^{it}) = ln r + it ist, hebt sich der Term ln r in obiger Rechnung einfach weg.

Als nÈachstes kÈonnen wir den Nullpunkt durch einen anderen festen Punkt w ∈ C ersetzen; fÈur einen Kreis γ: [−π, π] → C ; t → w + re^{it} mit r > 0

183 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

ist dann ∫

γ dz z − w = 2πi und noch etwas allgemeiner ∫ γ a z − w = 2πi · a fÈur alle a ∈ C .

Noch allgemeiner sei f: D → C eine beliebige komplex differenzierbare Funktion und w ein innerer Punkt von D. Dann ist in einer Umgebung von w f(z) = f(w) + (z − w)f^′(w) + g(z) , wobei g(z) in einer Umgebung von w schneller gegen Null geht als z − w, d.h. lim_{z→w} g(z) z − w = 0 .

Insbesondere ist also^{g(z)}_{z−w} auf ganz D deőniert und komplex differenzierbar. Damit ist f(z) z − w = f(w) z − w + f^′(w) + g(z) z − w und somit fÈur einen in D liegenden Kreis um w ∫ γ f(z) z − w dz = ∫ γ f(w) z − w dz + ∫ γ f^′(w) dz + ∫ γ g(z) z − w dz . Wie wir gerade gesehen haben, ist das erste Integral auf der rechten Seite gleich 2πi · f(w), die beiden anderen verschwinden nach dem CAUCHYschen Integralsatz. Damit haben wir gezeigt Cauchysche Integralformel: FÈur eine komplex differenzierbare Funktion f: D → C gilt fÈur eine ganz in D liegende Kreisscheibe mit Mittelpunkt w und Randkurve γ f(w) = 1 2πi ∫ γ f(z) z − w dz .

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 184

Diese Formel ist der Ausgangspunkt fÈur eine ganze Reihe von weiteren Eigenschaften komplex differenzierbarer Funktionen, die hier nur angedeutet werden sollen.

Als erstes kÈonnen wir den Integranden f(z)/(z − w) nach w differenzieren; das Ergebnis ist d^n dw^n f(z) (z − w) = n! f(z) (z − w)^{n+1} . Da sich Integration Èuber z und Differentiation nach w gegenseitig nicht stÈoren sollten, erwarten wir, daû fÈur eine Funktion h(z, w) zweier komplexer VerÈanderlicher gelten sollte d dw ∫ γ h(z, w) dz = ∫ γ ∂h ∂w (z, w) dz , und in der Tat zeigt eine einfache Rechnung, ausgehend von den Deőnitionen von Ableitung und Integral, daû dies sowohl im Reellen als auch im Komplexen richtig ist. Auf unsere Situation angewandt bedeutet dies, daû d^nf dw^n (w) = d^n dw^n ∫ γ f(z) z − w dz = n! ∫ γ f(z) (z − w)^{n+1} dz ist.

Damit kÈonnen wir also die n-te Ableitung von f berechnen, obwohl wir f nur als einmal differenzierbar vorausgesetzt haben! Wir haben also (mehr oder weniger) bewiesen, daû eine (einmal) komplex differenzierbare Funktion tatsÈachlich beliebig oft komplex differenzierbar ist ś eine Aussage, die fÈur reelle Differenzierbarkeit bekanntlich falsch ist. (Als Gegenbeispiele betrachte man etwa die Funktionen f(x) = x^n |x|.) Mehr noch: Da der Integrand f(z) z − w = f(z) z 1 1 −^w_z = f(z) z (1 + w z + w z 2 + w z 3 + · · · ) zumindest fÈur z ≠ 0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist und sich der Wert z = 0 durch geeignete Wahl des Integrationswegs γ leicht

185 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

vermeiden lÈaût, kann man aus dem CAUCHYschen Integralsatz auch schlieûen, daû f(w) in eine Potenzreihe entwickelt werden kann; sie kann also um jeden inneren Punkt ihres Deőnitionsbereichs in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden, die die Funktion in einer gewissen Umgebung auch darstellt ś auch dies ein gewaltiger Unterschied zum Reellen, wo bekanntlich auch eine beliebig oft differenzierbareFunktion wie f(x) = e^{−1/x2} um den Nullpunkt nicht durch ihre (in diesem Fall identisch verschwindende) TAYLOR-Reihe dargestellt wird.

Eine genauere Untersuchung zeigt, daû fÈur eine Funktion f: D → C auf einer offenen Teilmenge D ⊆ C die folgenden Eigenschaften Èaquivalent sind:

• f ist komplex differenzierbar auf D. • f ist beliebig oft komplex differenzierbar auf D.

• f kann um jeden Punkt von z_0 ∈ D in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden; diese konvergiert mindestens in der grÈoûten offenen Kreisscheibe um z_0, die noch ganz in D liegt.

• Jedes Kurvenintegral ∫ γ f(z) dz Èuber eine ganz in D verlaufende Kurve hÈangt nur ab vom Anfangs- und Endpunkt von γ.

• Jedes Kurvenintegral ∫ γ f(z) dz Èuber eine ganz in D verlaufende geschlossene Kurve γ verschwindet.

Da eine komplex differenzierbare Funktion somit erheblich mehr ist als nur komplex differenzierbar, lohnt es sich, einen neuen Begriff einzufÈuhren, der all dies zum Ausdruck bringen soll: Aus diesem Grund spricht man in der Funktionentheorie, d.h. der Theorie der Funktionen einer oder mehrerer komplexer VerÈanderlicher, statt von komplex differenzierbaren Funktionen meist von holomorphen Funktionen. In Èalteren BÈuchern ist stattdessen auch oft noch von ganzen Funktionen die Rede; woher diese Bezeichnung kommt, werden wir im nÈachsten Abschnitt sehen. Schlieûlich ist auch gelegentlich von analytischen Funktionen die Rede; dieser Begriff soll zum Ausdruck bringen, daû die Funktion um jeden Punkt ihres (offenen) Deőnitionsbereichs in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann. Dieser Ausdruck ist auch im Reellen gebrÈauchlich, allerdings ist dort die AnalytizitÈat eine erheblich stÈarkere Eigenschaft als die bloûe Differenzierbarkeit, wÈahrend hier im

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 186

Komplexen die beiden Eigenschaften Èaquivalent sind.

d) Der Residuensatz

Die Funktion f(z) = 1/z ist natÈurlich nicht holomorph auf ganz C , denn im Nullpunkt ist sie nicht einmal deőniert. Genauso ist g(z) = 1/(z −2)^2 im Punkt 2 nicht deőniert und damit erst recht nicht holomorph.

Trotzdem handelt es sich hier um relativ harmlose Ausnahmepunkte: Wenn wir f(0) = g(2) = ∞ setzen, haben wir das Verhalten der Funktion ziemlich genau beschrieben. Das Symbol ž∞ł fÈur Unendlich soll dabei ein Element bezeichnen, das wir zu C hinzunehmen. Die entstehende Menge C ∪ {∞} ist natÈurlich kein KÈorper mehr, denn beispielsweise ist

1 + ∞ = ∞ + π = 2∞ = i∞ = ∞ · e = ∞ ,

so daû beispielsweise die AusdrÈucke ž∞ − ∞ł und ž∞/∞ł nicht sinnvoll deőniert sind. Auûerdem ist hier im Komplexen ∞ = −∞, da wir ja nur ein Element zu C hinzugefÈugt haben. Dies unterscheidet das

žkomplexe ∞ł vom žreellen ∞ł, denn im Reellen unterscheidet man bekanntlich sehr wohl zwischen +∞ und −∞. Hier im Komplexen, wo es keine GrÈoûerbeziehung gibt, wÈare diese Unterscheidung jedoch sinnlos ś es sei denn, wir wÈurden fÈur jeden Winkel φ ein eigenes Element e^{iφ} · ∞ einfÈuhren, was wohl doch etwas zuviel des Guten wÈare.

Das neue Element ž∞ł ist also sicherlich nicht ganz unproblematisch; wir dÈurfen es auf keinen Fall als gleichberechtigt mit den gewÈohnlichen komplexen Zahlen betrachten. Insbesondere dÈurfen wir nicht erwarten, daû wir mit beliebigen Funktionen f: D → C ∪ {∞} sonderlich viel anfangen kÈonnen; wir mÈussen uns beschrÈanken auf Funktionen nach Art der beiden Eingangsbeispiele, bei denen die Stellen, an denen die Funktion unendlich wird, hinreichend isoliert sind und die Funktion auûerhalb dieser Stellen holomorph ist:

Deőnition: Eine Funktion f: D → C ∪{∞} auf einer offenen Teilmenge

D ⊆ C heiût meromorph, wenn gilt:

1. Die Menge M ⊆ D, auf der f den Wert ∞ annimmt, hat keine HÈaufungspunkte.

187 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

2. Die EinschrÈankung f_{M®D}: M r D → C ; z → f(z) ist holomorph.

3. Zu jedem Punkt w ∈ M gibt es eine natÈurliche Zahl m, so daû g(z) = (z − w)^nf(z) in einer Umgebung von w holomorph ist.

Die Punkte w ∈ M heiûen Polstellen von f; die kleinste Zahl n ∈ N, fÈur die 3. gilt, heiût Ordnung der Polstelle w.

Es ist klar, daû die beiden Eingangsbeispiele meromorph sind im Sinne dieser Deőnitition: f(z) = 1/z hat genau einen Pol im Nullpunkt, d.h. M = {0}; dessen Ordnung ist eins. Entsprechend hat g(z) = 1/(z − 2)^2 einen Pol zweiter Ordnung in w = 2 und ist in allen anderen Punkten

von C holomorph.

Ein Beispiel einer meromorphen Funktion mit unendlich vielen Polstellen ist tan z = sin z cos z = e^{iz} − e^{−iz} i(e^{iz} + e^{−iz} ) . Diese Funktion ist holomorph in allen Punkten, in denen der Cosinus nicht verschwindet, d.h. auf C r M mit M = { π/2 + kπ | k ∈ Z^} .

Vom Reellen her wissen wir, daû

lim_{x→0} sin x x = 1 ist; dies gilt auch im Komplexen, denn

sin z z = 1 z (z − z^3 3! + z^5 5! − · · · ) = 1 − z^2 3! + z^4 5! − · · · . Wegen der Beziehungen

cos(z − π/2) = sin z und cos(z + π/2) = − sin z ist dann auch lim z→−π/2 cos z z + π/2 = 1 und lim_{z→π/2} cos z z − π/2 = −1 ;

Kap. 3: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 188

entsprechend auch an den um 2π verschobenen Stellen. Damit ist auch lim z→−π/2 z + π/2 cos z

= 1 und lim_{z→π/2} z − π/2 cos z

= −1 ,

also auch lim z→−π/2 (z + π/2) sin z cos z

= sin π/2 = 1 und lim z→π/2 (z − π/2) sin z cos z

= − sin(−π/2) = 1 .

Somit hat der Tangens in den Punkten aus M Pole erster Ordnung, ist also auf ganz C meromorph.

(Hier bewÈahrt sich wieder, daû wir nur einen Punkt ∞ betrachten: Es wÈare nicht mÈoglich, den Tangens in sinnvoller Weise als Funktion von R nach R ∪ {−∞, ∞} zu deőnieren, denn an jeder Polstelle ist der Grenzwert von der einen Seite gleich −∞ und von der andern gleich ∞.)

In gewisser Weise ist das oben durchgerechnete Beispiel der Funktion 1/z im wesentlichen die einzige Funktion, fÈur die das der Fall ist: FÈur n ≥ 2 hat 1/z^n die Stammfunktion 1/(n − 1)z^{n−1}, und die ist auf ganz

C r {0} deőniert, d.h._∫ γ dz z^n = 0 nicht nur fÈur die oben deőnierte Kurve, sondern fÈur jede geschlossene Kurve, die nicht durch 0 geht. . . .

Kapitel 4 Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind das wohl wichtigste mathematische Hilfsmittel fÈur Anwendungen in Naturwissenschaft und Technik. Die dahinterstehende Grundidee ist einfach: Man kann zwar nur selten a priori sagen, wie sich ein System Èuber einen lÈangeren Zeitraum hinweg entwickeln wird, aber man hat oft aufgrund von Naturgesetzen eine klare Vorstellung Èuber die ZustandsÈanderung im nÈachsten Augenblick, d.h. also Èuber den Wert der zeitlichen Ableitung der ZustandsgrÈoûen in AbhÈangigkeit vom gegenwÈartigen Zustand des Systems. Ein einfaches Beispiel hierfÈur liefert das zweite NEWTONsche Gesetz, wonach die zeitliche Ableitung des Impuls eines Teilchens gleich der auf das Teilchen wirkenden Kraft ist.

Allgemein sei ein System beschrieben durch n zeitlich verÈanderliche GrÈoûen y_1(t), . . . , y_n(t); unter einem System von Differentialgleichungen oder kurz einer Differentialgleichung verstehen wir eine Vorschrift, die die zeitlichen Ableitungen ẏ_1(t), . . . , ẏ_n(t) aus den Funktionswerten berechnet: ẏ_1(t) = f_1 ( t, y_1(t), . . . , y_n(t) ) ẏ_2(t) = f_2 ( t, y_1(t), . . . , y_n(t) ) . . . . ẏ_n(t) = f_n ( t, y_1(t), . . . , y_n(t) ) . Falls die Funktionen f_i nur von y_1(t), . . . , y_n(t) abhÈangen und nicht auch noch direkt von der Zeit t spricht man von einem autonomen System. Da Naturgesetze nicht von der Zeit abhÈangen, hat man es in wissenschaftlich-technischen Anwendungen meist mit autonomen

Kap. 4: Differentialgleichungen 190

Systemen zu tun; man kann allerdings auch den Einŕuû von UmgebungsgrÈoûen durch einen zeitabhÈangigen Term abschÈatzen und so ein nichtautonomes System erhalten.

Einige Leser werden bei dieser Form einer Differentialgleichung wohl die hÈoheren Ableitungen vermissen, die ja in den Anwendungen auch oft eine Rolle spielen: Bei zeitlich konstanter Masse schreibt man etwa das oben erwÈahnte zweite NEWTONsche Gesetz meist als ⃗F = mÈ⃗s(t) , wobei ⃗s den Ortsvektor bezeichnet. Um dies auf obige Form zu bringen, muû man zusÈatzlich noch dessen Ableitung ⃗v(t) = ˙⃗s(t) betrachten und erhÈalt dann das Differentialgleichungssystem

˙⃗v(t) = 1 m ⃗F , ˙⃗s(t) = ⃗v(t) aus sechs Gleichungen.

ğ1: Homogene lineare Differentialgleichungen

Am einfachsten sind Differentialgleichungssysteme, bei denen die Funktionen f_i auf der rechten Seite linear in den y_j (t) sind; im Fall eines autonomen Systems ist dann einfach f_i ( y_1(t), . . . , y_n(t) ) = a_{i1}y_1(t) + · · · + a_{in}y_n(t) .

Fassen wir die Funktionen y_1(t) bis y_n(t) zu einem Vektor ⃗y(t) zusammen und die Zahlen a_{ij} zu einer Matrix A, so kann die Differentialgleichung kurz als ˙⃗y(t) = A · ⃗y(t) geschrieben werden. Solche Differentialgleichungen bezeichnen wir als lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koefőzienten.

Im Fall n = 1 hat so eine Gleichung einfach die Form

ẏ(t) = ay(t) ,

und wir wissen, daû fÈur jedes λ ∈ R die Funktion y(t) = λe^{at}

191 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

dieser Differentialgleichung genÈugt. Damit kennen wir bereits alle LÈosungen: Ist nÈamlich y(t) irgendeine LÈosungsfunktion, so kÈonnen wir die neue Funktion z(t) = y(t) · e^{−at} betrachten. Nach der LEIBNIZschen Produktregel ist

ż(t) = ẏ(t) · e^{−at} + y(t) cot(−a)e^{−at} ,

und das verschwindet, da ẏ(t) = a · y(t) ist. Also muû z(t) = λ konstant sein und y(t) = λe^{at}.

Im mehrdimensionalen Fall wollen wir ganz genauso vorgehen: ˙⃗y(t) = A · y(t) =⇒ y(t) = e^{At} · ⃗y_0 .

Das Problem dabei ist, daû wir nicht wissen, was e^{At} sein soll; unsere erste Aufgabe ist es also, diesem Ausdruck eine Bedeutung zu geben.

a) Die Matrixexponentialfunktion

Wir orientieren uns wieder am Eindimensionalen: FÈur eine reelle Zahl x ist e^x = ∞∑ i=0 x^i i! , also setzen wir analog fÈur eine n × n-Matrix X

e^X =_{def} ∞∑ i=0 1 i! · X^i .

Damit ist klar, daû e^X eine n × n-Matrix sein soll, und das erklÈart auch, warum oben der Konstantenvektor ⃗y_0 auf der rechten Seite steht. Was wir uns noch Èuberlegen mÈussen, ist die Konvergenz der Reihe.

Dazu mÈussen wir die GrÈoûe der EintrÈage in den Matrizen X^i abschÈatzen: Sind allgemein A, B zwei n × n-Matrizen und sind die BetrÈage aller EintrÈage von A kleiner oder gleich a und die von B kleiner oder gleich b, so kann es in AB offensichtlich keinen Eintrag geben, dessen Betrag grÈoûer ist als nab: Schlieûlich ist jeder Eintrag in der Produktmatrix

Kap. 4: Differentialgleichungen 192

eine Summe von n Summanden, deren jeder Produkt je eines Eintrags von A und von B ist.

Um diese Formel leichter anwenden zu kÈonnen, machen wir sie mutwillig schlechter und begnÈugen uns damit, daû jeder Eintrag von AB hÈochstens den Betrag (na) · (nb) hat.

Ist nun x der Betrag des grÈoûten Eintrags in der Matrix X, so folgt induktiv sofort, daû in X^i hÈochstens Zahlen bis zum Betrag (nx)^i stehen kÈonnen; in der endichen Teilsumme M∑ i=0 1 i! X^i ist daher jeder Eintrag kleiner als M∑ i=0 (nx)^i i! . Letztere Summe konvergiert fÈur M → ∞ gegen e^{nx}, und damit muû auch die Matrixsumme konvergieren, denn die Reihe fÈur e^{nx} ist konvergente Majorante eines jeden Eintrags. Insbesondere ist jeder Eintrag von e^X hÈochstens gleich e^{nx}.

Damit wissen wir also, daû die Matrix e^X fÈur jede n × n-Matrix X existiert; insbesondere ist die Funktion t → e^{At} wohldeőniert.

Wir kÈonnen natÈurlich nicht erwarten, daû die Matrixexponentialfunktion alle schÈonen Eigenschaften der gewÈohnlichen Exponentialfunktion hat. Beispielsweise ist mur schwer vorstellbar, daû fÈur beliebige Matrizen A und B gelten sollte e^{A+B} = e^A · e^B , denn wegen der KommutativitÈat der Matrizensumme, mÈuûte dann auch e^A ·e^B = e^B ·e^A sein, was zumindest unwahrscheinlich aussieht. In der Tat ist etwa fÈur A = ( 0 1 0 0 ) und B = ( 0 0 1 0 )

e^A = E + A = ( 1 1 0 1 ) , e^B = E + B = ( 1 0 1 1 )

193 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998 und e^A · e^B = ( 2 1 1 1 ) , aber da das Quadrat von C = A + B gleich der Einheitsmatrix ist, ist

e^{A+B} = E + C + 1 2! · E + 1 3! C + · · · = (_∞ ∑ i=0 1 (2i)! ) · E + (_∞ ∑ i=0 1 (2i + 1)! ) · C

= cosh(1) · E + sinh(1) · C = 1 2 ( e + e^{−1} e − e^{−1} e − e^{−1} e + e^{−1} ) . Zum GlÈuck gilt aber wenigstens

Lemma: FÈur zwei Matrizen A, B ∈ R^{n×n} mit AB = BA ist e^{A+B} = e^A · e^B = e^B · e^A .

Insbesondere ist fÈur s, t ∈ R e^{A(s+t)} = e^{As} · e^{At} . Beweis: FÈur zwei reelle Zahlen x, y ist e^{x+y} = e^xe^y = e^ye^x; damit gilt dieselbe Formel auch fÈur zwei reellwertige Variablen x und y. Wenn wir in allen Potenzreihen alle x- und y-Potenzen oberhalb der N-ten ignorieren, sagt die Gleichung aus, daû drei Polynome in x und y als Polynome identisch sind.

Beim Rechnen mit Polynomen in x und y verwendet man keine speziellen Eigenschaften dieser Variablen auûer, daû sie kommutieren. Damit kann man in so eine PolynomidentitÈat auch Matrizen einsetzen, und wenn diese miteinander kommutieren, erhÈalt man auf beiden Seiten dasselbe Ergebnis. Damit ist fÈur kommutierende Matrizen A, B stets e^{A+B} = e^A · e^B = e^B · e^A .

Insbesondere kommutieren zwei skalare Vielfache derselben Matrix miteinander: (sA)(tA) = st A^2, und damit folgt auch die letzte Aussage des Lemmas.

Kap. 4: Differentialgleichungen 194

Die fÈur uns wichtigste Anwendung hiervon ist

Satz: FÈur jede n × n-Matrix A ist die Funktion { R → R^{n×n} t → e^{At} stetig differenzierbar mit Ableitung t → A · e^{At} = e^{At} · A.

Beweis: Die Ableitung ist deőniert als

lim_{h→0} e^{A(t+h)} − e^{At} h . Da die Matrizen At und Ah miteinander vertauschbar sind, ist nach dem gerade bewiesenen Lemma e^{A(t+h)} = e^{At} · e^{Ah}, also e^{A(t+h)} − e^{At} h = e^{At} · e^{Ah} − E h . Dabei ist e^{Ah} − E h = 1 h · ∑ i=1 ∞ (Ah)^i i! = E + ∞∑ i=1 (Ah)^i (i + 1)! . Nach der obigen Diskussion ist jeder Eintrag der Matrix in der rechtsstehenden Summenmatrix hÈochstens gleich ∞∑ i=1 (ah)^i (i + 1)! = e^{ah} − 1 h , und der rechtsstehende Ausdruck geht fÈur h → 0 selbst gegen Null; wer das nicht gleich sieht, frage DE L’HOSPITAL. Damit ist ∞∑ i=1 (Ah)^i (i + 1)!

gleich der Nullmatrix und somit d dt e^{At} = lim_{h→0} e^{A(t+h)} − e^{At} h = e^{At} · A .

195 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Dies ist auch gleich Aė^{At}, denn da A mit jeder seiner Potenzen vertauschbar ist, ist es auch mit jeder endlichen Teilsumme der Reihe von e^{At} vertauschbar und damit auch mit e^{At} selbst.

Alles was uns jetzt noch fehlt zur LÈosung eines linearen homogenen Differentialgleichungssystems sind Rechenregeln fÈur den Umgang mit Ableitungen von Matrixfunktionen. Zumindest fÈur Summen und Produkte gelten, wenn man von der NichtkommutativitÈat der Multiplikation absieht, die Èublichen Regeln:

Lemma: f, g: (a, b) → R^{n×n} seien zwei matrixwertige Funktionen auf dem offenen Intervall (a, b). Dann ist d dt ( f(t)+g(t) ) = ḟ(t)+ġ(t) und d dt ( (f(t)g(t) ) = ḟ(t)·g(t)+f(t)·ġ(t) . FÈur einen konstanten Vektor ⃗v ∈ R^n ist d dt ( f(t) · ⃗v ) = ḟ(t) · ⃗v .

Beweis: FÈur die Summe ist dies klar: Sind f_{ij} (t) und g_{ij} (t) die Komponenten der Matrizen f und g, so sind die Summen f_{ij} (t) + g_{ij} (t) die Komponenten von f + g, und deren Ableitung ist die Summe der Ableitungen.

Die (i, j)-Komponenten von fg ist die Funktion n∑ ν=1 f_{iν} (t) · g_{νj} (t) , und deren Ableitung ist n∑ ν=1 ḟ_{iν} (t) · g_{νj} (t)f_{iν} (t) · ġ_{νj} (t) ,

die (i, j)-Komponente von ḟ(t) · g(t) + f(t) · ġ(t).

Sind v_1, . . . , v_n die Komponenten des Vektors ⃗v, so ist die i-te Komponente der vektorwertigen Funktion f(t) · ⃗v gleich der Summe n∑ j=1 f_{ij} (t) · v_j mit Ableitung n∑ j=1 ḟ_{ij} (t) ,

Kap. 4: Differentialgleichungen 196

und das ist die i-te Komponente von ḟ(t) · ⃗v.

Damit haben wir alles zusammen und kÈonnen zeigen

Satz: : Die sÈamtlichen LÈosungen der Differentialgleichung ẏ = Ay sind genau die Funktionen t → e^{At}y_0 mit y_0 ∈ R^n .

Beweis: Da e^{At} die Ableitung Ae^{At} hat, ist die Ableitung von f(t) = e^{At} · ⃗y_0 nach der zuletzt bewiesenen Formel gleich A · e^{At} · ⃗y_0, also in der Tat gleich A · f(t).

Nun sei y: (a, b) → R^n irgendeine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, daû ẏ(t) = A · y(t) ist. Wir betrachten die Funktion g(t) = e^{−At} · y(t). Deren Ableitung ist ġ(t) = −A · e^{−At} · y(t) + e^{−At} · ẏ(t) = −A · e^{−At} · y(t) + e^{−At} · Ay(t) = ⃗0 , denn die Matrix A ist mit e^{−At} vertauschbar. Damit haben alle Komponenten von g die Ableitung Null, sind also konstant und damit ist g(t) =_{def} ⃗y_0 ein konstanter Vektor mit der Eigenschaft, daû

⃗y_0 = e^{−At} · y(t), d.h. y(t) = e^{At} · y_0 ,

wie behauptet.

Korollar: FÈur jeden Vektor y_0 ∈ R^n und jede reelle Zahl t_0 ∈ R gibt es genau eine differenzierbare Funktion y(t) mit den Eigenschaften, daû ẏ(t) = Ay(t) und y(t_0) = y_0 ist; dies ist y(t) = e^{A(t−t0)} · y_0.

Die Kombination aus Differentialgleichung und vorgegebenem Funktionswert an einer bestimmten Stelle bezeichnet man als Anfangswertproblem. In dieser Form treten Differentialgleichungen in Anwendungen meistens auf: Um die kÈunftige Entwicklung eines Systems zu bestimmen, dessen Zustand durch n MeûgrÈoûen y_1(t), . . . , y_n(t) beschrieben wird, geht man aus vom (meûbaren) Zustand zu einem Zeitpunkt t_0, den Zahlen y_1(t_0), . . . , y_n(t_0) also, und den Naturgesetzen, denen das System unterliegt. Letztere sind meist durch Differentialgleichungen ausdrÈuckbar.

197 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Wir kÈonnen das obige Korollar auch etwas abstrakter interpretieren: Sind y(t) und z(t) zwei LÈosungsfunktionen der Differentialgleichung ẏ(t) = Ay(t), so ist auch jede Linearkombination αy(t) + βz(t) eine LÈosung; die LÈosungen bilden also einen Vektorraum. Obiges Korollar sagt uns, daû dieser Vektorraum die Dimension n hat und daû fÈur jede reelle Zahl t_0 die Abbildung y → y(t_0) ein Isomorphismus auf den R^n ist.

b) Lineare homogene Differentialgleichungen hÈoherer Ordnung mit konstanten Koefőzienten

In der Elektrotechnik hat man es meist mit Differentialgleichungen der Art y^n(t) + a_{n−1}y^{n−1}(t) + · · · + a_1y^′(t) + y_0y(t) = 0 (∗)

zu tun, oft auch noch mit einer Funktion f(t) auf der rechten Seite, aber die hat natÈurlich im Paragraphen Èuber homogene Differentialgleichungen noch nichts zu suchen.

Gleichung (∗) lÈaût sich leicht in die Theorie des vorigen Abschnitts einordnen; als Leitfaden kann das Beispiel des zweiten NEWTONschen Gesetzes am Beginn dieses Kapitels dienen: Dort hatten wir auûer dem Weg noch die Geschwindigkeit als neue Variable eingefÈuhrt und konnten daraufhin alles mit ersten Ableitungen ausdrÈucken.

Im allgemeinen Fall gehen wir genauso vor: Wir betrachten die n Funktionen

y_1(t) =_{def} y(t), y_2(t) =_{def} ẏ(t), . . . , y_n(t) =_{def} y^{(n−1)}(t) ;

diese erfÈullen die Gleichung

ẏ_n(t) = − ( a_{n−1}y^{n−1}(t) + · · · + a_1y^′(t) + y_0y(t) ) sowie die Gleichungen

ẏ_1(t) = y_2(t), ẏ_2(t) = y_3(t), . . . , ẏ_{n−1}(t) = y_n(t) .

Diese bilden zusammen ein System, wie wir es im vorigen Paragraphen betrachtet haben, wir wissen also, daû es fÈur jede Anfangsbedingung der Form

y(t) = y_1(t_0) = a_1, . . . , y^{(n−1)}(t_0) = y_n(t_0) = a_n

Kap. 4: Differentialgleichungen 198

genau eine LÈosung gibt. Somit kÈonnen wir den Funktionswert y(t_0) sowie auch die Werte der ersten n − 1 Ableitungen an einer Stelle t_0 vorgeben und haben dann genau eine LÈosung der Differentialgleichung.

Im Prinzip wissen wir aus dem vorigen Abschnitt auch bereits, wie diese LÈosung aussieht; da es allerdings nicht so verlockend erscheint, eine Matrixexponentialfunktion mit unseren derzeitigen Kenntnissen wirklich auszurechnen, wollen wir uns eine alternative Darstellung der LÈosung Èuberlegen.

Zumindest heuristisch erscheint es ganz plausibel, wenn wir LÈosungen der Form y(t) = e^{rt} erwarten, also lohnt sich zumindest der Versuch, eine solche Funktion in die Differentialgleichung (∗) einzusetzen. Da bei der Ableitung einer Exponentialfunktion einfach der Vorfaktor der Variablen nach vorne kommt, ist y^{(k)}(t) = r^k e^{rt}; falls y(t) eine LÈosung der Differentialgleichung ist, muû also r^ne^{rt} + a_{n−1}r^{n−1}e^{rt} + · · · + a_1re^{rt} + a_0e^{rt} = (r^n + a_{n−1}r^{n−1} + · · · + a_1r + a_0)e^{rt}

verschwinden; da e^{rt} nirgends verschwindet, kann dies nur passieren, wenn der Klammerinhalt zu Null wird.

Deőnition: Das Polynom

r^n + a_{n−1}r^{n−1} + · · · + a_1r + a_0

heiût charakteristisches Polynom der Differentialgleichung

y^n(t) + a_{n−1}y^{n−1}(t) + · · · + a_1y^′(t) + a_0y(t) = 0 .

Dieses Polynom muû natÈurlich keine reelle Nullstelle haben; fÈur die (wohlbekannte) Differentialgleichung Èy(t) + y(t) = 0 etwa ist es gleich r^2 + 1 und somit positiv fÈur jedes reelle r.

Wir wissen aber, daû es nach dem Fundamentalsatz der Algebra n komplexe Nullstellen r_1, . . . , r_n ∈ C gibt, so daû

r^n + a_{n−1}r^{n−1} + · · · + a_1r + a_0 = (r − r_1) · · · · · (r − r_n)

ist.

199 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Diese Nullstellen mÈussen selbstverstÈandlich nicht alle verschieden sein; wir betrachten aber der Einfachheit halber zunÈachst den Fall, daû sie es sind.

Wir wissen, daû der LÈosungsraum der Differentialgleichung (∗) ein ndimensionaler Vektorraum ist, und wir haben bei lauter verschiedenen Wurzeln r_i insgesamt n LÈosungsfunktionen gefunden. Diese Funktionen sind zwar nicht notwendigerweise reell, aber wenn ein Polynom mit reellen Koefőzienten eine komplexe Nullstelle hat, muû auch die konjugiert komplexe Zahl eine Nullstelle sein, d.h. die komplexen Nullstellen kommen in Paaren konjugiert komplexer Zahlen r = u + iv und r = u − iv , und wir kÈonnen anstelle der beiden kompexen LÈosungen

e^{rt} = e^{ut}(cos vt + i sin vt) und e^{rt} = e^{ut}(cos vt − i sin vt)

die beiden reellen LÈosungen e^{re} + e^{rt} 2 = e^{ut} cos vt und e^{re} − e^{rt} 2i = e^{ut} sin vt

betrachten. Wir haben somit in jedem Fall n verschiedene reelle LÈosungsfunktionen.

Angenommen, diese n Funktionen seien linear abhÈangig. Dann kÈonnen wir eine nichttriviale Linearkombinination dieser Funktionen őnden, die identisch verschwindet. Wir wÈahlen unter den eventuell mehreren solchen Linearkombinationen eine, in der so wenige wie mÈoglich der n Funktionen mit von Null verschiedenem Koefőzienten vorkommen. Diese Linearkombination multiplizieren wir mit e^{−u0t}, wobei u_0 der grÈoûte Realteil eines vorkommenden r_i sei. Beim GrenzÈubergang t → ∞ gehen dann alle Terme mit Re r_i ≠ u_0 gegen Null, Èubrig bleiben nur noch die Terme mit Re r_i = u_0. Falls es nur einen solchen Term gibt, folgt, daû dieser mit Koefőzient Null auftreten muû, im Widerspruch zur angenommenen MinimalitÈat der Linearkombination. Andernfalls bleibt eine Linearkombination von Sinus- und Cosinustermen zu verschiedenen Frequenzen. Ersetzt man hier t durch −t und addiert bzw. subtrahiert die entstehende und die ursprÈungliche Linearkombination, sieht man, daû auch schon die Cosinusterme fÈur sich

Kap. 4: Differentialgleichungen 200

alleine genommen (zusammen mit einer eventuellen Konstanten) und die Sinusterme fÈur sich alleine genommen linear abhÈangig sind. Ein kurzer Blick auf das FOURIER-Integral zeigt, daû dies absurd ist.

Also sind die n LÈosungsfunktionen linear unabhÈangig und bilden somit eine Basis des LÈosungsraums. Damit lÈaût sich die allgemeine LÈosung nach AuflÈosung der charakteristischen GLeichung also leicht angeben, und wir mÈussen keine Matrixexponentialfunktion berechnen. Bei Anfangswertproblemen muû allerdings noch ein lineares Gleichungssystem gelÈost werden, um die richtigen Koefőzienten zu ermitteln.

Bleibt noch der Fall mehrfacher Nullstellen des charakteristischen Polynoms. · · · c) Berechnung der Matrixexponentialfunktion

Im allgemeinen Fall eines linearen homogenen Differentialgleichungssystems sind wir leider nicht in der glÈucklichen Lage, daû wir die Berechnung von e^{At} vermeiden kÈonnen; wir mÈussen uns daher Èuberlegen, wie wir diese Matrix am besten ausrechnen.

Zumindest ein Fall ist problemlos: Ist nÈamlich

D = d_1 0 . . . 0 0 d_2 . . . 0 . . . . ... · · · 0 0 . . . d_n eine Diagonalmatrix, ist offensichtlich

e^{Dt} = e^{d1t} 0 . . . 0 0 e^{d2t} . . . 0 . . . . ... · · · 0 0 . . . e^{dnt} wieder eine Diagonalmatrix, wobei die Exponentialfunktion einfach komponentenweise auf die DiagonaleintrÈage ihres Arguments angewandt wird.

201 HÈohere Mathematik II WS 1997/1998

Diagonalmatrizen treten leider eher selten auf; wir kÈonnen eine gegebene Matrix aber, wenn wir sie bezÈuglich der richtigen Basis betrachten, erheblich vereinfachen: Falls beispielsweise die algebraische Vielfachheit eines jeden Eigenwerts gleich seiner geometrischen Vielfachheit ist, hat der R^n eine Basis aus Eigenvektoren der Matrix, und bezÈuglich dieser Basis hat die Matrix Diagonalgestalt. Ist B die Matrix des Basiswechsels, ist also D = B^{−1}AB eine Diagonalmatrix. Nach dem Distributivgesetz ist

B^{−1}(A_1 + A_2)B = B^{−1}A_1B + B^{−1}A_2B ,

und entsprechendes gilt natÈurlich fÈur jede endliche Summe von Matrizen. Auûerdem ist

B^{−1}(A_1 · A_2)B = B^{−1}A_1B · B^{−1}A_2B und B^{−1}A^m_1 B = (B^{−1}A_1B)^m ,

also im Limes auch

B^{−1}e^AB = e^{B−1AB} und e^A = Be^{B−1AB} B^{−1} .

Zumindest fÈur eine diagonalisierbare Matrix ist also die Exponentialfunktion nicht schwieriger als die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren und die Transformation der Matrix in ihre Diagonalgestalt.

Insbesondere gibt es also keine groûen Probleme mit Matrizen, die lauter verschiedene Eigenwerte haben; dann sind die LÈosungen des Differentialgleichungssystems allesamt Linearkombinationen der Funktionen e^{λit}, wobei λ_i die Eigenwerte der Matrix sind. Dies sieht fast genauso aus wie im vorigen Abschnitt, und in der Tat ist das dort deőnierte charakteristische Polynom (von einem eventuellen Vorzeichenfaktor abgesehen) nichts anderes als das charakteristische Polynom der Matrix des zugehÈorigen Differentialgleichungssystems.

Am besten sieht man, was passiert, wenn man das ursprÈungliche Differentialgleichungssystem transformiert auf das Koordinatensystem

Kap. 4: Differentialgleichungen 202

es R^n , das der Eigenwertbasis entspricht. Die entsprechenden Line-

arkombinationen z_j der y_i erfÈullen dann Differentialgleichungen der Form ż_j = λ_j z_j ,

wobei λ_j der zu z_j gehÈorende Eigenwert von A ist. Damit ist natÈurlich z_j = a_j e^{λj t}, und die y_i lassen sich durch RÈucktransformation zur Standardbasis des R^n als Linearkombinationen der z_j berechnen.

Falls auch Eigenwerte auftreten, deren geometrische Vielfachheit kleiner ist als die algebraische, kÈonnen wir nicht so argumentieren; dann kÈonnen wir A nicht auf eine Diagonalmatrix transformieren, sondern nur auf eine Dreiecksmatrix.