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Modulklausur Funktionentheorie I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (10 Punkte)

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen, die den angegebenen Gleihungen gen

�

ugen, und

geben Sie die Ergebnisse in der Form x+ iy an mit x, y ∈ R:

a) z = (2+3i)(4i−1) b) z =
2+ 3i

4i− 1
) z2−2z+4−2i+2iz = 0 d) z2 = i99 e) z8 = 1

Aufgabe 2: (12 Punkte)

a) Entsheiden Sie f

�

ur jede der angegebenen Teilmengen von C, welhe der Eigenshaften

o�en, abgeshlossen, zusammenh

�

angend, kompakt sie hat! Falls es sih um ein Gebiet

handelt, geben Sie bitte an, ob es einfah zusammenh

�

angend ist. Alle Aussagen m

�

ussen

begr

�

undet werden!

M1 = {z ∈ C | |Re z| > 1} M2 = {z ∈ C | |Re z| ≤ 1} M3 = {z ∈ C | |z| > 1}
M4 = {z ∈ C | 0 ≤ |z| < 1} M5 = {z ∈ C | 0 < |z| < 1} M6 = {z ∈ C | 0 ≤ |z| ≤ 1}

b) Beantworten Sie die entsprehenden Fragen auh f

�

ur M = Ĉ !

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Entsheiden Sie, ob die folgenden Funktionen irgendwo holomorph sind, und geben Sie

gegebenenfalls das gr

�

o�tm

�

oglihe Teilgebiet G von C an, auf dem dies der Fall ist! Unter-

suhen Sie auh, ob die jeweilige Funktion in den Punkten, in denen sie niht holomorph

ist, meromorph ist!

a) f(z) =
sin z

ez − e−z
b) f(z) = e1/z

2

) f(z) =
|sin z|

os z
d) f(z) =

z3 − 6z2 + 11z − 6

z2 − 4
Begr

�

unden Sie ihre Aussagen!

Aufgabe 4: (15 Punkte)

D sei die Kreissheibe mit Radius zwei um den Nullpunkt, und γ sei der Strekenzug vom

Punkt −2+ 2i zu den Punkten −2− 2i, 2+ 2i, 2− 2i und zur

�

uk zu −2+ 2i.

a) Ist γ eine Jordan-Kurve?

b) Berehnen Sie die folgenden Integrale:

I1 =

∫

γ

os z dz, I2 =

∫

γ

Re z dz , I3 =

∫

∂D

dz

sin z
, I4 =

∫

γ

dz

os z
, I5 =

∫

γ

dz

z2 + 1

• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 5: (5 Punkte)

Zeigen Sie, da� die Integrale

∞∫

−∞

x2 − 5x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx,

∞∫

−∞

x2 + 3x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx und

∞∫

−∞

x2 + 99x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

alle drei den gleihen Wert haben, und berehnen Sie diesen!

Aufgabe 6: (3 Punkte)

a) Was ist der Hauptwert des Logarithmus von i?

b) Welhe Werte kann log i annehmen, wenn Sie einen anderen Zweig des Logarithmus ver-

wenden?

) Die Funktion z 7→ iz sei

�

uber irgendeinen Zweig des Logarithmus de�niert. Welhe Werte

kann ii annehmen?

Aufgabe 7: (7 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle meromorphen Funktionen f:C → Ĉ mit f(1/n) = 0 f

�

ur alle n ∈ N !

b) Finden Sie meromorphe Funktionen f, g:C → Ĉ mit der Eigenshaft

f(2n) =

n∏

k=1

(2k) f
�

ur alle n ∈ N und g(2n + 1) =

n∏

k=0

(2k+ 1) f
�

ur alle n ∈ N0 !

) Sind f und g durh die Bedingungen in b) eindeutig bestimmt?

d) Ist Γ(z) beshr
�

ankt im Streifen 0 ≤ Re z ≤ 1 ?

e) Ist Γ(z) beshr
�

ankt im Streifen 5 ≤ Re z ≤ 7 ?


