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Modulklausur Elemente der Funktionentheorie

Aufgabe 1: (10 Punkte)

Bere
hnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form x+ iy:

a) (1+ 3i)(2i − 1) b)

2+ 3i

2i+ 3

)

(
1+

√
−3

)3
d)

(
1+

√
−3)99

299
e) eπi/4

Lösung:

a) (1+ 3i)(2i − 1) = −7− i

b)

2+ 3i

2i+ 3
=

(2+ 3i)(3− 2i)

22 + 32
=

12+ 5i

13
=

12

13
+

5

13
i


)

(
1+

√
−3

)3
= 1+

(
3
1

)√
−3+

(
3
2

)(√
−3

)2
+
(
3
√
−3

)3
= 1+3

√
−3+3·(−3)+(−3)·

√
−3 = −8

d) Na
h 
) ist

(
1+

√
−3

)99

299
=

(−8)33

299
=

−299

299
= −1

Alternativ:

(
1+

√
−3

)99

299
=

(
1+

√
−3

2

)99
und wegen 
) ist die dritte Potenz der Klam-

mer glei
h −1. Das Ergebnis ist also (−1)33 = −1.

e) eπi/4 = 
os

π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+

√
2

2
i ist eine (primitive) a
hte Einheitswurzel.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie jeweils alle z ∈ C, die den folgenden Glei
hungen gen

�

ugen:

a) z2 − 8z + 25 = 0

Lösung: z2 − 8z+ 25 = (z − 4)2 + 9 = 0 ⇐⇒ (z − 4)2 = −9 ⇐⇒ z = 4± 3i

b) z2 + 8iz+ 9 = 0

Lösung: z2 + 8iz + 9 = (z + 4i)2 + 25 = 0 ⇐⇒ (z + 4i)2 = −25 ⇐⇒ z = −4i ± 5i, d.h.
z ∈ {i,−9i}


) z2 − 2z + 4− 2i + 2iz = 0

Lösung: z2 − 2z+ 4− 2i+ 2iz = z2 − (2− 2i)z+ 4− 2i = (z− 1+ i)2 − (−1+ i)2 + 4− 2i
vers
hwindet genau dann, wenn (z−1+i)2 = −4 ⇐⇒ z = 1−i±2i ist, d.h. z ∈ {1+i, 1−3i}

d) Wel
he quadratis
he Glei
hung mit f

�

uhrendem KoeÆzienten eins hat die beiden L

�

osungen

z1 = 1+ 2i und z2 = 3− 4i ?

Lösung: Das ist die Glei
hung (z− z1)(z− z2) = 0, also
(
z− (1+ 2i)

)(
z− (3− 4i)

)
= 0;

ausmultipliziert ist das die Glei
hung z2 − (4− 2i)z+ 11+ 2i = 0. (Der KoeÆzient von z
ist die negative Summe der Wurzeln, der konstante KoeÆzient das Produkt.)



Aufgabe 3: (12 Punkte)

Ents
heiden Sie, ob die folgenden Funktionen irgendwo holomorph sind, und geben Sie

gegebenenfalls das gr

�

o�tm

�

ogli
he Teilgebiet G von C an, auf dem dies der Fall ist! Unter-

su
hen Sie au
h, ob die jeweilige Funktion in den Punkten, in denen sie ni
ht holomorph

ist, meromorph ist!

a) f(z) = etan z
b) f(z) = tan ez 
) f(z) =

sin

2 z

1+ ez
2

d) f(z) =
z2 − z

z4 − 1
Begr

�

unden Sie ihre Aussagen!

Lösung:

a) Die Exponentialfunktion ist auf ganz C hologmorph, der Tangens ist dort meromorph mit

Polen an den Stellen π/2 + kπ mit k ∈ Z. Da die Exponentialfunktion an der Stelle ∞
eine wesentli
he Singularit

�

at hat, ist f(z) an den Polen des Tangens weder holomorph no
h

meromorph; G = C r {π/2 + kπ | k ∈ Z} ist also das gr

�

o�te Teilgebiet von C, in dem f
holomorph ist, und nur dort ist die Funktion au
h meromorph.

b) Da die Exponentialfunktion auf ganz C holomorph ist, m

�

ussen nur die Pole des Tangens

bea
htet werden. f ist daher holomorph auf ganz C mit Ausnahme der Punkte, f

�

ur die

ez = π/2 + kπ ist f

�

ur ein k ∈ Z. F
�

ur k ≥ 0 sind das die Zahlen log(π/2 + kπ) + 2ℓπ, f
�

ur

k < 0 wegen eπ = −1 die Zahlen log(π/2− kπ) + (2ℓ+ 1)πi, wobei log jeweils den reellen

Logarithmus bezei
hnet und ℓ eine beliebige ganze Zahl. In diesen Punkten hat f jeweils
wie der Tangens einen Pol erster Ordnung; sie ist also meromorph auf ganz C.


) Sowohl Z

�

ahler als au
h Nenner sind holomorph auf ganz C; Probleme ma
hen also nur die

Nennernullstellen. 1+ ez
2

vers
hwindet, wenn ez
2

= −1 ist, d.h. wenn z2 ein ungeradzah-

liges Vielfa
hes von πi ist. z ist dann von der Form z = ±
√
kπi = 1

2
±
√
kπ(1+ i), da das

Quadrat von

√
2
2
(1+ i) glei
h i ist. An diesen Stellen hat f einen Pol erster Ordnung, ist

also meromorph.

d) Der Nenner dieser Funktion vers
hwindet genau bei den Zahlen z mit z4 = 1, also bei

z ∈ {1,−1, i,−i}; der Z
�

ahler hat die Nullstellen 0 und 1. Da alle Nullstellen Ordnung eins

haben, hebt si
h die Eins in Z

�

ahler und Nenner weg; die Funktion ist also holomorph auf

Cr {−1, i,−i} und meromorph auf ganz C (und sogar Ĉ).

Aufgabe 4: (8 Punkte)

F

�

ur jede reelle Zahl a > 0 sei Qa das o�ene Quadrat mit E
ken ±a± ia, und ∂Qa sei sein

im Gegenuhrzeigersinn dur
hlaufener Rand. F

�

ur b > 0 sei Q̃b das Quadrat mit E
ken ±b
und ±ib, und au
h hier sei ∂Q̃b der im Gegenuhrzeigersinn dur
hlaufene Rand.

a) Zeigen Sie, da� die Funktion

1

sin

1
3−z

auf Q3 meromorph ist und dort unendli
h viele Pole

hat!

Lösung: F

�

ur reelle z aus dem Intervall (−3, 3) nimmt 1/(3 − z) alle reellen Werte

gr

�

o�er 1/6 an, also insbesondere alle Werte 2kπ mit k ∈ N, und dort hat der Sinus einfa
he

Nullstellen. Die angegebene Funktion hat dort somit Pole erster Ordnung;

�

uberall sonst

auf Q3 ist sie holomorph, da 1/(3− z) auf Q3 und der Sinus auf ganz C holomorph ist.

b) f:Q3 → C sei eine weitere auf Q3 meromorphe Funktion, die auf Q3rQ1 sogar holomorph

sei. Zeigen Sie, da� f h
�

o
hstens endli
h viele Pole in Q3 hat!

Lösung: Da f auf Q3rQ1 holomorph ist, k

�

onnen etwaige Pole nur in Q1 liegen. Wenn es

unendli
h viele sind, haben sie einen H

�

aufungspunkt auf der kompakten Menge Q1 ⊂ Q3,

und das ist na
h De�nition einer auf Q3 meromorphen Funktion ausges
hlossen. Somit

gibt es h

�

o
hstens endli
h viele Pole.




) Zeigen Sie, da� die E
ken von Qa auf den Kanten von Q̃2a liegen.

Lösung: F
�

ur jede der vier Vorzei
henkombinationen ist ±a± ia = 1
2
± 2a + 1

2
(±ia) der

Mittelpunkt der Stre
ke von ±a na
h ±ia.

d) Folgern Sie, da� f

�

ur jede Funktion f wie in b) gilt:

∫

∂Q1

f(z)dz =

∫

∂Q̃2

f(z)dz .
Hinweis: Ma
hen Sie eine Skizze!

Lösung: Jede E
ke P von Q̃2 bildet zusammen mit den beiden E
ken von Q1, die auf den

von P ausgehenden Kanten liegen, ein Dreie
k. Eine seiner Kanten ist glei
hzeitig Kante

von Q1, und da f in Q1 h

�

o
hstens endli
h viele Pole hat, gibt es eine reelle Zahl d > 0,
so da� jeder Pol mindestens Abstand d von dieser Kante hat. ℓ sei die zu dieser Kante

parallele Gerade im Abstand d, die dur
h das Innere von Q1 geht. Dann ist f holomorph

in allen Punkten von Q3, die auf der glei
hen Seite von ℓ wie das Dreie
k liegen, und diese

Punkte bilden ein konvexes Gebiet. Daher vers
hwindet das Intgegral

�

uber das Dreie
k

na
h dem Cau
hys
hen Integralsatz.

Da die Di�erenz der beiden Integrale

�

uber Q̃2 und Q1 die Summe der Integrale

�

uber die

vier Dreie
ke ist, folgt die Behauptung.

Aufgabe 5: (15 Punkte)

D sei die Kreiss
heibe mit Radius eins um den Nullpunkt und △ sei das Dreie
k mit E
ken

0, 1 und i. Bere
hnen Sie die folgenden Integrale:

a)

∫

∂D

dz


os z
b)

∫

∂D

dz

πz − 1

)

∫

∂D

(z+ 1)(z + 3)(z + 5)

z(z+ 2)(z + 4)
dz d)

∫

∂△

3dz

z2 − 2i
e)

∫

∂△

Im z dz

Lösung:

a) 1/ 
os z ist
�

uberall dort holomorph, wo der Kosinus ni
ht vers
hwindet. Dessen Nullstellen

sind die Zahlen

π
2
+ kπ mit k ∈ Z, also ist der Integrand insbesondere holomorph in

der o�enen Kreiss
heibe mit Radius π/2 um Null. Dies ist ein konvexes Gebiet, das den

Integrationsweg enth

�

alt; somit vers
hwindet das Integral na
h dem Cau
hys
hen Inte-

gralsatz.

b) Der Integrand hat in C genau eine Polstelle, n

�

amli
h bei z = 1/πi, und diese liegt im

Innern der Kreiss
heibe D. Somit ist

∫

∂D

dz

πz− 1
=

1

π

∫

∂D

dz

z− 1/π
=

1

π
· 2πi = 2i .


) Der Nenner hat Nullstellen bei z = 0, z = −2 und z = −4; davon liegt nur die Null im

Innern der Kreiss
heibe. Na
h dem Residuensatz ist das Integral daher glei
h 2πi man

dem Residuum bei z = 0. Wegen der Einfa
hheit des dortigen Pols ist

Res0

(z+ 1)(z + 3)(z + 5)

z(z+ 2)(z + 4)
= lim

z→0
z · (z+ 1)(z + 3)(z + 5)

z(z+ 2)(z + 4)
= lim

z→0

(z + 1)(z + 3)(z + 5)

(z + 2)(z + 4)

=
1 · 3 · 5
2 · 4 =

15

8
,

und das Integral ist glei
h 15πi/4.

d) Die beiden z-Werte mit z2 = 2i sind 1+ i und −1− i; beide liegen au�erhalb des Dreie
ks.

Der Kreis um Null mit Radius 5/4 ist ein konvexes Gebiet, in dem der Integrand holo-

morph ist und das den Integrationsweg enth

�

alt; somit vers
hwindet das Integral na
h dem

Cau
hys
hen Integralsatz.

e) Auf dem Weg von 0 na
h 1 vers
hwindet der Imagin

�

arteil von z und damit au
h das

entspre
hende Integral. Den Weg von 1 na
h i k
�

onnen wir auf [0, 1] parametrisieren dur
h

γ2(t) = 1− t+ it; somit ist

∫

γ2

Im z dz =

1∫

0

t(i− 1)dt =
i− 1

2
.



F

�

ur den Weg von i na
h 0 betra
hten wir γ3(t) = (1− t)i und erhalten

∫

γ3

Im z dz =

1∫

0

(1− t) · (−i)dt = t−
t2

2

∣∣∣∣
1

0

· (−i) = −
i

2
.

Das Integral

�

uber den gesamten Dreie
ksrand ist somit

i− 1

2
−

i

2
= −

1

2
.

Aufgabe 6: (7 Punkte)

Wel
he der folgenden uneigentli
hen Integrale konvergieren, und wel
hen Wert haben

diese?

I1 =

∞∫

−∞

(x+ 1)(x + 4)

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx, I2 =

∞∫

−∞

(x2 + 2)(x2 + 4)

(x2 + 1)(x2 + 9)
dx, I3 =

∞∫

−∞

xdx

(x2 + 4)(x2 + 81)

Lösung: Bei I1 ist der Z

�

ahler des Integranden vom Grad zwei und der Nenner hat Grad

vier; au�erdem gibt es keine reellen Polstellen. Somit existiert das Integral und kann

�

uber

die Residuen in der oberen Halbebene bere
hnet werden. Die Pole dort sind bei i und 2i
und beide einfa
h; also ist

Resi

(z+ 1)(z + 4)

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i
(z− i)

(z + 1)(z + 4)

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i

(z+ 1)(z + 4)

(z+ i)(z2 + 4)

=
(i+ 1)(i + 4)

2i · 3 =
3+ 5i

6i

und

Res2i
(z+ 1)(z + 4)

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i
(z − 2i)

(z + 1)(z + 4)

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i

(z + 1)(z + 4)

(z2 + 1)(z + 2i)

=
(2i + 1)(2i + 4)

(−3) · 4i =
10i

−12i
= −

5i

6i
.

Die Summe der beiden Residuen ist somit

3+ 5i

6i
−

5i

6i
=

3

6i
=

1

2i
und I1 = 2πi · 1

2i
= π .

Beim Integranden von I2 ist der Z

�

ahler f

�

ur alle x gr

�

o�er als der Nenner, also ist der

Integrand stets gr

�

o�er als eins, so da� das Integral divergieren mu�.

In I3 hat der Z

�

ahler um drei kleineren Grad als der Nenner, und dieser hat keine reellen

Nullstellen. Somit ist die Methode

�

uber den Residuensatz anwendbar, und das Integral

existiert; sein Wert ist 2πi mal der Summe der Residuen in den Punkten 2i und 9i.
Diese m

�

ussen wir ni
ht ausre
hnen, denn da der Integrand ungerade ist und das Integral

konvergiert, ist klar, da� es vers
hwindet.


