WoLrcANG K. SEILER B6, B4.18
Tel. 2515

7. Mdrz 2019

4. Ubungsblatt Funktionentheorie I

Aufgabe 1: (8 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig ist, und geben Sie dann entweder
einen Beweis oder ein Gegenbeispiel:

a) Ist f: G — H eine bjektive holomorphe Abbildung auf dem Gebiet G, so ist die Umkehr-
funktion f~":H — G stetig.

b) Stimmen zwei holomorphe Funktionen f, g: C — C auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe
iiberein, so ist f = g.

c¢) Stimmen zwei holomorphe Funktionen f,g: C — C auf dem Intervall (0, 1) C R iiberein,
soist f =g.

d) Stimmen zwei holomorphe Funktionen f, g:C — C auf Q iiberein, so ist f = g.

e) Stimmen zwei holomorphe Funktionen f,g: C — C auf Z iiberein, so ist f = g.

Aufgabe 2: (7 Punkte)
Zur Funktion f: C — C gebe es zwei komplexe Zahlen wi,w, € C \ {0} derart, daf3

flz+ wi) = flz+ wy) = f(z)

fiir alle z € C.

a) Zeigen Sie: Falls w;/w; ¢ R, gibt es eine kompakte Teilmenge Z C C, so dafl f durch
seine Werte auf Z eindeutig bestimmt ist.

b) Ist f holomorph und w;/w; ¢ R, so ist f konstant.

¢) Ist f holomorph, w; = 1 und w, = V/2, so ist f konstant. (Hinweis: Zeigen Sie, daf die
Potenzen von V2 — 1 eine Nullfolge bilden, und folgern Sie daraus, daf8 es zu jedem

e > 0 ganze Zahlen a,b gibt mit 0 < ‘a—i—b\/Z‘ <e.)

Aufgabe 3: (5 Punkte)

a) f:D — D sei eine holomorphe Abbildung der offenen Kreisscheibe D vom Radius r um z,
auf sich selbst mit f(z¢) = zo. Dann gilt fiir alle z € D, daB |f(z) —z¢| < |z—2z0| ist, und falls
fiir ein z # zo hier ein Gleichheitszeichen auftritt, ist f eine Drehung um z,, hat also die
Form z — zo+¢e'?(z—2zg). (Hinwezts: Die Reduktion auf den Fall zy = 0 ist ziemlich klar;
danach koénnen Sie die Abbildung z +— f(rz)/r betrachten und das Schwarzsche Lemma
darauf anwenden.)

b) G sei ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe Abbildung, die eine abgeschlossene Kreis-
scheibe D C G surjektiv auf sich selbst abbilde und den Mittelpunkt dieser Kreisscheibe
festlasse. Dann ist f auf ganz G eine Drehung.
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