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Modulklausur Elemente der Funktionentheorie

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (10 Punkte)Berehnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:a) (i+ 3)(i − 3) b) 3+ 4i
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Lösung:a) (i+ 3)(i − 3) = i2 − 32 = −10b) 3+ 4i

1− 2i
=

(3+ 4i)(1+ 2i)
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=
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5
= −1+ 2i) (1− i)2 = 12 − 2i+ i2 = −2id) (i− 1)100
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=

(−2i)50
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= (−i)50 = (−i)48 · (−i)2 = −1e) i = eπi/2, also ist eπi/4 = os π

4
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i die eine Quadratwurzel; die andereist nat�urlih −

√
2
2

−
√
2
2
i.

Aufgabe 2: (8 Punkte)a) Zeigen Sie: Jede komplexe Zahl z vom Betrag eins l�a�t sih darstellen in der Form z = w/wmit w ∈ C.
Lösung: Eine komplexe Zahl z vom Betrag eins hat in Polarkoordinaten eine Darstellungder Form z = eiϕ. Shreiben wir auh w = reiψ in Polarkoordinaten, ist

w

w
=
reiψ

re−iψ
= ei·2ψ .Mit beliebigem r > 0 und ψ = 1

2
ϕ ist also w = reiψ eine Zahl mit w

w
= z .b) Wie viele m�oglihe Zahlen w gibt es, wenn noh zus�atzlih verlangt wird, da� auh w denBetrag eins haben soll?

Lösung: Nun mu� r = 1 sein, also suhen wir Zahlen w = eiψ mit ei·2ψ = eiϕ. Au�er
ψ = ϕ/2 hat auh π + ϕ/2 noh diese Eigenshaft; es gibt also die beiden L�osungen
w1 = eiϕ/2 und w2 = ei(π+ϕ/2) = −eiϕ/2 = −w1.) Zeigen Sie, da� dann w/w = w2 ist!
Lösung: Wegen |w| = 1 ist ww = 1, d.h. w

w
=
w2

ww
= w2 .



Aufgabe 3: (12 Punkte)Entsheiden Sie, ob die folgenden Funktionen irgendwo holomorph sind, und geben Siegegebenenfalls das gr�o�tm�oglihe Teilgebiet G von C an, auf dem dies der Fall ist! Unter-suhen Sie auh, ob die jeweilige Funktion in den Punkten, in denen sie niht holomorphist, meromorph ist!a) f(z) = esin(ez+z2) b) f(z) = |z|2 − 2(Im z)2 + 2i(Re z)(Im z) ) f(z) = z2 + (z)2d) f(z) =
21z

(z2 + 4)(z2 + 2017)Begr�unden Sie ihre Aussagen!
Lösung:a) Da sowohl die Exponentialfunktion als auh der Sinus auf ganz C holomorph sind, istauh f auf ganz C holomorph.b) F�ur z = x+ iy mit x, y ∈ R ist

f(z) = x2 + y2 − 2y2 + 2ixy = x2 + 2ixy − y2 = (x+ iy)2 = z2 ,und diese Funktion ist nat�urlih auf ganz C holomorph.) Hier ist f�ur z = x+ iy

f(z) = (x2 − y2) + 2ixy+ (x2 − y2) − 2ixy = 2(x2 − y2) ∈ Rf�ur alle z ∈ C. Da die Funktion niht konstant ist, kann sie niht holomorph sein, wasman auh direkt aus den Cauhy-Riemannshen Di�erentialgleihungen ablesen kann:
f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) mit u(x, y) = 2(x2 − y2) und v(x, y) identish Null. Daweder ux(x, y) = 4x noh uy(x, y) = −4y identish vershwindet, ist keine der beidenGleihungen erf�ullt.d) Der Nenner dieser Funktion vershwindet bei z = ±2i und z = ±

√
2017 i, ohne da� dortder Z�ahler vershwindet. Somit hat die Funktion dort Pole und ist nur holomorph auf Cohne diese vier Punkte. Da sie dort Pole hat, ist sie meromorph auf ganz C, als rationaleFunktion sogar auf Ĉ.

Aufgabe 4: (8 Punkte)
D sei die Kreissheibe mit Radius eins um den Nullpunkt, und △ sei das Dreiek mit dendritten Einheitswurzeln 1, ζ3 = 1

2
(−1+ i

√
3) und ζ3 = 1

2
(−1− i

√
3) als Eken. Weiter sei

f eine im Gebiet G = {z ∈ C
∣∣ 1
4
< |z| < 5} holomorphe Funktion. Dann gilt

∫

∂D

f(z)dz =

∫

∂∆

f(z)dz .(Hinweis: Betrahten Sie die drei Dreieksseiten jeweils einzeln, zusammen mit den da-r�uberliegenden Drittelkreisen.)
Lösung: △ ist ein gleihseitiges Dreiek dessen Umkreis der Einheitskreis {z ∈ C||z| = 1}ist. Der Inkreis hat ebenfalls den Nullpunkt als Mittelpunkt und ber�uhrt die Kantenmit-telpunkte, also beispielsweise den Punkt z = −1

2
auf der Kante von ζ3 nah ζ3. Somit hater den Radius 1

2
, d.h. alle Kanten liegen vollst�andig im Gebiet G. Sind γ1, γ2 und γ3 diedrei Integrationswege, die jeweils eine der drei Kanten im Uhrzeigersinn durhlaufen unddann �uber einen drittel Einheitskreisbogen im Gegenuhrzeigersinn zum Ausgangspunktzur�ukkehren, ist ∫

∂D

f(z)dz−

∫

∂△

f(z)dz =

3∑
k=1

∫

γk

f(z)dz .Die drei Integrale rehts vershwinden nah dem Cauhyshen Integralsatz, da die dreiWege γk ganz in G liegen und f dort holomorph ist; somit m�ussen die beiden Integralelinks gleih sein.



Aufgabe 5: (15 Punkte)
D sei die Kreissheibe mit Radius zwei um den Nullpunkt. Berehnen Sie die folgendenIntegrale:a) ∫

∂D

|z|2 dz b) ∫

∂D

dz

z− 1
) ∫

∂D

5z

z− 3
dz d) ∫

∂D

2z

z2 − 2z + 2
dz e) ∫

∂D

os z
z3

dz

Lösung:a) Auf dem Rand von D ist |z| = 2; somit ist
∫

∂D

|z|2 dz =

∫

∂D

4dz = 0nah dem Cauhyshen Integralsatz.b) Der Integrand hat in D genau eine Polstelle, n�amlih bei z = 1. Das Residuum dort istgleih eins, denn die Laurent-Reihe um eins ist gerade 1/(z−z0). Somit hat das Integralnah dem Residuensatz den Wert 2πi.Alternativ: Wende die Cauhyshe Integralformel 2πif(1) =
∫
∂D

f(z)

z−1
dz an auf f(z) = 1.) Dieser Integrand ist holomorph auf der o�enen Kreissheibe mit Radius f�unf um denNullpunkt, die den Abshlu� von D enth�alt; daher vershwindet das Integral nah demCauhyshen Integralsatz.d) z2−2z+2 = (z−1)2+1 vershwindet in den beiden Punkten z1 = 1+i und z2 = 1−i; beideliegen im Innern von D. Der Integrand hat an beiden Stellen einen Pol erster Ordnung;wir k�onnen das Residuum daher nah der Limesformel berehnen:Resz1

2z

(z− z1)(z − z2)
= lim
z→z1

2z · (z− z1)

(z− z1)(z − z2)
= lim
z→z1

2z

z− z2
=

2z1

z1 − z2
=
2+ 2i

2i
= 1− iundResz2

2z

(z− z1)(z − z2)
= lim
z→z2

2z · (z− z2)

(z− z1)(z − z2)
= lim
z→z2

2z

z− z1
=

2z2

z2 − z1
=
2− 2i

−2i
= 1+ i .Nah dem Residuensatz ist daher∫

∂D

2z

z2 − 2z+ 2
dz = 2πi ·

(
(1− i) + (1+ i)

)
= 4πi .e) Der Kosinus ist auf ganz C holomorph; dividieren wir durh z3, entsteht an der Stelle

z = 0 ein Pol dritter Ordnung. Dividieren wir die Taylor-Reihe des Kosinus durh z3, soerhalten wir die Laurent-Reihe des Integranden um den Punkt z = 0:os z
z3

=
1

z3
−
1

2z
+
z

24
−
z3

720
+ · · · ,das Residuum im Punkt Null ist somit gleih −1

2
. Damit ist das Integral nah demResiduensatz gleih 2πi · (−1

2
) = −πi.

NB: Viele wollten hier die Cauhyshe Integralformel auf os z
z2 anwenden. Diese Funktionist aber niht holomorph auf D, da sie im Nullpunkt einen Pol hat. Die CauhysheIntegralformel kann nur angewandt werden auf f(z) = os z in der Form

2πi

2!
f′′(0) =

∫
∂D

f(z)

z3
dz ;da die zweite Ableitung des Kosinus − os z ist, erh�alt man nat�urlih auh so den Wert

−πi f�ur das Integral.



Aufgabe 6: (7 Punkte)Berehnen Sie ∞∫

−∞

20x

(x2 + 1)(x2 − 2x + 5)
dx !

Lösung: z2 − 2z+ 5 = (z− 1)2 + 4 vershwindet f�ur z = 1± 2i, hat also genau wie z2 + 1keine reellen Nullstellen. Da der Nennergrad vier den Z�ahlergrad eins um mindestenszwei �ubersteigt und der Nenner keine reellen Nullstellen hat, k�onnen wir das Integralsomit berehnen als 2πi mal der Summe der Residuen an den Polstellen mit positivemImagin�arteil, also bei z1 = i und z2 = 1+ 2i. Da der Nenner vier vershiedene Nullstellenhat, sind alle einfah, d.h. wir haben bei z1 und z2 Pole erster Ordnung und k�onnen dieResiduen �uber die Limesformel berehnen:Resi 20z

(z2 + 1)(z2 − 2z+ 5)
= lim
z→i

20z(z − i)

(z2 + 1)(z2 − 2z + 5)
= lim
z→i

20z

(z+ i)(z2 − 2z + 5)

=
20i

2i · (−1− 2i+ 5)
=

10

4− 2i
=

5

2− i
=
10+ 5i

22 + 12
= 2+ iund Res1+2i 20z

(z2 + 1)(z2 − 2z+ 5)
= lim
z→1+2i

20z(z − 1− 2i)

(z2 + 1)(z2 − 2z + 5)

= lim
z→1+2i

20z(
(1+ 2i)2 + 1

)(
(1+ 2i) − (1− 2i)

) =
20+ 40i

(−2+ 4i) · 4i

=
20+ 40i

−16− 8i
= −

5+ 10i

4+ 2i
= −

(5+ 10i)(4 − 2i)

42 + 22
= −

40+ 30i

20
= −2−

3

2
i .Die Summe der beiden Residuen ist somit −1

2
i; Multiplikation mit 2πi ergibt

∞∫

−∞

20x

(x2 + 1)(x2 − 2x+ 5)
dx = π .


