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9. Übungsblatt Funktionentheorie I

Aufgabe 1: (5 Punkte)a) Das Gebiet G sei einfah zusammenh�angend. Zeigen Sie, da� jede in G holomorphe Funk-tion f dort eine Stammfunktion hat!b) Finden Sie ein m�oglihst gro�es einfah zusammenh�angendes Gebiet G, in dem die Funk-tion z 7→ 1/z holomorph ist, und geben Sie eine Stammfunktion an!
Aufgabe 2: (5 Punkte)a) Ein beshr�anktes Gebiet G ⊂ C hei�e r-fah zusammenh�angend, wenn CrG aus r Zusam-menhangskomponenten besteht. Zeigen Sie, da� G genau dann 1-fah zusammenh�angendist, wenn es einfah zusammenh�angend ist.b) Wenn der Rand eines beshr�ankten einfah zusammenh�angenden Gebiets ein Integra-tionsweg ist, ist er eine Jordan-Kurve.) Finden Sie ein 2-fah zusammenh�angendes Gebiet mit einem Integrationsweg als Rand!d) Finden Sie ein beshr�anktes Gebiet G ⊂ C, das f�ur kein r ∈ N r-fah zusammenh�angendist!
Aufgabe 3: (5 Punkte)a) Auf dem Gebiet G existiere ein Zweig L:G → C des Logarithmus, d.h. eine holomorpheFunktion L, f�ur die eL(z) = z ist f�ur alle z ∈ G. Zeigen Sie, da� L′(z) = 1/z f�ur alle z ∈ G !b) Das Gebiet G sei disjunkt zum Halbstrahl h und L:G → C sei ein Zweig des Logarithmusauf G. Dann ist f�ur jedes z0 ∈ G

L(z) = L(z0) +

∫

γ

dz

z
,wobei γ einen beliebigen in G verlaufenden Integrationsweg mit Anfangspunkt z0 undEndpunkt z bezeihnet.) Auf jedem einfah zusammenh�angenden Gebiet G ⊂ C r {0} gibt es einen Zweig desLogarithmus.

Aufgabe 4: (5 Punkte)a) F�ur jeden Zweig L:G → C des Logarithmus gibt es zu je zwei Punkten w, z ∈ G ganzeZahlen k, ℓ ∈ Z, so da� L(wz) = L(w) + L(z) + 2kπi und L(w/z) = L(w) − L(z) + 2ℓπi.b) Finden Sie f�ur den Hauptwert des Logarithmus zwei komplexe Zahlen w, z ∈ C, f�ur dieLog(wz) 6= Log z + Logw.) De�nieren Sie analog zum Fall der Funktion z 7→ az f�ur beliebiges a ∈ C Zweige einerFunktion z 7→ za !d) Auf welher Art von Gebieten kann z 7→ za so als holomorphe Funktion de�niert werden?e) Geben Sie f�ur jede nat�urlihe Zahl n ein a an, so da� diese Funktion n Zweige hat. F�urwelhe a ∈ C gibt es unendlih viele Zweige?
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