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6. Übungsblatt Funktionentheorie I

Aufgabe 1: (5 Punkte)
D sei die Kreiss
heibe mit Radius eins um den Punkt 3. Bere
hnen Sie die folgendenIntegrale:a) ∫

∂D

dz

z − π
b) ∫

∂D

dz

(z − π)2

) ∫

∂D

dz

z2 − π2
d) ∫

∂D

dz

(z − π)2017
e) ∫

∂D

dz

z − π2017

Lösung: a) 1/(z − π) ist holomorph auf C r {π}, und π liegt im Innern von D. Somit istdieses Integral glei
h 2πi.b) 1/(z − π)2 hat die �uberall auf dem Kreisrand holomorphe Stammfunktion −1/(z − π);somit vers
hwindet das Integral.Alternativ: Die Laurent-Reihe um π besteht nur aus dem einen Term (z − π)−2; dasResiduum an der einzigen Polstelle π ist also Null, so da� das Integral na
h dem Residuen-satz vers
hwindet.
) 1

z2 − π2
=

1

(z + π)(z − π)
=

1

2π

(
1

z − π
−

1

z + π

) ;daher ist
∫

∂D

dz

z2 − π2
=

1

2π




∫

∂D

dz

z − π
−

∫

∂D

dz

z + π



 =
2πi − 0

2π
= i ,denn der zweite Inegrand ist holomorph in ganz D.Alternativ: Die Funktione hat Pole bei ±π, wobei nur der bei π in D liegt. Das Residuumdort ist, da es si
h um einen Pol erster Ordnung handelt,Resπ 1

z2 − π2
= lim

z→π

z − π

z2 − π2
= lim

z→π

1

z + π
=

1

2π
.Na
h dem Residuensatz ist daher

∫

∂D

dz

z2 − π2
= 2πi ·Resπ 1

z2 − π2
= i .d) Dieser Integrand hat einen Pol der Ordnung 2017 bei π; die Laurent-Reihe um denPunkt π besteht nur aus dem Summanden (z−π)−2017. Insbesondere gibt es keinen Termmit (z−π)−1, d.h. das Residiuum im Punkt π vers
hwindet, und damit au
h das Integral.(Man kann nat�urli
h au
h, wie bei b), �uber die Stammfunktion argumentieren.)e) Hier liegt der einzige Pol bei z = π2017, also weit au�erhalb von D. In der Umgebungvon D ist der Integrand somit holomorph, so da� das Integral na
h dem Cau
hys
henIntegralsatz vers
hwindet.



Aufgabe 2: (9 Punkte)Bere
hnen Sie die folgenden Integrale:a) ∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
b) ∞∫

−∞

20x

(x2 + 4)(x2 − 2x + 2)
dx 
) ∞∫

−∞

x2

x4 + 256
dx

Lösung: a) (z2 + 1)(z2 + 9) hat die vier Nullstellen ±i und ±3i, von denen keine auf derreellen A
hse liegt; au�erdem ist der Grad vier des Nenners des Integranden ummindestenszwei gr�o�er als der Grad Null des Z�ahlers. Somit ist das Integral glei
h 2πi mal der Summeder Residuen bei i und bei 3i. Alle Pole haben die Ordnung eins; daher k�onnen wir dieResiduen �uber die Grenzwertformel bere
hnen:Resi 1

(z2 + 1)(z2 + 9)
= lim

z→i

z − i

(z2 + 1)(z2 + 9)
= lim

z→i

1

(z + i)(z2 + 9)
=

1

2i · 8
=

1

16iundRes3i

1

(z2 + 1)(z2 + 9)
= lim

z→3i

z − 3i

(z2 + 1)(z2 + 9)
= lim

z→3i

1

(z2 + 1)(z + 3i)
=

1

(−8) · 6i
=

−1

48i
.Somit ist

∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
= 2πi

(
1

16i
−

1

48i

)
= 2π

(
1

16
−

1

48

)
=

π

12
.b) Au
h hier ist der Nennergrad vier um mindestens zwei gr�o�er als der Z�ahlergrad eins.Wegen

z2 − 2z + 2 = (z − 1)2 + 1liegen die Nullstellen des Nenners bei ±2i und 1 ± i; das Integral ist also glei
h 2πi malder Summe der Residuen bei 2i und bei 1 + i. Wieder haben alle Pole die Ordnung eins.Res2i

20z

(z2 + 4)(z2 − 2z + 2)
= lim

z→2i

(z − 2i) · 20z
(z2 + 4)(z2 − 2z + 1)

= lim
z→2i

20z

(z + 2i)(z2 − 2z + 2)

=
40i

4i · (−4 − 4i + 2)
=

10

−2 − 4i
=

10(−2 + 4i)

22 + 42
= −1 + 2iundRes1+i

1

(z2 + 4)(z2 − 2z + 2)
= lim

z→1+i

(z − 1 − i) · 20z
(z2 + 4)(z2 − 2z + 1)

= lim
z→1+i

20z

(z2 + 4)(z − 1 + i)

=
20(1 + i)

(2i + 4) · 2i
=

20(1 + i)

−4 + 8i
=

20(1 + i)(−4 − 8i)

42 + 82
=

20(4 − 12i)

80
= 1 − 3i .Somit ist

∞∫

−∞

dx

(x2 + 4)(x2 − 2x + 2)
= 2πi

(
(−1 + 2i) + (1 − 3i)

)
= 2π .




) z4 + 256 = (z2 + 16i)(z2 − 16i). Die Wurzel aus i ist ±(1 + i)
√

2

2
, die von −i ist das

i-fa
he davon, also ±(−1 + i)
√

2

2
. Die Wurzeln aus ±16i sind die Vierfa
hen davon, alsodie vier Zahlen

z1 = 2(1 + i)
√

2, z2 = −z1, z3 = 2(−1 + i)
√

2 und z4 = −z3 .Dabei ist z2

1
= z2

2
= 16i und z2

3
= z2

4
= −16i.Wieder ist der Z�ahlergrad zwei um mindestens zwei kleiner als der Nennergrad vier, undwieder sind alle Polstellen einfa
h und keine liegt auf der reellen A
hse. Positiven Imag-in�arteil haben z1 und z3; auf die Residuen dort kommt es also an.Resz1

z2

(z4 + 256)
= lim

z→z1

(
z − 2(1 + i)

√
2
)
z2

(z4 + 256)
= lim

z→z1

z2

(
z + 2(1 + i)

√
2
)
(z2 + 16i)

=
16i

4(1 + i)
√

2 · 32i
=

1

8(1 + i)
√

2
=

(1 − i)
√

2

8 · (12 + 12) · 2
=

√
2

32
−

i
√

2

32undResz3

z2

(z4 + 256)
= lim

z→z3

(
z − 2(−1 + i)

√
2
)
z2

(z4 + 256)
= lim

z→z3

z2

(z2 − 16i)
(
z + 2(−1 + i)

√
2)

)

=
−16i

−32i · 4(−1 + i)
√

2
=

1

8(−1 + i)
√

2
=

(−1 − i)
√

2

8 · (12 + 12) · 2
= −

√
2

32
−

i
√

2

32
.Somit ist

∞∫

−∞

x2

x4 + 256
=

2πi

32

√
2
(
(1 − i) + (−1 − i)

)
=

4π

32

√
2 =

π
√

2

8
.

Aufgabe 3: (3 Punkte)
f = P/Q sei eine rationale Funktion, deren Nenner keine reelle Nullstelle habe, und derGrad des Z�ahlers sei mindestens um zwei kleiner als der des Nenners.a) Zeigen Sie, da� f h�o
hstens endli
h viele Polstellen z1, . . . , zr mit negativem Imagin�arteilhat!
Lösung: Als rationale Funktion hat f nur endli
h viele Polstellen, und von denen habennat�urli
h au
h nur endli
h viele einen negativen Imagin�arteil.b) Wel
her Zusammenhang besteht zwis
hen ∞∫

−∞

f(x)dx und der Summe der Residuen von fan den Stellen zk ?
Lösung: R sei gr�o�er als die Betr�age aller zk; dann liegen alle zk im Halbkreis um Null mitRadius R unterhalb der reellen A
hse. Na
h dem Residuensatz ist das im Gegenuhrzeiger-sinn dur
hlaufene Integral �uber den Rand des Halbkreises glei
h 2πi mal der Summe derResiduen in den Punkten zk. Dieses Integral setzt si
h zusammen aus −

∫R

−R
f(z)dz unddem Integral �uber den Halbkreisbogen. Da der Nennergrad den Z�ahlergrad um mindestenszwei �ubersteigt, vers
hwindet letzteres f�ur R → ∞, also ist

∞∫

−∞

f(x)dx = −2πi

r∑

k=1

Reszk
f .



Aufgabe 4: (3 Punkte)
f:G → Ĉ sei eine meromorphe Funktion auf dem bes
hr�ankten Gebiet G, und A sei eineabges
hlossene Teilmenge von G. Zeigen Sie: Dann gibt es zwei holomorphe Funktionen
g, h, so da� f�ur alle z ∈ A gilt f(z) = g(z)/h(z).
Lösung: Da das Gebiet G bes
hr�ankt ist und A ⊂ G abges
hlossen, ist A kompakt. Da-her kann f in A h�o
hstens endli
h viele Polstellen haben: Andernfalls m�u�ten die einenH�aufungspunkt in A ⊂ G haben, was na
h De�nition einer meromorphen Funktion aus-ges
hlossen ist. Die Polstellen von f in A seien z1, . . . , zr, und der Pol in zk habe dieOrdnung ek. Dann sind

h(z) = (z − z1)e1 · · · (z − zr)
er und g(z) = (z − z1)e1 · · · (z − zr)

erf(z)in allen z ∈ A holomorph, und f(z) = g(z)/h(z).


