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5. Übungsblatt Funktionentheorie I

Aufgabe 1: (4 Punkte)Die Funktion f:C → Ĉ habe die Eigens
haft, da� f(z + 1) = f(z + i) = f(z) f�ur alle z ∈ C.a) Zeigen Sie: f ist eindeutig bestimmt dur
h seine Werte auf dem Quadrat
Q =

{
z ∈ C

∣∣ 0 ≤ Re z ≤ 1 und 0 ≤ Im z ≤ 1
} .b) Ist f holomorph, so ist f konstant.
) Ist f meromorph, so kann f ni
ht auf Ĉ fortgesetzt werden.

Aufgabe 2: (4 Punkte)a) Zeigen Sie, da� die Abbildung f: Ĉ → Ĉ; z 7→ 1/z auf der Riemanns
hen Zahlensph�are mitMittelpunkt (0, 0, 1) und Radius eins gerade die Spiegelung an der �Aquatorialebene z = 1ist!b) Wel
he komplexe Abbildung Ĉ → Ĉ bes
hreibt die Spiegelung am Mittelpunkt der Kugel?
Aufgabe 3: (9 Punkte)Bestimmen Sie die Teilmengen von Ĉ, auf denen die folgenden Funktionen holomorph bzw.meromorph sind. (Falls eine Funktion, so wie sie dasteht, in einem Punkt z0 ∈ Ĉ ni
htde�niert ist, soll mit f(z0) der Grenzwert limz→z0

f(z) gemeint sein { falls ein sol
herGrenzwert existiert.) Bere
hnen Sie au�erdem in allen Punkten, in denen die Funktionmeromorph, aber ni
ht holomorph ist, den Hauptteil und das Residuum!a) f(z) =
z2 + 1

z4 − 1b) f(z) = e−1/z2
) f(z) = sin(z)d) f(z) =

os(z) − 1

z

Aufgabe 4: (3 Punkte)Zeigen Sie, ohne irgendwel
he Eigens
haften der Exponentialfunktion zu benutzen, da�eine ni
ht identis
h vers
hwindende holomorphe Funktion f:C → C, die f�ur ein a ∈ C derDi�erentialglei
hung f′(z) = af(z) gen�ugt, keine komplexe Nullstelle haben kann!
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