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6. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (8 Punkte)
k sei ein algebraish abgeshlossener K�orper, dessen Charakteristik weder zwei noh dreisei.a) Zeigen Sie, da� die durh die Gleihung

XY(αZ + X + Y) + Z3 = 0beshriebene Kurve genau dann nihtsingul�ar ist, wenn α3 + 27 6= 0 ist!b) Zeigen Sie, da� die durh die Gleihung
X3 + Y3 + Z3 + λXYZ = 0beshriebene Kurve genau dann nihtsingul�ar ist, wenn λ3 + 27 6= 0 ist!) Zeigen Sie, da� jeder Divisor aus durh linearen System

µ(X3 + Y3 + Z3) + λXYZ = 0, (λ, µ) ∈ P
1(k)beshriebenen linearen System entweder eine nihtsingul�are Kurve oder eine Summe vondrei vershiedenen Geraden ist!

Aufgabe 2: (7 Punkte)a) Zeigen Sie, da� es in der projektiven Ebene P
2(F3) �uber dem K�orper F3 = {0, 1, 2} mitdrei Elementen dreizehn Punkte und dreizehn Geraden gibt!b) Wie viele Punkte und wie viele Geraden gibt es in der aÆnen Ebenen F

2

3
?) Zeigen Sie, da� die Punkte und Geraden in F

2

3
das gleihe Shnittverhalten haben wie dieWendepunkte einer elliptishen Kurve und die Geraden, auf denen diese liegen!

Aufgabe 3: (5 Punkte)a) Finden Sie zu einem vorgegebenen Wert j ∈ K eine elliptishe Kurve, deren j-Invariantediesen Wert hat!b) Bestimmen Sie die j-Invariante der elliptishen Kurve Y2Z = X(X − Z)(X − λZ) zum Wert
λ ∈ k r {0, 1} !) Wie viele vershiedene Werte von λ geh�oren zu jeder j-Invarianten?
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