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1. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (5 Punkte)a) Geben Sie die Gerade durh die Punkte (1 : 2 : 3) und (3 : 2 : 1) der projektiven Ebenen
P

2(R) sowohl in Parameterform als auh als Nullstellenmenge einer linearen Gleihung an!b) Zeigen Sie, da� zwei vershiedene Geraden in P
2(R) stets genau einen Shnittpunkt haben!) Gilt dies auh f�ur Geraden in P

3(R) ?
Aufgabe 2: (5 Punkte)Die aÆne Ebene R

2 sei durh die Abbildung (x, y) 7→ (x : y : 1) in die projektive Ebene
P

2(R) eingebettet.a) Finden Sie eine projektive ebene Kurve, die das Bild der Kreislinie
{(x, y) ∈ R

2 | x2 + y2 = 1}enth�alt! Welhe zus�atzlihen Punkte enth�alt sie?b) Finden Sie eine projektive ebene Kurve, die das Bild der Hyperbel
{(x, y) ∈ R

2 | x2 − y2 = 1}enth�alt! Welhe zus�atzlihen Punkte enth�alt sie?) Finden Sie einen Koordinatenwehsel in P
2(R), durh den die beiden Kurven ineinanderbergehen!d) Geht das auh f�ur die Parabel {(x, y) ∈ R

2 | y = x2} ?
Aufgabe 3: (5 Punkte)a) Die Abbildung ϕ:P1(R) → P

2(R) sei gegeben durh die Vorshrift
ϕ

(

(s : t)) = (s2 − t2 : 2st : s2 + t2) .Zeigen Sie, da� ϕ die projektive Gerade bijektiv abbildet auf eine ebene Kurve C ⊂ P
2(R),und identi�zieren Sie diese!b) Beshreiben Sie die Umkehrabbildung ψ:C → P

1(R) durh Polynome in den Koordinaten
x : y : z der projektiven Ebenen!
Aufgabe 4: (5 Punkte)Bestimmen Sie Shnittpunkte der Kurve C = {(x : y : z) ∈ P

2(R) | x3 + y3 = z3} mit denangegebenen Geraden und berehnen Sie deren Vielfahheiten!a) g1 = {(x : y : z) ∈ P
2(R) | x+ y = z}b) g2 = {(x : y : z) ∈ P
2(R) | x = z}) g3 = {(x : y : z) ∈ P
2(R) | x = 0}
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