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Aufgabe 1: (10 Punkte)

Wir betra
hten die Polynome f = 2X4+6X3−30X2+32X−24 und g = 2X4−4X2−6X−4
aus Z[X].

a) Bestimmen Sie die Inhalte und die primitiven Anteile der beiden Polynome!

b) Bestimmen Sie den ggT mit f

�

uhrendem KoeÆzienten eins von f mod 5 und g mod 5 in

F5[X] !


) Bestimmen Sie den ggT mit f

�

uhrendem KoeÆzienten eins von f mod 7 und g mod 7 in

F7[X] !

d) Was k

�

onnen Sie auf Grund der bisherigen Ergebnisse si
her

�

uber den Grad des ggT von

f und g in Z[X] aussagen?

e) Erraten Sie den ggT von f und g in Q[X] und beweisen Sie, da� Sie ri
htig geraten haben!

f) Bestimmen Sie den ggT von f und g in Z[X] !

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Hier seien f = 6X2 − 7X− 3 und g = 2X2 − 5X+ 2.

a) F

�

ur wel
he Primzahlen p k

�

onnen Sie anhand der bislang vorliegenden Information ni
ht

auss
hlie�en, da� der ggT von f und g in Z[X] einen gr

�

o�eren Grad hat als der von f mod p
und g mod p in Fp[X] ?

b) Bere
hnen Sie die Resultante der beiden Polynome f = 6X2−7X−3 und g = 2X2−5X+2
aus Z[X] !


) Bestimmen Sie den ggT von f und g in Z[X] !

d) F

�

ur wel
he Primzahlen p hat ggT(f mod p, g mod p) einen gr

�

o�eren Grad als ggT(f, g) ?

e) g hat die beiden Nullstellen 2 und 1
2
. Bestimmen Sie die L

1
-Norm, die L

2
-Norm, die H

�

ohe

und das Ma� von g !

Aufgabe 3: (12 Punkte)

F

�

ur das Polynom f = X4−10X3+25X2−20X+4 ist f ≡ (X2+2X+2)(X2+3X+2) mod 5.

a) Setzen Sie diese Faktorisierung modulo f

�

unf na
h dem Hensels
hen Lemma fort zu einer

Faktorisierung modulo f

�

unfundzwanzig!

b) Finden Sie damit eine Zerlegung von f in Z[X] als Produkt zweier quadratis
her Polynome!


) Zeigen Sie, da� eines dieser Polynome in Z[X] irreduzibel ist, w
�

ahrend das andere als

Produkt zweier Linearfaktoren aus Z[X] ges
hrieben werden kann.

d) Wie sieht die Zerlegung von f in ein Produkt irreduzibler Faktoren in Z[X] und in Q[X]
aus?

• • • B I T T E W E N D E N ! • • •



Aufgabe 4: (10 Punkte)

Wel
he der folgenden Teilmengen sind au
h Ideale des jeweiligen Rings?

a) {z ∈ Z | 2z ≡ 3 mod 5} ⊂ Z

b) {z ∈ Z | z gerade} ⊂ Z


) {f ∈ Q[X] | f hat eine mindestens doppelte Nullstelle bei x = 1} ⊂ Q[X]

d)

{

f =
d
∑

i=0

aiX
i | d ∈ N0, ai ∈ Z und

d
∑

i=0

ai = 0
}

⊂ Z[X]

e) {f ∈ R[X, Y] | f(x, y) = f(y, x) f
�

ur alle x, y ∈ R} ⊂ R[X, Y]

Aufgabe 5: (10 Punkte)

a) Bringen Sie die Terme des Polynoms f = 2X3Y + 2XY3 + 2X − X2Y − Y3 − 2 + Y in die

Reihenfolge, die der graduiert lexikographis
hen Ordnung mit X > Y entspri
ht!

b) Dividieren Sie f bez
�

ugli
h dieser Ordnung dur
h die beiden Polynome f1 = X2Y + Y3 + 2
und f2 = Y2X+ X3 + 1 !


) K

�

onnen Sie eine Aussage tre�en, ob f im Ideal I = (f1, f2) des Polynomrings Q[X, Y] liegt?

d) Zeigen Sie, da� die Polynome g1 = 2X − Y und g2 = 5Y3 + 8 eine Gr

�

obner-Basis des

Ideals (g1, g2) bez�ugli
h der graduiert lexikographis
hen Ordnung bilden!

e) Tats

�

a
hli
h ist I = (g1, g2). (Das m�

ussen Sie ni
ht zeigen.) K

�

onnen Sie mit dieser Zusatz-

information ents
heiden, ob f in I liegt?

Aufgabe 6: (10 Punkte)

k sei ein K

�

orper, und I ein Ideal im Polynomring k[X, Y, Z].

a) Wie ist eine Monomordnung auf diesem Polynomring de�niert?

b) Wie ist eine Gr

�

obner-Basis von I de�niert?


) Hat jedes Ideal I bez
�

ugli
h jeder Monomordnung eine Gr

�

obner-Basis?

d) Zeigen Sie, da� das Polynom f = X2 + 2Y2 + 3Z+ 5X2Y2Z2 + 7XY + 11YZ bez

�

ugli
h jeder

Monomordnung denselben f

�

uhrenden Term hat, und bestimmen Sie diesen!

e) Zeigen Sie, da� die beiden Polynome g1 = X5 + X4Y + Y6 + Z4 + X2Y2Z2 + X3Y4
und

g2 = X5 + Z6 + X2Y3 + XYZ bez

�

ugli
h der graduiert lexikographis
hen Ordnung eine

Gr

�

obner-Basis des von ihnen erzeugten Ideals bilden!

Aufgabe 7: (10 Punkte)

a) Bestimmen Sie die reduzierte Gr

�

obner-Basis bez

�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung

f

�

ur das von den Polynomen f = X2 − 4X+ Y2 + 2 und g = 2X2 − 8X+ 3Y2 + 3 in Q[X, Y]
erzeugte Ideal I !

b) Hat diese Gr

�

obner-Basis eine Form gem

�

a� dem Shape-Lemma?


) Finden Sie eine Q-Vektorraumbasis von Q[X, Y]/I !

d) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge VC(I) !

e) Interpretieren Sie diese geometris
h!

f) Wel
he Vielfa
hheiten haben die gefundenen Nullstellen jeweils?

g) Finden Sie dazu eine separierende Linearform aus Q[X, Y] !

h) Ist I ein Radikalideal?

Abgabe bis zum Mittwo
h, dem 10. Juni 2020, um 15.30 Uhr


