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11. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Finden Sie f

�

ur die folgenden Ideale I in Q[X, Y] sowohl die Nullstellenmenge als auh

Monome aus Q[X, Y], deren Restklassen eine Basis des Q-Vektorraums Q[X, Y]/I bilden:

a) I = (X, Y)

Lösung: Da sowohl die x- als auh die y-Koordinate jedes Punktes aus V(I) vershwinden
m

�

ussen, ist VK(I) =
{
(0, 0)

}
f

�

ur jeden K

�

orper K, der Q enth

�

alt. Ein Polynom f ∈ Q[X, Y]
vershwindet genau dann im Punkt (0, 0), wenn es keinen konstanten Term hat, und das

ist genau dann der Fall, wenn jedes seiner Monome durh X oder durh Y teilbar ist, d.h.

wenn das Polynom in I liegt. Somit ist I der Kern der Abbildung

{
Q[X, Y] → Q

f 7→ f(0, 0)
,

so da� Q[X, Y]/I ∼= Q nah dem Homomorphiesatz eindimensional ist mit der Restklasse

des konstanten Monoms 1 als Basis.

b) I = (X3 − X, Y3 − Y)

Lösung: X3 − X = X(X − 1)(X + 1) hat 0, 1 und −1 als Nullstellen; f

�

ur jeden K

�

orper K,
der Q enth

�

alt, ist also VK(I) = {−1, 0, 1} × {−1, 0, 1} .

Modulo I ist X3
�

aquivalent zu X. Allgemein ist f

�

ur jedes a ∈ N0

Xa+3 − Xa+1 = Xa(X3 − X) ∈ I ,

und daraus folgt sukzessive, da� jede Potenz Xa
mit a ≥ 3 f

�

ur ungerades a
�

aquivalent zu X
ist und f

�

ur gerades a zu X2
. Entsprehend ist auh Yb

f

�

ur b ≥ 3 im Falle eines ungeraden

Exponenten

�

aquivalent zu Y und f

�

ur einen geraden zu Y2
. Somit ist jedes Monom XaYb

�

aquivalent zu einem Monom XcYd
mit c, d ∈ {0, 1, 2}. Diese neun Monome erzeugen also

Q[X, Y]/I. Wie wir wissen, ist die Dimension dieses Q-Vektorraums gr

�

o�er oder gleih der

Elementanzahl von VK(I), also mindestens neun. Somit m

�

ussen diese neun Erzeugenden

linear unabh

�

angig sein und bilden daher eine Basis.



Aufgabe 2: (8 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� die angegeben Erzeugendensysteme der beiden Ideale aus der vorigen

Aufgabe bez

�

uglih jeder beliebigen Mononmordnung Gr

�

obner-Basen sind!

Lösung: Im ersten Fall ist I = (X, Y) ein monomiales Ideal und somit ist FM I = I = (X, Y).
Da beide Erzeugenden Monome sind, sind sie nat

�

urlih unabh

�

angig von der Monomord-

nung ihre eigenen f

�

uhrenden Monome, so da� direkt aus der De�nition folgt, da� sie eine

Gr

�

obner-Basis bilden.

F

�

ur I = (X3 − X, Y3 − Y) sind die f

�

uhrenden Monome der Erzeugenden bez

�

uglih jeder

Monomordnung X3
und Y3

, da ein ehter Teiler eines Monoms bez

�

uglih jeder Monom-

ordnung kleiner ist als dieses. Da die beiden f

�

uhrenden Monome teilerfremd sind, l

�

a�t

sih S(X3 − X, Y3 − Y) auf Null reduzieren; die beiden Erzeugenden bilden also nah dem

Kriterium von Buhberger eine Gr

�

obner-Basis.

b) Untersuhen Sie f

�

ur beide Ideale, ob eine der Variablen separierend bez

�

uglih VC(I) ist!

Lösung: F
�

ur I = (X, Y) ist VC(I) = {(0, 0)} einelementig, so da� beide Variablen trivialer-

weise separierend sind.

F

�

ur I = (X3−X, Y3−Y) ist VC(I) = {−1, 0, 1}×{−1, 0, 1}, so da� keine der beiden Variablen

separierend ist: Jede nimmt f

�

ur jeweils drei der neun Nullstellen den gleihen Wert an.

) Bestimmen Sie, falls dies niht der Fall sein sollte, eine separierende Linearform in X und Y,
und ersetzen Sie Y durh eine neue Variable Z derart, da� das Ideal eine Gr

�

obner-Basis

gem

�

a� dem Shape-Lemma hat!

Lösung: Die Linearform mu� so gew

�

ahlt werden, da� ihre Nullstellenmenge keine Gerade

de�niert, die parallel ist zur Verbindungsgerade zweier Punkte aus VC(I)i ist. Waagrehte

und senkrehte Geraden sowie solhe mit Steigung ±1 oder ±2 sind daher ausgeshlossen.

Eine o�ensihtlih separierende Linearform ist 3X+Y; sie nimmt auf VK(I) alle ganzzahli-
gen Werte zwishen −4 und 4 an. Ersetzen wir Y durh die neue Variable Z = 3X + Y,
bleibt f = X3 − X unver

�

andert; das Polynom Y3 − Y wird in den neuen Variablen zu

g = (Z − 3X)3 − (Z − 3X) = Z3 − 9XZ2 + 27X2Z − 27X3 − Z + 3X. Da k[X, Y]/I nah

Aufgabe eins die Dimension neun hat und VK(I) aus neun Punkten besteht, ist I ein

Radikalideal, und damit nat

�

urlih auh das von f und g erzeugte Ideal in k[X,Z]. Da Z
separierend auf der Nullstellenmenge ist, hat dieses Ideal bez

�

uglih der lexikographishen

Ordnung mit X > Z eine Gr

�

obner-Basis gem

�

a� dem Shape-Lemma.

d) Bestimmen Sie diese Basis!

Lösung: Das Polynom nur in Z ist nat

�

urlih

p =

4∏

i=−4

(Z− i) = Z

4∏

i=1

(Z2 − i2) = Z9 − 30Z + 273Z5 − 820Z3 + 576Z .

Das zweite Polynom aus der Gr

�

obner-Basis ist q = X − h, wobei h ∈ Q[Z] das In-

terpolationspolynom vom Grad h

�

ohstens aht ist, das f

�

ur z = −4, . . . , 4 jeweils den

Wert x ∈ {−1, 0, 1} annimmt, f

�

ur den es ein y ∈ {−1, 0, 1} gibt, so da� 3x+y = z ist. h(z) ist
damit die am n

�

ahsten bei z/3 liegende ganze Zahl. Dies f
�

uhrt auf folgende Wertetabelle:

z -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

x -1 -1 -1 0 0 0 1 1 1

Nah Newton (oder mit einem Computeralgebrasystem) ergibt sih dieses zu

h =
1

1680

(

3Z7 − 84Z5 + 637Z3 − 556Z
)

.

DieGr

�

obner-Basis gem

�

a� Shape-Lemma ist also {p,X−h}, was hier niht gerade einfaher
ist als die Ausgangsbasis und die Nullstellenmenge auh niht besser beshreibt.



Aufgabe 3: (6 Punkte)

Sei f = 9X2+16Y2−144, g = 25X2+4(Y+1)2−100 und I das von f und g erzeugte Ideal

in Q[X, Y].

a) Lassen Sie ein Computeralgebrasystem Gr

�

obner-Basen von I bestimmen bez

�

uglih der

lexikographishen Ordnungen mit X > Y bzw. Y > X sowie auh der entsprehenden

graduiert lexikographishen Ordnungen! In welhen F

�

allen hat diese Basis bez

�

uglih einer

der beiden Variablen die Form aus dem Shape-Lemma?

Lösung: F
�

ur die lexikographishe Ordnung mit X > Y liefert Maple die Basis bestehend

aus

91Y2 − 18Y − 684 und 91X2 + 32Y − 240 ,

die wegen des quadratishen Terms im zweiten Polynom niht die gew

�

unshte. Form hat.

F

�

ur die mit Y > X liefert es

8281X4 − 43104X2 + 48384 und 32Y + 91X2 − 240 ,

was (bis auf die f

�

uhrenden KoeÆzienten, durh die man nat

�

urlih jeweils dividieren kann)

der Form gem

�

a� Shape-Lemma entspriht.

F

�

ur die graduiert lexikographishe Ordnung mit X > Y und f

�

ur die mit Y > X erhalten

wir

91X2 + 32Y − 240 und 91Y2 − 18Y − 684 ,

was niht der Form gem

�

a� Shape-Lemma entspriht.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe einer der berehneten Gr

�

obner-Basen die Nullstellenmenge

VC(I) !

Lösung: Am einfahsten geht das wohl mit der Gr

�

obner-Basis zur lexikographishen

Ordnung mit X > Y. Das quadratishe Polynom in Y hat die Nullstellen

9

91
±

15

91

√
277 .

Wegen des zweiten Polynoms bestimmt y das Quadrat von x eindeutig als

x2 = −
32y − 240

91
.

Dies f

�

uhrt auf die L

�

osungen

(

±
√

21552

8281
−

480

8281

√
277,

9

91
+

15

91

√
277

)

und

(

±
√

21552

8281
+

480

8281

√
277,

9

91
−

15

91

√
277

)

,

die man noh ein bi�hen einfaher shreiben kann, wenn man beahtet, da� 8281 = 912

ist und 21552 und 480 beide durh 42 teilbar sind.

) Interpretieren Sie die Nullstellenmenge geometrish!

Lösung: Sowohl V(f) als auh V(g) sind Ellipsen, deren Halbahsen parallel zu den Ko-

ordinatenahsen liegen. Mittelpunkt der ersten Ellipse ist (0, 0), Mittelpunkt der zweiten

ist (0,−1). Da beide symmetrish zur y-Ahse sind, haben je zwei der Shnittpunkte die

gleihe y-Koordinate, so da� Y niht separierend ist und die Gr

�

obner-Basis bez

�

uglih

der lexikographishen Ordnung mit X > Y keine Form gem

�

a� Shape-Lemma haben kann.


