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9. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (3 Punkte)

Zeigen Sie, da� die graduierte invers-lexikographis
he Ordnung tats

�

a
hli
h alle Forderun-

gen an eine Monomordnung erf

�

ullt!

Lösung: Nat
�

urli
h sind zwei beliebige Monome stets verglei
hbar: Falls sie vers
hiedenen

Grad haben, ist das gr

�

o�ere das mit dem h

�

oheren Grad, und wenn sie glei
hen Grad haben,

werden sie als n

�

a
hstes invers lexikographis
h vergli
hen; da die inverse lexikographis
he

Ordnung eine Monomordnung ist, liefert sie immer eines der drei Ergebnisse kleiner, glei
h,

oder gr

�

o�er, wobei f

�

ur die graduierte invers-lexikographis
he Ordnung no
h kleiner und

gr

�

o�er vertaus
ht werden m

�

ussen um die endg

�

ultige Antwort zu geben.

Au
h die zweite Bedingung ist problemlos: Sind u und v zwei Monome mit u < v, und
ist w ein festes Monom, so m

�

ussen wir zun

�

a
hst unters
heiden, ob die Grade von u und v

�

ubereinstimmen oder ni
ht. Wegen

deg uw = degu+ degw und deg vw = deg v+ degw

stehen die Grade von uw und vw in der glei
hen Relation wie die von u und v; ist
also deg u < deg v, so ist au
h deguw < deg vw. Falls degu und deg v

�

ubereinstimmen,

ist u invers-lexikographis
h gr

�

o�er als v, also ist au
h uw gr

�

o�er als vw, da die invers-

lexikographis
he Ordnung eine Monomordnung ist.

Bleibt no
h die Wohlordnungseigens
haft. Ist M eine Menge von Monomen, k

�

onnen wir

zun

�

a
hst die Teilmenge M0 aller Monome vom minimalen Grad betra
hten. Ihre Elemente

sind kleiner als alle Monome aus MrM0; ein etwaiges kleinstes Element mu� also in M0

liegen. Ein kleinstes Element von M0 ist allerdings ein gr

�

o�tes Element von M0 bez�ugli
h

der invers-lexikographis
hen Ordnung, und nat

�

urli
h ist ni
ht gefordert, da� so etwas f

�

ur

jede Menge existiert. Zum Gl

�

u
k ist aber die Menge aller Monome eines festen Grades

in einer festen Anzahl von Variablem endli
h, so da� au
h M0 endli
h ist, und in einer

endli
h Menge gibt es bez

�

ugli
h einer Totalordnung immer eindeutig bestimmte kleinste

und gr

�

o�te Elemente.

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Wir gehen aus von einem linearen Glei
hungssystem ℓi(x1, . . . , xn) = bi f�ur i = 1, . . . ,m

�

uber einem K

�

orper k, betra
hten die Linearformen ℓi als Elemente von R = k[X1, . . . , Xn],

und setzen I = (ℓ1 − b1, . . . , ℓm − bm) in R. Wir arbeiten mit der lexikographis
hen

Ordnung. Zeigen Sie:

a) Falls der Wert von xi dur
h das Glei
hungssystem eindeutig bestimmt ist, enth

�

alt jede

Gr

�

obner-Basis von I ein Polynom mit f

�

uhrendem Monom Xi. Gilt au
h die Umkehrung?

Lösung: Bez

�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung enth

�

alt das f

�

uhrende Monom eines

Polynoms immer die Variable mit dem kleinsten vorkommenden Index. Falls xi dur
h

das Glei
hungssystem eindeutig bestimmt ist, mu� si
h xi eindeutig aus den Werten von

xi+1, . . . , xn bere
hnen lassen, d.h. das Polynom mu� von der Form Xi minus einem Poly-

nom in Xi+1, . . . , Xn sein.



Die Umkehrung gilt o�ensi
htli
h ni
ht: Falls irgendein Xj mit j > i beliebige Werte

annehmen kann und Xj im Polynom mit f

�

uhrendem Monom Xi vorkommt, kann au
h Xi

beliebige Werte annehmen.

b) Wel
he M

�

ogli
hkeiten gibt es f

�

ur die S-Polynome S(ℓi, ℓj) ?

Lösung: Falls ℓi und ℓj das glei
he f

�

uhrende Monom Xh haben, gibt es a, b ∈ k r {0},
so da� ℓi = aXh + u und ℓh = bX1 + v ist mit homogenen linearen Polynomen u, v in

Xh+1, . . . , Xn. Das kgV der f

�

uhrenden Monome ist also Xh und

S(ℓi, ℓj) =
ℓi

a
−

ℓj

b
=

u

a
−

v

b
ist ein lineares Polynom in Xh+1, . . . , Xn. Bis auf eine skalare Konstante passiert hier das

glei
he wie bei einem der Eliminationss
hritte na
h Gau�.

Wenn die f

�

uhrenden Monome vers
hieden sind, wird das S-Polynom quadratis
h; da die

f

�

uhrenden Monome aber Grad eins haben, sind sie dann ni
ht nur vers
hieden, sondern

au
h teilerfremd, so da� si
h das S-Polynom auf Null reduzieren l

�

a�t.


) Das lineare Glei
hungssystem ist genau dann eindeutig l

�

osbar, wenn es eine Gr

�

obner-

Basis von I gibt, die f
�

ur jedes i ein Polynom mit f

�

uhrendem Monom Xi enth�alt.

Lösung: Wenn das lineare Glei
hungssystem eindeutig l

�

osbar ist, mu� es na
h a) eine

sol
he Gr

�

obner-Basis geben.s

Falls es so eine Gr

�

obner-Basis gibt, k

�

onnte das Glei
hungssystem unl

�

osbar sein, bei-

spielsweise, wenn die Gr

�

obner-Basis die beiden Polynome Xn und Xn − 1 enth

�

alt. Wir

m

�

ussen also f

�

ur die Umkehrung annehmen, da� das Glei
hungssystem l

�

osbar ist.

Ein Element mit f

�

uhrendem Monom Xn mu� von der Form anXn + cn sein mit an 6= 0,
d.h. xn kann nur den Wert −cn/an haben. Ein Element mit f

�

uhrendem Monom Xn−1 hat

die Form an−1Xn−1 + cn−1Xn + dn−1 mit an−1 6= 0; setzt man f

�

ur Xn den Wert von xn
ein, l

�

a�t si
h xn−1 eindeutig bere
hnen, und so weiter wie bei Gau�.

d) In diesem Fall enth

�

alt jede minimale Gr

�

obner-Basis von I f
�

ur jedes i genau ein Polynom

mit f

�

uhrendem Term Xi.

Lösung: Klar, denn in einer minmalen Gr

�

obner-Basis k

�

onnen keine zwei Polynome

dasselbe f

�

uhrende Monom haben.

e) Wie sieht die reduzierte Gr

�

obner-Basis von I in diesem Fall aus?

Lösung: Da es f

�

ur jedes i ein Element mit f

�

uhrendem Term Xi gibt, lassen si
h alle

Xj-Terme mit j > i ausreduzieren, d.h. die reduzierte Gr�obner-Basis enth
�

alt f

�

ur jedes i
genau ein Polynom der Form Xi − xi mit xi ∈ k, wobei (x1, . . . , xn) ∈ kn die eindeutig

bestimmte L

�

osung ist.

Aufgabe 3: (10 Punkte)

a) Konstruieren Sie (ohne Verwendung eingebauter Kommandos eines Computeralgebra-

systems) die reduzierte Gr

�

obner-Basis des Ideals

I =
(

X2 + Y2 + Z2 − 1, X2 + Y2 + Z2 − 2X, 2X− 3Y − Z)

des Polynomrings k[X, Y, Z] bez
�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung! Folgen Sie dabei

ni
ht streng dem Bu
hberger-Algorithmus, sondern versu
hen Sie soweit wie m

�

ogli
h

zu optimieren.



Lösung: Sei f1 = X2 + Y2 + Z2 − 1, f2 = X2 + Y2 + Z2 − 2X und f3 = 2X − 3Y − Z. Die
f

�

uhrenden Terme von f1 und f2 sind X2
, der von f3 ist 2X. Somit ist

S(f1, f2) = f1 − f2 = 2X− 1 ,

was dur
h Subtraktion von f3 auf 3Y + Z reduziert werden kann.

Da wir hier sowohl f

�

ur die Bere
hnung des S-Polynoms als au
h f

�

ur die Reduktion nur

Subtraktionen verwendet haben, k

�

onnen wir hier etwas tun, was normalerweise beim

Bu
hberger-Algorithmus streng verboten ist: Wir k

�

onnen eines der Erzeugenden dur
h

den Divisionsrest ersetzen:

f2 = f1 − (2X− 1) = f1 − f3 − (3Y + Z− 1) und Y + Z− 1 = f1 − f2 − f3 ,

so da� f1, f2, f3 und f1, 3Y+Z−1, f3 dasselbe Ideal erzeugen. Wir wenden den Bu
hber-

ger-Algorithmus daher an auf

g1 = f1, g2 = 3Y + Z− 1 und g3 = f3 .

Die f

�

uhrenden Monome sind FMg1 = X2
, FM g2 = Y und FMg3 = X. Somit sind FMg1

und FM g2 teilerfremd; wir wissen daher ohne Re
hnung, da� si
h S(g1, g2) auf Null

reduzieren l

�

a�t. Da au
h FM g2 und FMg3 teilerfremd sind, gilt das glei
he au
h f

�

ur

S(g2, g3). Bleibt no
h S(g1, g3); um Nenner zu vermeiden, bere
hnen wir

2S(g1, g3) = 2f1 − Xg3 = 3XY + XZ+ 2Y2 + 2Z2 − 2 .

Der Divisionsalgorithmus eliminiert zun

�

a
hst den f

�

uhrenden Term 3XY dur
h Subtraktion

von

3
2
Yg3:

3XY + XZ+ 2Y2 + 2Z2 − 2− 3XY +
9

2
Y2 +

3

2
XZ = XZ+

13

2
Y2 +

3

2
YZ+ 2Z2 − 2 .

Hier kann der f

�

uhrende Term eliminiert werden dur
h Subtraktion von

1
2
Zg3:

XZ+
13

2
Y2 +

3

2
YZ+ 2Z2 − 2− XY +

3

2
YZ+

1

2
Z2 =

13

2
Y2 + 3YZ +

5

2
Z2 − 2 ,

was ni
ht weiter reduziert werden kann. Dieser Rest wird also ein weiteres Element der zu

konstruierenden Gr

�

obner-Basis; da es auf skalare Faktoren ni
ht ankommt und Nenner

unangenehm sind, nehmen wir stattdessen das Doppelte und setzen

g4 = 13Y2 + 6YZ + 5Z2 − 4 .

Das f

�

uhrende Monom Y2
ist teilerfremd zu den f

�

uhrenden Monomen von g1 und g3, so

da� si
h S(g1, g4) und S(g2, g4) auf Null reduzieren lassen; bleibt no
h S(g2, g4). Zur

Vermeidung von Nennern multiplizieren wir mit 3 · 13 = 39 und erhalten

39S(g2, g4) = 13Yg2 − 3g4 = −5YZ− 13Y − 15Z2 + 12 .

Der f

�

uhrende Term −5YZ wird eliminiert dur
h Addition von

5
3
Zg2; �ubrig bleibt

−13Y −
40

3
Z2 −

5

3
Z+ 12

mit f

�

uhrendem Term −13Y, der dur
h Addition von

13
3
g2 eliminiert werden kann und

−
40

3
Z2 +

8

3
Z+

23

3
�

ubrig l

�

a�t. Wir multiplizieren mit −3 und nehmen

g5 = 40Z2 − 8Z+ 23

zur Basis hinzu. Da das f

�

uhrende Monom Z2
teilerfremd zu denen aller anderer gi ist,

lassen si
h alle S(gi, g5) auf Null reduzieren, so da� {g1, g2, g3, g4, g5} eineGr�obner-Basis

ist.

Sie ist nat

�

urli
h no
h viel zu gro�: Die f

�

uhrenden Monome von g1, g2, g3, g4 und g5 sind

X2, Y, X, Y2
und Z2

; somit sind g1 und g4 �

uber


�

ussig, und wir erhalten {g2, g3, g5} als eine

(bis auf die Forderung na
h h

�

o
hsten KoeÆzienten eins minimale) kleinere Gr

�

obner-

Basis. In g3 kommt das f

�

uhrende Monom von g2 vor; wir k

�

onnen es eliminieren, indem

wir g3 dur
h g3 + g2 = 2X− 1 ersetzen und haben somit als Endergebnis eine Gr

�

obner-

Basis bestehend aus 2X− 1, 3Y +Z− 1 und 40Z2 − 8Z+ 23. Division dur
h die f

�

uhrenden

KoeÆzienten ma
ht daraus die reduzierte Gr

�

obner-Basis aus

X−
1

2
, Y −

Z

3
−

1

3
und Z2 −

Z

5
+

23

40
.



b) Bestimmen Sie die Menge aller Tripel (x, y, z), die Nullstellen aller Polynome aus I sind!

Lösung: Das ist die Menge aller Nullstellen der drei Polynome aus der Gr

�

obner-Basis.

Das quadratis
he Polynom in Z hat die beiden Nullstellen

z1/2 =
1

10
± 3

20

√
26 ,

die zugeh

�

origen y-Werte sind (z1/2 + 1)/3, und als x-Wert ist nur

1
2
m

�

ogli
h. Das Ideal

hat somit die beiden Nullstellen

(

1

2
,
11

30
+

1

20

√
26,

1

10
+

3

30

√
26

)

und

(

1

2
,
11

30
−

1

20

√
26,

1

10
−

3

30

√
26

)

.


) Interpretieren Sie das Ergebnis geometris
h!

Lösung: Die Nullstellenmenge von f1 ist die Kugel mit Radius eins um den Nullpunkt,

f2 = X2 + Y2 + Z2 − 2X = (X− 1)2 + Y2 + Z2 − 1

hat als Nullstellenmenge die um (1, 0, 0) mit Radius eins, w

�

ahrend f3 eine Ebene dur
h

den Nullpunkt de�niert. Die S
hnittpunkte der beiden Kugeln mit der Ebenen sind die

beiden bere
hneten Punkte.


