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8. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Ordnen Sie die Terme des Polynoms

f = 5X4YZ+ 7X2Y2Z2 + 9Y4Z2 + 11X3Y3 + 13X5 + 15X3Z3 ∈ Q[X, Y, Z]

der Gr

�

o�e na
h

a) f

�

ur die lexikographis
he Ordnung

Lösung: Hier kommt es in erster Linie auf den Exponenten von X an; nur wenn zwei

Monome den glei
hen X-Exponenten haben, m

�

ussen wir au
h die weiteren betra
hten.

Die h

�

o
hste vorkommende X-Potenz ist X5
, also ist 13X5

der f

�

uhrende Term. Au
h der

Exponent vier kommt nur einmal vor, also steht 5X4YZ an zweiter Stelle. X3
kommt sowohl

in X3Y3
als au
h in X3Z3

vor; da Y vor Z kommt, ist 11X3Y3
der drittgr

�

o�te und 15X3Z3

der viertgr

�

o�te Term. X2
steht nur in einem Monom, und au
h genau ein Monom enth

�

alt

kein X. Mit lexikographis
h angeordneten Monomen ist also

f = 13X5 + 5X4YZ + 11X3Y3 + 15X3Z3 + 7X2Y2Z2 + 9Y4Z2
.

b) f

�

ur die graduiert lexikographis
he Ordnung

Lösung: Hier ist der Gesamtgrad eines Monoms das erste Ordnungskriterien; mit Aus-

nahme von X5
haben alle vorkommenden Monome den Grad se
hs. Diese werden also

lexikographis
h angeordnet und stehen alle vor X5
. Mit graduiert lexikographis
h ange-

ordneten Monomen ist also

f = 5X4YZ + 11X3Y3 + 15X3Z3 + 7X2Y2Z2 + 9Y4Z2 + 13X5
.


) f

�

ur die invers lexikographis
he Ordnung

Lösung: Hier ist der Exponent von Z das erste Ordnungskriterium. Der maximale Ex-

ponent ist drei und kommt genau einmal vor. Z2
steht in X2Y2Z2

und Y4Z2
; wegen des

h

�

oheren Y-Exponenten kommt Y4Z2
als erstes. Linear steht Z nur in 5X4YZ, gar ni
ht in

X3Y3
und X5

, wobei X3Y3
wegen der Y-Potenz zuerst kommt. Geordnet ist also

f = 15X3Z3 + 9Y4Z2 + 7X2Y2Z2 + 5X4YZ+ 11X3Y3 + 13X5
.

d) f

�

ur die graduiert invers lexikographis
he Ordnung!

Lösung: Hier ist wieder der Grad das erste Ordnungskriterium, d.h. 13X5
steht an letzter

Stelle. Alle anderen Monome haben Grad se
hs; hier ist nun die inverse lexikographis
he

Ordnung ma�gebend, allerdings in umgekehrter Reihenfolge. Das Ergebnis ist also

f = 11X3Y3 + 5X4YZ+ 7X2Y2Z2 + 9Y4Z2 + 15X3Z3 + 13X5
.



Aufgabe 2: (5 Punkte)

Im Polynomring Q[X, Y] sei

f = X2Y4 + Y8 + X3Y2 − Y2 − 6X, f1 = XY − 2 und f2 = Y3 − 1 .

a) Wenden Sie den Divisionsalgorithmus an auf die Division von f dur
h f1, f2 bez

�

ugli
h der

lexikographis
hen Ordnung!

Lösung: Die f

�

uhrenden Terme von f1 und f2 sind bez

�

ugli
h jeder Monomordnung XY

und Y3
, denn das Monom 1 ist ja bez

�

ugli
h jeder Monomordnung das kleinste.

Bez

�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung ist X3Y2
der f

�

uhrende Term von f, denn in

keimen anderen Monom kommt X in der dritten oder einer h

�

oheren Potenz vor. Er ist

teilbar dur
h XY mit Quotient X2Y; somit setzen wir

p← f − X2Yf1 = X2Y4 + Y8 − Y2 − 6X+ 2X2Y und a1 ← X2Y .

Der f

�

uhrende Term von p ist X2Y4
; au
h das ist dur
h XY teilbar, jetzt mit Quotient XY3

,

also

p← p− XY3f1 = Y8 − Y2 − 6X + 2X2Y + 2XY3
und a1 ← a1 + XY3 = X2Y + XY3

.

F

�

uhrender Term des neuen p ist 2X2Y = 2X · XY, d.h.

p← p− 2Xf1 = Y8 − Y2 − 2X + 2XY3
und a1 ← a1 + 2X = X2Y + XY3 + 2X .

Nun ist 2XY3 = 2Y2 · XY der f

�

uhrende Term von p, und

p← p− 2Y2f1 = Y8 + 3Y2 − 2X und a1 ← a1 + 2Y2 = X2Y + XY3 + 2X+ 2Y2
.

F

�

uhrender Term von p ist nun −2X, was weder dur
h XY no
h dur
h Y3
teilbar ist und

damit in den Rest wandert:

p← p+ 2X = Y8 + 3Y2
und r← −2X .

Der f

�

uhrende Term Y8
ist ni
ht dur
h XY teilbar, aber dur
h Y3

, also subtrahieren wir

Y5f2:

p← p− Y5f2 = 3Y2 + Y5
und a2 ← Y5

.

F

�

uhrender Term ist Y5 = Y2 · Y3
, also

p← p− Y2f2 = 4Y2
und a2 ← a2 + Y2 = Y5 + Y2

.

4Y2
ist weder dur
h XY no
h dur
h Y3

teilbar, wandert also in den Rest. Dadur
h wird p

zu Null, und r zu −2X+ 4Y2
. Das Endergebnis ist also

f = a1f1 + a2f2 + r = (X2Y + XY3 + 2X+ 2Y2)f1 + (Y5 + Y2)f2 + (−2X+ 4Y2) .



b) Wenden Sie den Divisionsalgorithmus an auf die Division von f dur
h f2, f1 bez

�

ugli
h der

graduiert lexikographis
hen Ordnung!

Lösung: Nun ist der f

�

uhrende Term von f das Monom mit dem h

�

o
hsten Grad, also Y8
;

an den f

�

uhrenden Termen von f1 und f2 �

andert si
h ni
hts. Wir dividieren dur
h f2, f1,

testen also zun

�

a
hst f2, und Y8 = Y5 · Y3
. Also wird

p← f− Y5f2 = X2Y4 + X3Y2 − Y2 − 6X+ Y5
und a2 ← Y5

.

Der h

�

o
hste vorkommende Grad ist se
hs, und nur X2Y4
hat diesen Grad. Der Term ist

sowohl dur
h Y3
als au
h dur
h XY teilbar; da wir dur
h f2, f1 teilen, verwenden wir f2:

p← p− X2Yf2 = X3Y2 − Y2 − 6X+ Y5 + X2Y und a2 ← a2 + X2Y = Y5 + X2Y .

Jetzt haben X3Y2
und Y5

beide den h

�

o
hsten Grad f

�

unf; da X3Y2
lexikographis
h gr

�

o�er

ist, ist das der f

�

uhrende Term. Er ist ni
ht dur
h Y3
teilbar, aber dur
h XY, d.h.

p← p− X2Yf1 = −Y2 − 6X+ Y5 + 3X2Y und a1 ← X2Y .

Jetzt hat nur no
h Y5
den Grad f

�

unf, ist also f

�

uhrender Term und dur
h Y3
teilbar:

p← p− Y2f2 = −6X+ 3X2Y und a2 ← a2 + Y2 = Y5 + X2Y + Y2
.

Der f

�

uhrende Term a3X2Y ist ni
ht dur
h Y3
teilbar, aber dur
h XY; also subtrahieren wir

3Xf1:

p← p− 3Xf1 = 0 und a1 ← a1 + 3X = X2Y + 3X .

Der Divisionsalgorithmus liefert hier also keinen Rest, sondern das Ergebnis

f = a2f2 + a1f1 = (Y5 + X2Y + Y2)f2 + (X2Y + 3X)f1 .


) Liegt f im von f1 und f2 erzeugten Ideal von Q[X, Y] ?

Lösung: Wie b) zeigt, l

�

a�t si
h f als Linearkombination von f1 und f2 darstellen, liegt

also im Ideal (f1, f2).

Aufgabe 3: (2 Punkte)

Das Ideal I von Q[X1, . . . , Xn] habe die Eigens
haft, da� es mit jedem f ∈ I au
h alle in f

vorkommenden Monome enth

�

alt. Zeigen Sie: I ist ein monomiales Ideal!

Lösung: O�ensi
htli
h erzeugt dann die Menge aller Monome, die in irgendeinem Poly-

nom aus I vorkommen, das Ideal.



Aufgabe 4: (3 Punkte)

M sei eine ni
htleere Menge von Idealen des Polynomrings k[X1, . . . , Xn] �uber einem K

�

or-

per k. Zeigen Sie, da� es in M ein maximales Element I gibt, d.h. ein Ideal I, das in

keinem Ideal J ∈ M e
ht enthalten ist!

Hinweis: Zeigen Sie, da� es sonst eine unendli
he e
ht aufsteigende Folge von Ide-

alen g

�

abe, und wenden Sie den Hilberts
hen Basissatz an auf die Vereinigung dieser

Ideale.

Lösung: Falls es kein maximales Element in M gibt, k

�

onnen wir zu jedem Ideal I ∈ M ein

Ideal J ∈ M �nden, in dem I e
ht enthalten ist. Somit gibt es eine unendli
he aufsteigende

Folge

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·

von Idealen in M. Die Vereinigung alle Iν ist ein Ideal von k[X1, . . . , Xn], das na
h dem

Hilberts
hen Basissatz ein endli
hes Erzeugendensystem f1, . . . , fr hat. Jedes fr liegt in

einem Ideal Iνr
, und da Iν in allen Iµ mit µ ≥ ν liegt, liegen somit f

�

ur ν = max{ν1, . . . , νr}

alle fr in Iν. Da I die Vereinigung aller Iµ ist, liegt dann jedes Ideal Iµ in Iν, im Wider-

spru
h zur Annahme, da� Iν eine e
hte Teilmenge von Iν+1 ist. Somit mu� M ein maxi-

males Element enthalten.

Aufgabe 5: (4 Punkte)

Die Ordnungsrelation < auf Nn
0 erf

�

ulle die ersten beiden Bedingungen an eine Monom-

ordnung und zus

�

atzli
h gelte, da� (0, . . . , 0) das kleinste Element von N0 ist.

a) Zeigen Sie: Ist Xα
ein Teiler von Xβ

, so ist Xα ≤ Xβ
im Sinne dieser Ordnung.

Lösung: Ist Xα
ein Teiler von Xβ

, so gibt es ein Monom Xγ
, f

�

ur das Xβ = Xα · Xγ
ist.

Aus (0, . . . , 0) ≤ γ folgt wegen der zweiten Eigens
haft einer Monomordnung, da�

α = α + (0, . . . , 0) ≤ α+ γ = β

omit ist Xα ≤ Xβ
,

b) Folgern Sie aus dem Lemma von Di
kson, da� < eine Monomordnung ist!

Lösung: Da die ersten beiden Bedingungen erf

�

ullt sind, mu� nur die dritte na
hgewiesen

werden, also da� jede ni
htleere Menge M von Monomen ein kleinstes Element enth

�

alt.

Dazu sei I das von den Monomen aus M erzeugte Ideal; na
h dem Lemma von Di
kson

hat es ein endli
hes Erzeugendensystem {u1, . . . , ur}, wobei alle ui in M liegen. Somit

ist jedes Monom aus M teilbar dur
h mindestens eines der ui. Na
h a) ist deshalb jedes

Monom aus M gr

�

o�er oder glei
h einem der ui.

Die endli
he Menge {u1, . . . , ur} hat nat�urli
h ein kleinstes Element; dieses sei uj. Dann

ist uj kleiner oder glei
h jedem Monom aus M, also das kleinste Element von M.


