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8. Ubungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Ordnen Sie die Terme des Polynoms

f=5X*YZ +7X2Y2Z2 +9Y* 22 + 11X3Y3 +13X° + 15X3Z3 € QIX, Y, Z]

der Grofle nach
a) fiir die lexikographische Ordnung

Losung: Hier kommt es in erster Linie auf den Exponenten von X an; nur wenn zwei
Monome den gleichen X-Exponenten haben, miissen wir auch die weiteren betrachten.
Die héchste vorkommende X-Potenz ist X°, also ist 13X® der fiihrende Term. Auch der
Exponent vier kommt nur einmal vor, also steht 5X*YZ an zweiter Stelle. X3 kommt sowohl
in X3Y3 als auch in X3Z3 vor; da Y vor Z kommt, ist 11X3Y3 der drittgréSte und 15X323
der viertgrofte Term. X2 steht nur in einem Monom, und auch genau ein Monom enthélt
kein X. Mit lexikographisch angeordneten Monomen ist also

f=13X> +5X*YZ + 11X3Y? 4 15X3Z3 4 7X2Y2Z% +9Y*Z2.
b) fiir die graduiert lexikographische Ordnung

Loésung: Hier ist der Gesamtgrad eines Monoms das erste Ordnungskriterien; mit Aus-
nahme von X° haben alle vorkommenden Monome den Grad sechs. Diese werden also
lexikographisch angeordnet und stehen alle vor X°. Mit graduiert lexikographisch ange-
ordneten Monomen ist also

f=5X*YZ + 11X3Y? +15X3Z3 + 7X2Y?Z2 + 9Y1Z2 +13X°.
c¢) fiir die invers lexikographische Ordnung

Loésung: Hier ist der Exponent von Z das erste Ordnungskriterium. Der maximale Ex-
ponent ist drei und kommt genau einmal vor. Z? steht in X?Y2Z? und Y#Z?; wegen des
hoheren Y-Exponenten kommt Y#Z?2 als erstes. Linear steht Z nur in 5X*YZ, gar nicht in
X3Y3 und X°, wobei X3Y3 wegen der Y-Potenz zuerst kommt. Geordnet ist also

f=15X>Z3 + 9Y*'Z? + 7X*Y?Z* + 5XTYZ + 11X°Y? +13X° .
d) fiir die graduiert invers lexikographische Ordnung!

Losung: Hier ist wieder der Grad das erste Ordnungskriterium, d.h. 13X° steht an letzter
Stelle. Alle anderen Monome haben Grad sechs; hier ist nun die inverse lexikographische
Ordnung mafigebend, allerdings in umgekehrter Reihenfolge. Das Ergebnis ist also

f=11X3Y3 +5X4YZ + 7X?Y2Z% +9Y*Z%2 + 15X3Z3 + 13X° .



Aufgabe 2: (5 Punkte)
Im Polynomring Q[X, Y] sei

F=XY 4+ Y8+ X3Y2 —Y2—6X, fi=XY—=2 und f,=Y>—1.

Wenden Sie den Divisionsalgorithmus an auf die Division von f durch fy, f, beziiglich der
lexikographischen Ordnung!

Loésung: Die fithrenden Terme von f; und f, sind beziiglich jeder Monomordnung XY
und Y3, denn das Monom 1 ist ja beziiglich jeder Monomordnung das kleinste.

Besiiglich der lexikographischen Ordnung ist X3Y? der fiihrende Term von f, denn in
keimen anderen Monom kommt X in der dritten oder einer héheren Potenz vor. Er ist
teilbar durch XY mit Quotient X?Y; somit setzen wir

p e f—X2Yf; = X2Y* Y8 Y2 —6X+2X?Y und aj « XY,

Der fiithrende Term von p ist X>Y*#; auch das ist durch XY teilbar, jetzt mit Quotient XY3,
also

Pep—XY3 =Y —¥2 —6X+2X2Y +2XY? und a; « a; + XY =X2Y +XY3 .
Fiihrender Term des neuen p ist 2X?Y = 2X - XY, d.h.
pe—p—2Xfi =Y — Y2 —2X +2XY? und a; « a; +2X = X2V + XY3 +2X.
Nun ist 2XY3 = 2Y? - XY der fithrende Term von p, und
Pe—p—2Y2 1 =Y 4+3Y2 —2X und a; « a; +2Y2 = XFY + XY3 42X +2Y2.

Fiihrender Term von p ist nun —2X, was weder durch XY noch durch Y3 teilbar ist und
damit in den Rest wandert:

pe—p+2X=Y34+3Y? und 1 —2X.
DSer fiihrende Term Y& ist nicht durch XY teilbar, aber durch Y3, also subtrahieren wir
rh P—p—Yif=3Y"+Y> und a, Y.
Fiihrender Term ist Y> = Y2 . Y3, also
P—p—Y*,=4Y? und a; —a,+Y> =Y +Y2.

4Y? ist weder durch XY noch durch Y3 teilbar, wandert also in den Rest. Dadurch wird p
zu Null, und r zu —2X + 4Y2. Das Endergebnis ist also

f=aif; +axfs+1= X2+ XY3 42X +2Y2)f; + (Y2 + Y2, + (—2X +4Y?).



b)

Wenden Sie den Divisionsalgorithmus an auf die Division von f durch f;, f; beziiglich der
graduiert lexikographischen Ordnung!

Losung: Nun ist der fiihrende Term von f das Monom mit dem hdchsten Grad, also Y?;
an den fiihrenden Termen von f; und f, dndert sich nichts. Wir dividieren durch f,, fy,
testen also zunichst f,, und Y8 = Y> . Y3, Also wird

pe—f—Y =XV £ X3Y2 — Y2 —6X+Y® und a; « Y.

Der hochste vorkommende Grad ist sechs, und nur X?Y# hat diesen Grad. Der Term ist
sowohl durch Y3 als auch durch XY teilbar; da wir durch f», f; teilen, verwenden wir f5:

PP XY =X3Y2 Y2 —6X+Y° £ X?Y und a; & ap + XY =Y’ + X2Y.

Jetzt haben X3Y? und Y° beide den héchsten Grad fiinf; da X3Y? lexikographisch grofer
ist, ist das der fiilhrende Term. Er ist nicht durch Y3 teilbar, aber durch XY, d.h.

pep—XVf; = Y2 —6X+ Y’ +3X?Y und a; « X?Y.
Jetzt hat nur noch Y° den Grad fiinf, ist also fithrender Term und durch Y3 teilbar:
pep—YH,=—6X+3X?Y und a; — ar+Y> =Y+ XYV +Y2,

Der fiihrende Term a3X?Y ist nicht durch Y3 teilbar, aber durch XY; also subtrahieren wir
3Xf1 .
pe—p—3Xfi=0 und a; « a; +3X=X>Y+3X.

Der Divisionsalgorithmus liefert hier also keinen Rest, sondern das Ergebnis

f=axf,+a;f; = (Y +X2Y + Y2)f, + (X2Y + 3X)f; .

Liegt f im von f; und f, erzeugten Ideal von Q[X,Y]?

Losung: Wie b) zeigt, 1a8t sich f als Linearkombination von f; und f, darstellen, liegt
also im Ideal (fq,f2).

Aufgabe 3: (2 Punkte)

Das Ideal I von Q[Xj,...,X;,] habe die Eigenschaft, dafl es mit jedem f € I auch alle in f
vorkommenden Monome enthélt. Zeigen Sie: I ist ein monomiales Ideal!

Loésung: Offensichtlich erzeugt dann die Menge aller Monome, die in irgendeinem Poly-
nom aus I vorkommen, das Ideal.



b)

Aufgabe 4: (3 Punkte)

M sei eine nichtleere Menge von Idealen des Polynomrings k[X;,...,X;,] iiber einem Kor-
per k. Zeigen Sie, dal es in M ein maximales Element I gibt, d.h. ein Ideal I, das in
keinem Ideal | € M echt enthalten ist!

Hinwers: Zeigen Stie, dafd es sonst eine unendliche echt aufsteigende Folge von Ide-
alen gdbe, und wenden Sie den HILBERTSchen Basissatz an auf die Vereinigung dieser
Ideale.

Losung: Falls es kein maximales Element in M gibt, konnen wir zu jedem Ideal I € M ein
Ideal ] € M finden, in dem I echt enthalten ist. Somit gibt es eine unendliche aufsteigende
Folge
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von Idealen in M. Die Vereinigung alle I, ist ein Ideal von k[Xj,...,Xy], das nach dem
HiLBeRTschen Basissatz ein endliches Erzeugendensystem fq,...,f, hat. Jedes f; liegt in
einem Ideal I, und da I, in allen I, mit u > v liegt, liegen somit fiir v = max{vq,..., v}
alle f; in I,. Da I die Vereinigung aller I, ist, liegt dann jedes Ideal I,, in I, im Wider-
spruch zur Annahme, daf I, eine echte Teilmenge von I, ist. Somit mufl M ein maxi-
males Element enthalten.

Aufgabe 5: (4 Punkte)

Die Ordnungsrelation < auf Nf erfiille die ersten beiden Bedingungen an eine Monom-
ordnung und zusatzlich gelte, da3 (0,...,0) das kleinste Element von Ny ist.

Zeigen Sie: Ist X* ein Teiler von XP, so ist X* < XP im Sinne dieser Ordnung.

Losung: Ist X* ein Teiler von XP, so gibt es ein Monom XY, fiir das XP = X* . XY ist.
Aus (0,...,0) < folgt wegen der zweiten Eigenschaft einer Monomordnung, dafl

x=o+(0...,00 <aty=p

omit ist X* < XB,

Folgern Sie aus dem Lemma von DICKSON, dafl < eine Monomordnung ist!

Losung: Da die ersten beiden Bedingungen erfiillt sind, mufl nur die dritte nachgewiesen
werden, also dafl jede nichtleere Menge M von Monomen ein kleinstes Element enthalt.
Dazu sei I das von den Monomen aus M erzeugte Ideal; nach dem Lemma von DICKSON
hat es ein endliches Erzeugendensystem {uq,...,u,}, wobei alle u; in M liegen. Somit
ist jedes Monom aus M teilbar durch mindestens eines der u;. Nach a) ist deshalb jedes
Monom aus M gréfler oder gleich einem der u;.

Die endliche Menge {us,...,u,} hat natiirlich ein kleinstes Element; dieses sei u;. Dann
ist u; kleiner oder gleich jedem Monom aus M, also das kleinste Element von M.



