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6. Ubungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (4 Punkte)
k sei ein Korper, und f, g € k[X] seien zwei Polynome. Zeigen Sie:
a) f und g sind genau dann teilerfremd, wenn es zwei Polynome a,b € k[X] gibt mit

af +bg=1 und dega<degg.

Losung: Natiirlich sind f und g teilerfremd, wenn es solche Polynome gibt, denn jeder
gemeinsame Teiler von f und g mufl auch af + bg =1 teilen.

Umgekehrt liefert der erweiterte EukLIDische Algorithmus fiir zwei teilerfremde Polynome
f, g € k[X] Polynome u,v € k[X] mit uf + vg = 1. Polynomdivision mit Rest liefert eine
Darstellung u = qg + v mit q,r € k[X] und degr < deg g. Damit wird die Darstellung zu

(qg+r)f+vg=rf+qgf+vg=rf+(v—qfijg=1.

Die Polynome a = r und b = v — (f erfiillen also die Bedingung.

(Tatsachlich ist auch degb < degf, denn sonst wire degbg > degf + degg, wahrend
deg af = degr + deg f echt kleiner als deg g + degf ist. Somit miifite 1 = af 4+ bg einen
Grad von mindestens deg f + deg g haben, was absurd ist.)

b) In diesem Fall sind a und b eindeutig bestimmt.

Losung: af +bg = uf +vg = 1 seien zwei Darstellungen mit sowohl dega < degg als
auch degu < degg. Dann ist (a —u)f+ (b —v)g = 0, also ist (a —u)f = (b —v)g ein
gemeinsames Vielfaches von f und g. Wegen der Teilerfremdheit von f und g mufl daher
g ein Teiler von a —u sein. Da die Grade von a und u beide kleiner als der Grad von g
sind, ist das nur moglich, wenn a —u das Nullpolynom ist, also a = u. Die Polynome
:l—af und v:1—vf
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sind durch a und u eindeutig festgelegt, miissen also auch iibereinstimmen.

Aufgabe 2: (9 Punkte)

a) Bestimmen Sie in Q[X] den ggT der beiden Polynome f = 2X?+3X+5 und g = 3X?+5X+7,
und stellen Sie ihn als Linearkombination dieser Polynome dar!

Losung: Wir wenden den erweiterten EUKLIDischen Algorithmus an:
f:g:%Rest —%X—l—%:f—%g

g:(—IX+1)=—9X—24 Rest 15 und

15=9g+(9X +24)(—%X + %) =g+ (9X+24)(f — %g) = (9X 4 24)f — (6X + 15)g.



b)

d)

Da 15 eine Einheit von Q[X] ist, sagen wir besser, der ggT sei eins, und

9X + 24 6X + 15 3 8 2
T SIS (3 8 (2 )

Was ist der ggT h von f und g in Z[X] ?

Losung: Da beide Polynome primitiv sind, bleiben sie auch in Z[X] teilerfremd, d.h.
h=1.

Zeigen Sie, dafl es keine Polynome a,b € Z[X] gibt, fiir die af + bg = h ist!

L6sung: Angenommen, es gidbe Polynome a und b aus Z[X] mit h = af + bg. Dann wére
auch fiir jedes n € Z

a(n)f(n) +b(n)g(n) =h(n) =1.
Speziell fir n=11ist f(n) =2+3+5=10 und g(n) =3+5+7 = 15, also miifite

10a(n) + 15b(n) =1

sein, was natiirlich unmoglich ist.

(Bei der Suche nach einem geeigneten n mufl man natiirlich probieren; n =0 oder n = 2
beispielsweise hédtten nichts gebracht.)

Zeigen Sie, dafl es auch keine Polynome a,b € Z[X] gibt, fiir die af + bg = h mod 5 ist!

Losung: Falls f mod 5 und g mod 5 teilerfremd wéren, gidbe es solche Polynome; wir
miissen also zeigen, daBl diese Polynome nicht teilerfremd sind. In Fs5 sind die fiihren-
den Koeffizienten natiirlich Einheiten, und am ggT &ndert sich nichts, wenn wir zu den
normierten Polynomen iibergehen — aufler dafl die Rechnung (zumindest von Hand) ein-
facher wird.

Da 2-3 = 1 mod 5 ist, miissen wir dazu f mit drei und g mit zwei multiplizieren; die
neuen Polynome sind also

If=X2+4X=X(X+4)=X(X—1) mod 5

und

20=X>4+4=X>—-1=(X+1)(X—1) mod 5.
Auch ohne EuxkLiDischen Algorithmus sehen wir, dafl der ggT von f mod 5 und g mod 5
gleich X —1 = X+ 4 mod 5 ist. Fiir alle Polynome a,b € Z[X] ist somit af + bg modulo
fiinf ein Vielfaches von X — 1, und das ist die Eins natiirlich nicht.

Finden Sie Polynome a,b € Z[X], fiir die af + bg = h mod 7 ist!

Lo6sung: Die Rechnung ist die gleiche wie in a), nur daf3 wir die Briiche mit Nenner fiinf
nun noch weiter ausrechnen kénnen. Modulo sieben ist 5-3 = 1, also entspricht Division
durch fiinf modulo sieben der Multiplikation mit drei, und wir erhalten

2
a:§X+§:2X+3 und b——(EX—i-]) =X+6

in F,[X], das heifit
(2X+3)f+(X+6)g=1mod 7.



f) Finden Sie Polynome a,b € Z[X], fiir die af + bg = h mod 49 ist!

Losung: Wir machen den Ansatz a = 2X + 3 + 7u und b = X 4 6 + 7v mit hochstens
linearen Polynomen u,v € Z[X]. Dann ist

af +bg = 2X+3)f + (X +6)g + 7(uf + fg) .
Ausmultiplizieren zeigt, dafl

af +bg = 7X> + 35X + 56X + 57 = 1+ 7(X> +5X? + 8X + 8)

ist; wenn af + bg = 1 mod 49 sein soll, muf} also

(X3 +5X? +8X+8) +uf+vg=0mod 7
sein, das heifit

uf +vg = —(X3 +5X2 +8X+8) =6X> +2X?* +6X +6mod 7.
Wie wir bereits wissen, ist
(2X+3)f+(X+6)g=1mod 7;
Multiplikation mit 6X3 + 2X? + 6X + 6 fiihrt auf
(5X* + X3 44X + 22X+ 4)f + (6X* +3X3 +4X2 +1)g=1mod 7.
Wir haben also eine erste Losung
w =5X*+ X3 +4X2 +2X+4 und v; =6X*+3X3+4X2 41,

aber die Grade sind natiirlich noch viel zu hoch. Um sie zu reduzieren, dividieren wir 1
mit Rest durch g und erhalten

wp =5X* + X3 +4X2 +2X+4 = (4X2 +3X +1)g+ (4X +4) mod 7.

Mit
w=1u; — (4X* +3X+1)gmod 7 =4X +4
und
v=v; + (4X? +3X + 1)f mod 7 = 6X + 4
haben wir somit eine lineare Losung gefunden. Nach unserem Ansatz ist

a=(2X+3)+7u=30X+31 und b= (X+6)+7v=29X1+48.

Nachrechnen zeigt, dafl in der Tat af + bg = 1 mod 49 gilt.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Welche der folgenden Mengen sind Ideale im Polynomring Q[X,Y, Z] ?
a) ZIX,Y, Z] b) QIX] c) QIX,Y, Z] d) {f € QIX,Y, Z] ‘ f(1,2,3) = O}
d , d
e) {f =) aX'|deNp,a; €Z und ) o gerade}
i=0 i=0
Losung: Z[X,Y, Z] ist kein Ideal, denn Q liegt in Q[X,Y, Z], und das Produkt eines ganz-
zahligen Polynoms mit einer beliebigen rationalen Zahl hat im Allgemeinen keine ganz-
zahligen Koeffizienten.



Genauso ist auch Q[X] kein Ideal in Q[X,Y,Z], denn wenn wir ein Polynom in X zum
Beispiel mit Y multiplizieren, liegt das Produkt nicht mehr in Q[X].

Der ganze Ring ist natiirlich ein Ideal; schliefilich liegen alle Summen und Produkte dort.
Auch {f € QIX,Y,Z] | f(1,2,3) = 0} ist ein Ideal, denn das Nullpolynom erfiillt die
Bedingung, und ist f(1,2,3) = g(1,2,3) =0, so ist auch (f+ g)(1,2,3) = 0. Ist schliellich
g(1,2,3) = 0 und f beliebig, so ist auch (fg)(1,2,3) = f(1,2,3)g(1,2,3) =0.

d .

{f = Z CL;LX1

i=0 —

die Multiplikation mit einer rationalen Zahl im Allgemeinen zu einem Polynom fiihrt, das
nicht mehr in dieser Menge liegt. (Sie ist aber ein Ideal in Z[X,Y, Z].)

d
deNo,a; €Z und ) aq; gerade} ist wie auch Z[X,Y, Z] kein Ideal, da
i=0

Aufgabe 4: (8 Punkte)
Schreiben Sie das Polynom f = X3 +2XYZ —Y?Z um als ein Polynom in X,Y—1 und Z+2!

Losung: Mit U=Y—-Tund V=Z2+2ist Y=U+Tund Z=V —2, also

F=X342X(U+1)(V=2)—(U+T1)*(V=2)
= X3 4+ 2XUV —4XU 4 2XC —4X — U2V 4+ 2U? —2uV +4U—V +2
=X3H2X(Y=1)(Z+2)—4X(Y=1)+2XC —4X — (Y =1)2(Z +2)
+2(Y =122 =2(Y-1)(Z4+2)+4(Y—-1)—(Z4+2)+2



