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4. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Das Polynom f ∈ Z[X] vom Grad d habe einen Faktor g vom Grad e mit 1 ≤ e < d.

a) Benutzen Sie die Methode, die zur Landau-Mignotte-S
hranke f

�

uhrten, um eine S
hran-

ke f

�

ur die H

�

ohe von g zu �nden unter der Voraussetzung, da� e bekannt ist!

Lösung: Sind ad und be die f

�

uhrenden KoeÆzienten von f und g, so gilt zun

�

a
hst f

�

ur

die Ma�e, da�

µ(g) ≤
∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ · µ(f) .

Von be wissen wir nur, da� es ein Teiler von ad sein mu�, der Vorfaktor ist also auf

jeden Fall kleiner oder glei
h eins, so da� wir von der Unglei
hung µ(g) ≤ µ(f) ausgehen
m

�

ussen. Das Ma� von f ist im Allgemeinen nur s
hwer zu bere
hnen; wir wissen aber, da�

es h

�

o
hstens glei
h der L

2
-Norm von f ist. Von der H

�

ohe wissen wir, da� sie h

�

o
hstens

glei
h dem gr

�

o�ten BinomialkoeÆzienten zum Grad mal dem Ma� ist, so da� wir insgesamt

die Abs
h

�

atzung

H(g) ≤
(

e

[e/2]

)
µ(g) ≤

(
e

[e/2]

)
µ(f) ≤

(
e

[e/2]

)
‖f‖2

erhalten.

b) Wie vers
hle
htert si
h diese S
hranke, wenn Sie nur wissen, da� 1 ≤ e < d ist?

Lösung: Da der BinomialkoeÆzient strikt monoton mit e ansteigt, mu� man vom gr

�

o�t-

m

�

ogli
hen Grad ausgehen, also von e = d− 1. Die S
hranke wird also zu

H(g) ≤
(

d− 1

[(d − 1)/2]

)
‖f‖2 .


) Wel
he S
hranke k

�

onnen Sie f

�

ur einen ni
httrivialen Faktor vom Grad d angeben?

Lösung: Ist g ein Teiler glei
hen Grad, so ist der Kofaktor eine ganze Zahl c; es gibt also
ein c ∈ Z, so da� f = cg ist. Damit ist H(f) = |c| ·H(g), also insbesondere H(g) ≤ H(f). Da
g ein ni
httrivialer Teiler sein soll, ist |c| 6= 1, so da� |c| mindestens glei
h dem kleinsten

Primteiler p des Inhalts von f ist und si
h die Abs
h

�

atzung in diesem (ni
ht sonderli
h

interessanten) Fall auf H(g) ≤ H(f)/p verbessern l

�

a�t.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Das Polynom f = X7 + 11X5 − 8X4 − 21X3 + X2 + 72X − 35 erf

�

ullt die Kongruenz

f ≡ (X4 + 21X2 + 22X + 5)(X3 + 13X + 16) mod 23 .



a) Setzen sie diese Faktorisierung na
h demHensels
hen Lemma fort zu einer Faktorisierung

modulo 232. F
�

ur den erweiterten Euklidis
hen Algorithmus k

�

onnen Sie ein Computeral-

gebrasystem benutzen. In Maple setzt gcdex(f, g, X, ‘a‘, ‘b‘) die beiden Variablen

a und b so, da� der ggT af+bg ist; in Maxima liefert gcdex(f, g) die Liste [a, b, ggT].)

Lösung: Sei g = X4 + 21X2 + 22X + 5 und h = X3 + 13X + 16. Wir su
hen Polynome

g′, h′ ∈ Z[X], so da�

f ≡ (g + 23g′)(h+ 23h′) = gh+ 23(gh′ + hg′) + 232g′h′
mod 232

ist. Dabei soll nat

�

urli
h deg g′ ≤ deg g = 4 und deg h′ ≤ deg h = 3 sein.

gh = X7 + 34X5 + 38X4 + 278X3 + 622X2 + 417X + 80

ist o�ensi
htli
h unglei
h f; die Di�erenz ist

f−gh = −23X5−46X4−299X3−621X2−345X−115 = −23(X5+2X4+13X3+27X2+15X+5) .

Die gesu
hten Polynome m

�

ussen also die Kongruenz

gh′ + hg′ ≡ f0 = −(X5 + 2X4 + 13X3 + 27X2 + 15X + 5) mod 23

erf

�

ullen.

Falls g mod 23 und h mod 23 teilerfremd sind, liefert der erweiterte Euklidis
he Algo-

rithmus in F23[X] Polynome a, b ∈ F23[X], so da� dort gilt

a(g mod 23) + b(h mod 23) = 1 .

Anwendung mit einem Computeralgebrasystem (oder eigenes Re
hnen) zeigt, da� der ggT

in F23[X] tats�a
hli
h glei
h eins ist; f

�

ur die KoeÆzienten erhalten wir a = 2X + 10 und

b = 21X2 + 13X + 7. Wenn wir diese mit f0 multiplizieren, erhalten wir Kandidaten f

�

ur

h′
und g′

, allerdings haben diese einen viel zu hohen Grad:

af0 = −2X6−14X5−46X4−184X3−300X2−160X−50 ≡ 21X6+9X5+22X2+X+19 mod 23

und

bf0 = −21X7 − 55X6 − 306X5 − 750X4 − 757X3 − 489X2 − 170X − 35

≡ 2X7 + 14X6 + 16X5 + 9X4 + 2X3 + 17X2 + 14X + 11 mod 23 .

Die Glei
hung gh′ + hg′ = f0 bleibt g

�

ultig, wenn wir ein Vielfa
hes von h zu h′
addieren

und das entspre
hende Vielfa
he von g von g′
subtrahieren, denn gh − hg = 0. Division

mit Rest in F23[X] zeigt, da�

af0 : h = 21X3 + 9X2 + 3X+ 7 Rest 22 ;

wir subtrahieren also 21X3 + 9X2 + 3X+ 7 mal h von af0, was auf den Rest 22 f

�

uhrt, und

wir addieren das entspre
hende Vielfa
he von g zu bf0:

bf0 + (21X3 + 9X2 + 3X+ 7)g = 22X2 + 22X .

Wir bekommen die einfa
here Glei
hung

22g + (22X2 + 22X)h = f0 in F23

und k

�

onnen h′ = 22 und g′ = 22X2 + 22X setzen. Damit erhalten wir die neuen Faktoren

g̃ = g+ 23g′ = X4 + 527X2 + 528X + 5 und h̃ = h+ 23h′ = X3 + 13X + 522 .

Na
hre
hnen zeigt, da�

g̃h̃− f = 232(X5 + 2X4 + 13X3 + 533X2 + 521X + 5)

ist, so da� wir tats

�

a
hli
h eine Faktorisierung modulo 232 haben.



b) Versu
hen Sie, daraus eine Faktorisierung von f ∈ Z[x] zu erraten, und

�

uberpr

�

ufen Sie, ob

diese korrekt ist!

Lösung: Wie wir gesehen haben, wei
ht g̃ · h̃ stark von f ab. Das liegt si
her au
h daran,

da� wir Restklassen modulo 232 dur
h Zahlen zwis
hen 0 und 232−1 = 528 repr
�

asentieren.

Modulo 232 ist g̃ kongruent zu dem deutli
h einfa
heren Polynom X4 − 2X2 − X+ 5 und

h̃ zu X3 + 13X− 7. Das Produkt dieser beiden Polynome ist in der Tat glei
h f.


) Wie gro� k

�

onnen die KoeÆzienten eines irreduziblen Faktors von f h
�

o
hstens werden?

Lösung: Dazu k

�

onnen wir die Ergebnisse von Aufgabe 1 verwenden: Die L

2
-Norm von f

ist

‖f‖2 =
√

12 + 112 + 82 + 212 + 12 + 722 + 352 =
√
7037 ≈ 83,8868 ;

wenn wir ni
hts

�

uber den Grad des Faktors wissen, m

�

ussen wir von einem Grad bis zu

se
hs, m

�

ussen also no
h mit dem BinomialkoeÆzienten

(
6

3

)
= 20 multiplizieren, was auf

eine Zahl mit 1677 vor dem Komma f

�

uhrt. Na
h unserer allgemeinen Abs
h

�

atzung wissen

wir also nur, da� der Betrag jedes KoeÆzienten h

�

o
hstens glei
h 1677 sein kann.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bere
hnen Sie den ggT der beiden Polynome

f = X8 + X6 − 3X4 − 3X3 + 8X2 + 2X − 5

und

g = 3X6 + 5X4 − 4X2 − 9X + 21

na
h dem EZ GCD Algorithmus mit der Primzahl p = 11 !

Lösung: Beide Polynome sind primitiv, wir k

�

onnen also direkt mit ihnen re
hnen. Als

erstes bere
hnen na
h dem Euklidis
hen Algorithmus in F11[X] den ggT von

f mod 11 = X8+X6+8X4+8X3+8X2+2X+6 und g mod 11 = 3X6+5X4+7X2+2X+10 .

Das multiplikative Inverse von drei modulo elf ist vier, bei der Division dur
h drei m

�

ussen

wir also mit vier multiplizieren:

(X8+X6+8X4+8X3+8X2+2X+6) : (3X6+5X4+7X2+2X+10) = 4X2+1 Rest 8X4+5X2+7
(3X6 + 5X4 + 7X2 + 2X+ 10) : (8X4 + 5X2 + 7) = 10X2 + 4 Rest 5X2 + 2X + 4

(8X4 + 5X2 + 7) : (5X2 + 2X+ 4) = 6X2 + 2X+ 2 Rest 10X + 10
(5X2 + 2X+ 4) : (10X + 10) = 6X+ 3 Rest 7

Da sieben in F11 eine Einheit ist, ist der ggT in F11[X] glei
h eins. Da elf die f

�

uhrenden

KoeÆzienten von f und g ni
ht teilt und beide Polynome primitiv sind, folgt, da� au
h

der ggT von f und g in Z[X] eins ist.

Aufgabe 4: (6 Punkte)

a) Bere
hnen Sie den ggT der beiden Polynome

f = X5 − 2X4 − X3 + 2X2 + X− 2

und

g = X4 − 2X3 − X2 + X+ 2

na
h dem EZ GCD Algorithmus mit der Primzahl p = 11 !

Lösung: Beide Polynome sind primitiv; wir m

�

ussen also keine Inhalte ausklammern.



Wir bere
hnen zun

�

a
hst die Landau-Mignotte-S
hranke:

‖f‖2 =
√

11 + 22 + 12 + 22 + 12 + 22 =
√
15

und

‖g‖2 =
√

12 + 22 + 12 + 12 + 22 =
√
11 ,

beide f

�

uhrenden KoeÆzienten sind eins und das Minimum der Grade ist vier. Somit ist

LM(f, g) = 24
√
11 ≈ 53,066 ,

die H

�

ohe des ggT ist also h

�

o
hstens 53. Da 112 = 121 gr

�

o�er als das Doppelte davon ist,

kennen wir den ggT, wenn wir ihn modulo 112 kennen.

Dazu m

�

ussen zun

�

a
hst den ggT von f mod 11 und g mod 11 bestimmen:

(X5 + 9X4 + 10X3 + 2X2 + X+ 9) : (X4 + 9X3 + 10X2 + X+ 2) = X Rest X2 + 10X + 9
(X4 + 9X3 + 10X2 + X+ 2) : (X2 + 10X+ 9) = X2 + 10X Rest 10X + 2

(X2 + 10X+ 9) : (10X + 2) = 10X+ 10 Rest 0

Der ggT ist also 10X + 2 oder, da es auf Einheiten aus F11[X] ni
ht ankommt, X+ 9.

Polynomdivision zeigt, da�

f ≡ (X+ 9)(X4 + 10X2 + 1) mod 11 und g ≡ (X+ 9)(X3 + 10X+ 10) mod 11

ist. X+9 hat in F11 die Nullstelle x = 2, bei der keiner der beiden Kofaktoren vers
hwindet.
Wir haben also in beiden F

�

allen Produkte zweier in F11[X] teilerfremder Polynome, die wir

na
h dem Hensels
hen Lemma zu einer Faktorisierung modulo 112 ho
hheben k

�

onnen.

Da g den kleineren Grad hat, emp�ehlt es si
h, diese Faktorisierung zu betra
hten. Wir

setzen also h = X + 9 und k = X3 + 10X + 10; dann ist g ≡ hk mod 11, und wir su
hen

Polynome h̃ = h+ 11h′
sowie k̃ = k+ 11k′, so da� g ≡ h̃ · k̃ mod 112 ist, d.h.

g ≡ hk+ 11(hk′ + kh′) mod 112 .

Da g−hk = −11X3 − 11X2 − 99X− 88 = −11(X3 −X2 − 9X− 8) ist, m
�

ussen h′
und k′ die

Kongruenz

hk′ + kh′ ≡ g0 = −X3 − X2 − 9X− 8 mod 11

erf

�

ullen. Wir stellen zun

�

a
hst, na
h dem erweiterten Euklidis
hen Algorithmus, die Eins

als Linearkombination in F11[X] dar:

(X3 + 10X + 10) : (X+ 9) = X2 + 2X+ 3 Rest 5 .

Somit ist 5 = k− (X2 + 2X+ 3)h, und da modulo elf 5 · 9 ≡ 1 ist, folgt

1 = 9k + (2X2 + 4X + 6)h in F11[X] .

Diese Glei
hung m

�

ussen wir mit g0 multiplizieren und alle KoeÆzienten modulo elf be-

tra
hten; wir erhalten

g0 = (2X3 + 2X2 + 7X+ 5)k+ (9x5 + 5x4 + 5x3 + 8x2 + 2x+ 7)h .

Das ist nat

�

urli
h no
h ni
ht die Darstellung die wir wollen; dur
h Addition eines Vielfa
hen

der Glei
hung 0 = hk − kh k

�

onnen wir errei
hen, da� der Faktor vor k kleineren Grad

als h hat und der vor h kleineren als k.

(2X3 + 2X2 + 7X+ 5) : (X+ 9) = (2X2 + 6X+ 8) Rest 10 ,

wir subtrahieren als das (2X2 + 6X + 8)-fa
he von hk− kh und erhalten

g0 = 10k+ (10X + 10)h .



Wir setzen also h′ = 10 und k′ = 10X+ 10; dies f
�

uhrt zu

h̃ = h+ 11h′ = X+ 9+ 11 · 10 = X+ 119

und

k̃ = k+ 11k′ = X3 + 10X + 10+ 110X + 110 = X3 + 120X + 120 .

Die KoeÆzienten hier liegen

�

uber der Landa-Mignotte-S
hranke von 53; Polynome, die

modulo 121 kongruent h̃ und k̃ sind und Koe�uzienten mit einem Betrag von h

�

o
hstens 53

haben, sind X− 2 und X3 − X− 1. Ihr Produkt in Z[X] ist glei
h g, unser Kandidat X− 2
f

�

ur den ggT ist also zumindest ein Teiler von g. Da f(2) = 0 ist, teilt er au
h f, ist also
der gesu
hte ggT von f und g.

b) F

�

ur wel
he Primzahlen p hat dieses ggT-Problem s
hle
hte Reduktion?

Lösung: Es gibt keine Primzahlen, die beide f

�

uhrenden KoeÆzienten teilen; problematis
h

sind also nur die Primzahlen, modulo derer f/(X−2) = X4−X2+1 und g/(X−2) = X3−X−1
einen gemeinsamen Teiler positiven Grades haben. Das sind genau die Primteiler der

�

uber Z bere
hneten Resultante der beiden Polynome. Diese Determinante einer 7 × 7-
Matrix lassen wir besser von einem Computeralgebrasystem bere
hen; das Eregebnis ist

eins. Somit hat dieses ggT-Problem modulo jeder Primzahl gute Reduktion.


