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3. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)

a) Berehnen Sie f

�

ur die beiden Polynome f = X6+ 4X5+ 9X4+ 16X3+ 25X2+ 36X+ 49 und
g = 2X5 + 3X4 + 5X3 + 7X2 + 11X+ 13 aus Z[X] die Resultante von f mod 2 und g mod 2 !

Lösung: f mod 2 = X6+X4+X2+ 1 und g mod 2 = X4+X3+X2+X+ 1; die Resultante
ist also
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Subtrahiert man die erste Zeile von der f

�

unften, steht in der ersten Spalte nur noh ganz

oben eine Eins; die Determinante wird dann durh Entwiklung nah der ersten Spalte

zur Determinante, bei der die erste Zeile und die erste Spalte gestrihen sind, also
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Damit kann man durh Subtraktion der ersten Zeile von der vierten und der f

�

unften

genauso weitermahen und erh

�

alt
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Im n

�

ahsten Shritt kommen wir genauso auf
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Hier k

�

onnen wir, da es modulo zwei keine Vorzeihen gibt, einfah die erste Spalte und die

vierte Zeile streihen, um dann beim n

�

ahsten Shritt wieder wie gewohnt weiterzumahen:
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Subtraktion der zweiten von der ersten Zeile sorgt daf

�

ur, da� in der zweiten Spalte nur

noh eine Eins steht; wir erhalten also die 3× 3-Determinante, die wir nah der Regel von

Sarrus ausrehnen k

�

onnen:
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= 0+ 0+ 1+ 0+ 1+ 1 = 1 .

Die Resultante ist also gleih eins.

b) Was ist der ggT von f und g in Z[X] ?

Lösung: Ein gemeinsamer Teiler h positiven Grades m

�

u�te als Teiler von f den f

�

uhrenden

KoeÆzienten eins oder minus eins haben; damit h

�

atte auh h mod 2 positiven Grad und

w

�

are Teiler von f mod 2 und g mod 2. Einen solhen Teiler kann es aber niht geben, da

die Resultante niht vershwindet.

) Geben Sie eine obere Shranke f

�

ur |ResX(f, g)| an!

Lösung: f hat die H
�

ohe 49, g hat H

�

ohe 13. Die Resultante ist also die Determinante einer

11 × 11-Matrix mit f

�

unf Zeilen, deren Eintr

�

age h

�

ohstens Betrag 49 haben, und sehs

Zeilen mit Betragsshranke 13. Eine Shranke f
�

ur den Betrag ist daher

11! · 495 · 136 = 54 424 723 587 048 323 308 800 .

(Tats

�

ahlih ist ResX(f, g) = 624 424 145 erheblih kleiner.)

Aufgabe 2: (6 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Inhalte der beiden Polynome

f = 12X5 + 90X4 + 78X2 + 18X+ 36 und g = (15X − 5)(12X − 24)

aus Z[X] !

Lösung: Der ggT von zw

�

olf und neunzig ist sehs, und sehs ist auh ein Teiler von 78,

18 und 36. Somit ist I(f) = 6.

g = 5 · (3X− 1) · 12 · (X− 2) = 60 · (3X − 1)(X − 2) = 60 · (3X2 − 7X+ 2)

hat den Inhalt sehzig.



b) Was sind die primitiven Anteile f∗ und g∗
von f und g ?

Lösung: f∗ = 2X5 + 15X4 + 13X2 + 3X+ 6 und g∗ = (3X − 1)(X− 2) = 3X2 − 7X+ 2.

) Bestimmen Sie ggT(f∗, g∗) !

Lösung: g∗
hat die beiden Nullstellen x = 2 und x = 1

3
. Da alle Terme in f∗ positiv sind,

ist f∗(x) in beiden F

�

allen positiv, so da� keiner der beiden Linearfaktoren Teiler von f∗

sein kann. Somit ist ggT(f∗, g∗) = 1.

d) Was ist ggT(f, g) ?

Lösung: Da die primitiven Anteile teilerfremd sind, ist der ggT von f und g gleih dem

ggT der Inhalte, also sehs.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Betrahten Sie f = X2Y3 +X2Y +X2 + 2XY3 +X+ Y3 − Y − 2 als Polynom in Y
�

uber Z[X]
und berehnen Sie den Inhalt und den primitiven Anteil von f !

Lösung: Als Polynom in Y
�

uber Z[X] ist

f = (X2+2X+1)Y3+(X2−1)Y+(X2+X−2) = (X+1)2Y3+(X+1)(X−1)Y+(X−1)(X+2) .

Die drei KoeÆzienten haben keinen gemeinsamen Teiler positiven Grades; der Inhalt ist

also eins und f selbst ist primitiv.

b) Betrahten Sie f nun als Polynom in X
�

uber Z[Y], und berehnen Sie wieder Inhalt und

primitiven Anteil!

Lösung: Nun sortieren wir nah X-Potenzen und erhalten

f = (Y3 + Y + 1)X2 + (2Y3 + 1)X + (Y3 − Y − 2) .

Ein gemeinsamer Teiler von Y3 + Y + 1 und Y3 − Y − 2 ist auh ein Teiler der Di�erenz

2Y + 3; da keines der beiden Polynome an deren Nullstelle −2

3
vershwindet, sind die

beiden teilerfremd, und somit ist auh hier der Inhalt gleih eins und f selbst ist der

primitive Anteil.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Die beiden Polynome f, g ∈ k[X, Y] seien aufgefa�t als Polynome in Y
�

uber k[X]. Zeigen
Sie:

a) Wenn deg ggT

(

f(x, Y), g(x, Y)
)

< degY ggT(f, g) f

�

ur ein x ∈ k, so ist x eine Nullstelle

sowohl des f

�

uhrenden KoeÆzienten von f als auh des f

�

uhrenden KoeÆzienten von g.

Lösung: h sei der ggT von f und g in k[X, Y]. F
�

ur jedes x ∈ k ist dann h(x, Y) in k[Y] ein
Teiler sowohl von f(x, Y) als auh von g(x;Y), ist also ein Teiler von ggT

(

f(x, Y), g(x, Y)
)

.

Somit ist deg h(x, Y) ≤ deg ggT

(

f(x, Y), g(x, Y)
)

. Falls dieser Grad kleiner ist als der Y-
Grad von h, hat also auh h(x, Y) einen kleineren Grad als degY h, und das ist genau dann

der Fall, wenn der KoeÆzient von YdegY
h
an der Stelle x vershwindet.

b) Es gibt h

�

ohstens endlih viele x ∈ k, f
�

ur die deg ggT

(

f(x, Y), g(x, Y)
)

> degY ggT(f, g)
ist.

Lösung: Sei wieder h = ggT(f, g). Dann sind f0 = f/h und g0 = g/h zwei zueinan-

der teilerfremde Polynome aus k[X, Y]. F
�

ur jedes x ∈ k ist h(x, Y) ein Teiler von f(x, Y)



und g(x, Y); der gr

�

o�te gemeinsame Teiler von f(x, Y) und g(x, Y) ist h(x, Y) mal dem

ggT von f0(x, Y) und g0(x, Y). Falls deg

(

ggT

(

f(x, Y), g(x, Y)
)

)

> degY

(

ggT(f, g)
)

ist,

m

�

ussen daher die Polynome f0(x, Y) und g0(x, Y) in k[Y] einen gemeinsamen Teiler positi-

ven Grades haben. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Resultante vershwindet. Falls

deg f0(x, Y) = degY f0 und deg g0(x, Y) = degY g0 ist, ist diese Resultante gleih dem Wert

des Polynoms ResY(f0, g0) ∈ k[X] an der Stelle x. Da ein Polynom in einer Ver

�

anderlihen

�

uber einem K

�

orper h

�

ohstens endlih viele Nullstellen hat, gibt es h

�

ohstens viele x ∈ k,
f

�

ur die das der Fall ist. Falls deg f0(x, Y) 6= degY f0 oder deg g0(x, Y) 6= degY g0 ist, kann

man die Resultante niht so berehnen, aber die Anzahl der betro�enen x ∈ k ist ebenfalls

endlih, da es sih um die Nullstellen der f

�

uhrenden KoeÆzienten von f0 und g0 aufgefa�t

als Elemente von k[X][Y] handelt.


