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1. Ubungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (15 Punkte)

Berechnen Sie nach dem klassischen EukLiDischen Algorithmus in Q[X] den ggT der beiden
Polynome

f=X>4+2X* +4X3+3X2 +5X+3 und g=X*"+3X3+6X*>+5X+3!

Losung:

(X3 42X 4+4X3 +3X2+5X+3) : (XP+3X3+6X?*4+5X+3) = X—1 Rest —3X3+4X2+7X+6

(x4+3x3+6x2+5x+3):(—3x3+4x2+7x+6):—§—$ Rest %x%?xﬁ;
127 154 35 27 8739 3528 5076
_2v3 2 el 2 O 20N A _
(=3X3 +4X?2+7X+6) : 5 X2 + 5 X + 3 127x+]6129 Rest 16129x 120
127 2 4 154 - 35\ . (3528, 5076\ 2048383X N 532240871 s 629031
9 9 3 )\ 16129 16129 ) — 31753 3111696 9604

Da der letzte Rest eine von Null verschiedene Konstante ist, geht die nachste Division ohne
Rest auf, d.h. dieser Rest ist ein ggT. Da grofite gemeinsame Teiler im Polynomring iiber
einem Korper nur bis auf multiplikative Konstanten bestimmt sind, ist dann natiirlich
auch eins ein ggT von f und g.

Uberpriifen Sie, ob das so berechnete Polynom auch in Z[X] ein gemeinsamer Teiler von f
und g ist!

Losung: Da der berechnete ggT keine ganze Zahl ist, also nicht in Z[X] liegt, ist er dort
natiirlich kein ggT.

Was ist der grofite gemeinsame Teiler von f und g in Z[X] ?

Losung: Dieser kann keinen positiven Grad haben, denn sonst hitte auch der in Q[X]
berechnete ggT positiven Grad. Er ist daher die gréfite ganze Zahl, die alle Koeffizienten
von f und von g teilt, also eins. (-1 wére auch eine Losung.)

Berechnen Sie in F3[X] nach dem klassischen EukLiDischen Algorithmus den ggT von
f mod 3 und g mod 3, und {iiberpriifen Sie, ob er mit der Reduktion modulo drei von
ggT(f,g) € Z[X] iibereinstimmt!

Lésung: f = X® 4 2X* +2X mod 3 und g = X* 4+ 2X mod 3. Damit ist schon klar, daf der
ggT durch X teilbar sein muf}. In F3[X] ist

(X3 +2X* +2X) : (X* +2X) = X + 2 Rest X? + X
(X* +2X) 1 (X2 4+X) =X2+2X +1 Rest X
(X2+X):X=X+1Rest 0

Der ggT ist also gleich X.



e) Berechnen Sie in F;[X] nach dem klassischen EukLiDischen Algorithmus den ggT von

1)

f mod 7 und g mod 7, und bestimmen Sie einen ggT mit fiihrendem Koeffizienten eins
aus F-[X]!

Losung: Da alle Koeffizienten zwischen 0 und 6 liegen, k6nnen wir auch in F[X] prob-
lemlos mit der angegebenen Darstellung rechnen.

(X3 4+ 2X* +4X3 +3X2 +5X +3) : (X*+3X3 +6X? +5X+3) = X+ 6 Rest 4X3 +4X? +6
(X* 4+ 3X3 +6X%2 +5X +3) : (4X3 +4X% +6) = 2X + 4 Rest 4X?
(4X3 +4X? +6):4X> =X+ 1Rest 6

Da dies eine Einheit ist, sind die Polynome auch in F;[X] teilerfremd; der ggT ist also
eins.

p sei eine Primzahl, und f, g € IF,, [X] seien zwei Polynome. Wie viele grofite gemeinsame
Teiler von f und g gibt es in F,[X]?

Loésung: Der ggT ist bestimmt bis auf eine von Null verschiedene multiplikative Kon-
stante; davon gibt es in IF,, genau p — 1 Stiick, und somit gibt es auch p — 1 verschiedene
grofite gemeinsame Teiler.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Berechnen Sie fiir das Polynom f = (X2 4+ 5X + 6)(4X? + 1) die Héhe, L'- und L?-Norm,
sowie das Ma#f!

Losung: Ausmultipliziert ist f = 4X%+20X3+25X?+5X+6. Die Hohe ist der grofite Betrag
eines Koefizienten, also 25. Die L'-Norm ist die Summe der Betriige der Koeffizienten,
also4+20+25+546 =60.

I1f]l, = V/42 + 202 + 252 + 52 4+ 62 = V1102 ~ 33,196,

Der erste Faktor von f hat die Nullstellen —2 und —3, deren Betrag jeweils grofier eins
ist; der zweite hat i%i als Nullstellen; deren Betrag ist kleiner als eins. Der fiihrende
Koeffizient ist vier, also ist pu(f) =4-2-3 = 24.



