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Der Hilbertsche Nullstellensatz

Eine erste Frage, die man sich tiber den Zusammenhang zwischen einem
Gleichungssystem und seiner Losungsmenge stellen kann, ist die, ob es
tiberhaupt Losungen gibt. Im Falle einer Gleichung in einer Variablen
sagt uns die Algebra, daB} ein nichtkonstantes Polynom aus k[ X ] zumin-
dest in einem Erweiterungskorper von k eine Nullstelle haben muf}; der
sogenannte Fundamentalsatz der Algebra sagt uns speziell fiir k£ = C,
daf jedes nichtkonstante Polynom aus C[X] mindestens eine komple-
xe Nullstelle hat. Bei Gleichungssystemen kann es schon im linearen
Fall vorkommen, daf} ein System nichtkonstanter Polynome keine ge-
meinsame Nullstelle hat, beispielsweise im Falle der beiden Polynome
X+Y —1und2X +2Y — 3. In diesem Fall ist aber

X+Y — D)= QX +2Y —3)=1,

das von den beiden Polynomen erzeugte Ideal enthilt also die Eins und
ist somit gleich dem gesamten Polynomring. Wie DAVID HILBERT 1893
gezeigt hat, ist dies fiir jedes Gleichungssystem, das auch iiber keinem
Erweiterungskorper eine Losung hat, der Fall:

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: £ seiein Korper

und K ein algebraisch abgeschlossener Korper, der &k enthilt. Fiir ein
echtes Ideal I < k[X,..., X, ]ist V(1) # 0.

Beweis: Nach dem HILBERTschen Basissatz hat jedes Ideal [ ein endli-
ches Erzeugendensystem { f,, ..., f,,}. Wir betrachten das von den f;
erzeugte Ideal I in K[X,,..., X, ]. Da eine Basis des k-Vektorraums
k[X,,...,X,]1/I auch Basis des K -Vektorraums K[X}, ..., X, ]/ ist,
muB auch I ein echtes Ideal von K[X,..., X, ] sein und liegt somit in
einem maximalen Ideal m <« K[X,,..., K ]. Der Satz folgt somit aus
der folgenden alternativen Version des HILBERTschen Nullstellensatzes,
die auch den Namen ,,Nullstellensatz* erklart:

Satz: Die maximalen Idealem < K[X,,..., X, ]sind genau die Ideale
der Form
m=(X] _x],...,Xn_xn)

mit (x,...,z,) € K".
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Beweis: m=(X| — x,...,X,, — z,) ist der Kern der Abbildung
K[X,,...,.X,] > K
f'_>f(x17"'7xn) ‘

Ist daher I ein Ideal, das m echt enthalt, so mufl der Vektorraum
K[X,,...,X,]/Iisomorph sein zu einem echten Untervektorraum von
K[X,,...,X,]/m.Daletzterer nach dem Homomorphiesatz isomorph
zum eindimensionalen Vektorraum K ist, muf} dies der Nullraum sein.
Somitist I = K[X,,...,X,, ], dh. mistein maximales Ideal.

Umgekehrt sei m ein maximales Ideal. Wenn wir zeigen konnen,
dal es Elemente z,...,z, gibt, fir die X, — z, in m liegt, ist
(X, —z,...,X,, —x,) € m, und da links ein maximales Ideal steht,
miissen beide Seiten gleich sein.

Angenommen, es gibteini € {1,...,n}, firdas X, —x firkeinz € K
im Ideal m liegt. Wegen der Maximalitéit von m ist dann

m+ (X —z)=K[X,,...,X,] firjedesxz € K.

Somit gibt es fiir jedes x € K ein Polynom f, € m sowie ein Polynom
h, € K[X,,...,X,] derart, daf3

foth, - (X, —2)=1

ist. Da 1 ¢ m, ist dabei h, ¥ 0. Wir wihlen fiir jedes * € K ein
festes Polynom £, (und damit auch f,), das obige Gleichung erfiillt,
und setzen K; = {z € K|degh, = d} fiir jedes d € N,. Da K
nach Voraussetzung iiberabzihlbar viele Elemente enthilt und K die
Vereinigung der K ; ist, mul mindestens eine der Mengen K ; unendlich
viele Elemente enthalten. (Nur an dieser Stelle des Beweises brauchen
wir die Voraussetzung der Uberabzihlbarkeit.)

Wir wihlen eine solche unendliche Menge K ; und betrachten den Vek-
torraum K[X,,..., K, ], aller Polynome vom Grad hochstens d. Da
es nur endlich viele Monome vom Grad hochstens d gibt, ist dies
ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Wir wihlen eine natiirliche
Zahl r, die groBer ist als seine Dimension, und dazu r Elemente
e 2" € K mit hy, € k[X,,...,X,],; Dazu muB es wegen
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der linearen AbHéngigkeit der i, Elemente A,,..., A, € K geben,
die nicht allesamt verschwinden, derart, daf3

)\lhx(l) +---4+ )\Tha:(’") = O
ist.

Damit definieren wir ein Polynom

g= Z A H(Xi — %) € K[X,].

Dieses Polynom liegt auch in m, denn wegen
1=f.o+ hg;(a)(X — :E(])) flirg=1,...,r

1st

g = Z )\ ( poe) + hx(j) (X — .I'(]))) H(Xz — .I'(E)) - K[Xl]

2]
- Z A T = #9) + (30 A ha ) TT (X, = )
> =1 (=1
= Z N TG = a9) fow €m
=1

da> A ;I verschwindet und alle f,;) in m liegen.
j=1

g ist nicht das Nullpolynom, denn fiir jeden Index v ist

) Z NI = 29) =8, [ - 2©)

J=1 47 by

Da die ¥ paarweise verschieden sind und mindestens ein A, nicht
verschwindet, mufl mindestens einer dieser Werte von Null verschieden
sein.

g kann auch keine von Null verschiedene Konstante sein, denn g liegt
1m maximalen Ideal m, das als echtes Ideal keine von Null verschie-
dene Konstante enthalten kann. Somit hat g einen positiven Grad e
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und zerfillt daher tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper K in
Linearfaktoren:

g liegt in m, aber nach Voraussetzung liegt keiner der Faktoren X, — z,
in m, und die Konstante ¢ # 0 natiirlich auch nicht. Dies ist ein
Widerspruch, denn als maximales Ideal ist m insbesondere ein Primideal,

mul also mit jedem Produkt mindestens einen der Faktoren enthalten.
|

Somit hat also jedes echte Ideal I <1 k[ X, ..., X, ] zumindest in einem
Erweiterungskorper K von k mindestens eine Nullstelle. Damit folgt
umgekehrt

Satz: Das Gleichungssystem

mit f,,..., f,, € k[X,,..., X, ]istgenau dann in jedem Erweiterungs-
korper K von k unldsbar, wenn es Polynome h,,...,h,, in X;,..., X

gibt,sodaB i, f, +---+h,, f,, = 1ist

Beweis: Im Falle der Unlosbarkeit ist das von f, ..., f,, erzeugte Ideal
der ganze Polynomring, enthilt also insbesondere die Eins. Da

hat auch die Eins eine Darstellung der verlangten Form.

Ist umgekehrt h,f; +--- + h,, f,, = 1 fiir irgendwelche Polynome

hiy,...,h,,, so ist fiir jeden Erweiterungskorper K von k und jedes
n-Tupel (z{,...,z,) € K"
hi(xy, ...,z ) f1(xy, ..., )+ +h (x1,....,2,) [ (@,...,2,) =1

so daf nicht alle f,(zy,...,x,) verschwinden konnen.
| |

Wenn wir eine GROBNER-Basis eines Ideals I kennen, ist es einfach zu
entscheiden, ob I = k[X,..., X, ] ist (oder dquivalent, ob 1 € I): Da
der fiihrende Term eines jeden Polynoms aus I durch den fiihrenden
Term eines Elements der GROBNER-Basis teilbar sein muB3, enthilt diese
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im Falle eines Ideals, das die Eins enthdlt, ein Polynom, dessen fiihrendes
Monom die Eins ist. Da diese beziiglich jeder Monomordnung das klein-
ste Monom ist, muf} somit die GROBNER-Basis eine Konstante enthalten.
Die zugehorige minimale und erst recht die reduzierte GROBNER-Basis
besteht in diesem Fall nur aus der Eins.

Die gerade bewiesene schwache Form des HILBERTschen Nullstellensat-
zes ist auch ein entscheidender Schritt auf dem Weg zu einem Kriterium.
wann zwei Gleichungssysteme iiber jedem Erweiterungskorper des
Grundkorpers die gleiche Losungsmenge haben. Um den Beweis mog-
lichst einfach zu halten, gehen wir hier von einem iiberabzdihlbaren
algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper aus; dann 1at sich
der Beweis durch einen 1929 von J.L.. RABINOWITSCH gefundenen Trick
deutlich verkiirzen. Die Voraussetzung der Uberabzihlbarkeit ist aller-
dings nicht wirklich notwendig; HILBERTs urspriinglicher Beweis von
1893 wiirde auch funktionieren fiir einen abzdhlbaren algebraisch abge-
schlossenen Korper wie etwa den algebraischen Abschlufl von @Q oder
eines endlichen Korpers F,,. (Bei HILBERT ist natiirlich noch nicht von
algebraisch abgeschlossenen Korpern die Rede; selbst der Begriff des
Korpers wurde erst 1910 von ERNST STEINITZ (1871-1928) eingefiihrt.)

Starke Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: £ sei ein beliebiger
Korper und K ein iiberabzéhlbarer algebraisch abgeschlossener Erwei-
terungskorper von k. Falls fiirein Ideal I <t kK[ X, ..., X, ] ein Polynom
f e klX,,...,X,]auf ganz V- (I) verschwindet, gibtes ein ¢ € N, so
daB f?in I liegt.

Beweis: Wir erweitern den Polynomring k[X,..., X, ] mit einer
neuen Variablen X, ., zu k[X,..., X, ;] und betrachten dort fiir ein
Erzeugendensystem { f|, ..., f,,} von I das Gleichungssystem

filxy, ... z)=-=f.(x,...,z,)=1—2x,,f(x;,...,2,)=0.
Fir jeden Punkt (z,...,2,,,%,.) € K™ fiir den die fj(gz:l ooy Ty)
verschwinden, verschwindet nach Voraussetzung auch f(x,...,x,),
d.h.

-z, f(xy,...,2,) =1,
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so daB das Gleichungssystem in keinem Erweiterungskorper K von £
eine Losung haben kann. Nach der gerade bewiesenen schwachen
Form des HILBERTschen Nullstellensatzes gibt es daher Polynome
hyy....;h,. €Kk[X,,..., X, ]derart, daBl

) “3m+l

hlf] +'”-'-hrnfrn+th+1(1 _Xn+lf)=1

ist. Diese Gleichung bleibt giiltig, wenn wir iiberall fir X, ., ein
Polynom oder eine rationale Funktion in X,,..., X  einsetzen; wir
setzen X,,,; = 1/f. Die h; werden dann zu rationalen Funktionen in
X,,..., X, wobei alle Nenner Potenzen von f sind. Ist f? die hochste
dieser Potenzen, so erhalten wir nach Multiplikation mit f¢ eine Glei-
chung der Form
hifyt by fr = 1

mitﬁj = f%h;(X,,...,X,,1/f) € k[X,,..., X,,]. Dies zeigt, daB f*
inl=(f,..., [, liegt.

Definition: R sei ein Ring und / < R ein Ideal von R. Das Radikal
VonIistdieMenge\/Td:f {f €ER ‘ JdJgeN: fle I}.
€

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eine Potenz in [
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sind f, g € /T zwei Elemente mit
fP € I'und g7 € I, so sind in

ptq p+ q
(f +g)p+q — Z ( )fp+q—£g£

£=0 ¢

die ersten ¢ Summanden Vielfache von f?, und die restlichen p sind
Vielfache von g?. Somit liegt jeder Summand in 7, also auch die Summe.
Fiir ein beliebiges r € R liegt natiirlich auch r f in v/I, denn seine ¢-te
Potenz (rf)? = r¢f9 liegt in I, sobald f? in I liegt.

Mit diesem neuen Begriff konnen wir den obigen Satz umformulieren:

Satz: Ein Polynom f € k[X/,..., X, ] verschwindet genau dann auf
Vi (I), wenn f € V.

Anders ausgedriickt heilt dies
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Satz: Fiir zwei Ideale I, J < k[X,,..., X, ]ist V(1) = Vi (J) genau
dann, wenn /T = v/J ist.

Falls ein Ideal mit seinem Radikal iibereinstimmt, enthilt es alle
Polynome, die auf V- (I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau
dann in jedem Punkt von V(1) denselben Wert an, wenn ihre Differenz
in I liegt, wenn sie also modulo I dieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal I nicht mit seinem Radikal iibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehr genau dann, aber wir konnen trotzdem die Elemente des
Faktorvektorraums A = k[X,,..., X, ]/I auffassen als Funktionen
von Vi-(I) nach K: Fiir jede Restklasse und jeden Punkt aus V(1)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasse und setzen
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Polynome aus
derselben Restklasse in [ liegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes zu
Null, der Wert héngt also nicht ab von der Wahl des Polynoms. Auch
Polynome aus K[X,,..., X, ] definieren in dieser Weise Funktionen
Vi (I) — K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafiir, dall zwei
Polynome dieselbe Funktion definieren ist, da} ihre Differenz im von [
erzeugten Ideal I < K[X,, ..., X,,] liegt.

Im Falle von Polynomen einer Verdnderlichen ist jedes Ideal von k[ X]
ein Hauptideal, denn nach dem HILBERTschen Basissatz hat es ein end-
liches Erzeugendensystem {f ..., f,,} und wird daher offensichtlich
von f = ggT(f,,..., f,,) erzeugt. Ist I = (f) mit einem Polynom f # 0
vom Grad d, so konnen wir die Restklassen reprisentieren durch die
Polynome vom Grad hochstens d — 1, denn jedes Polynom g € k[ X]
hat dieselbe Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivision
durch f. Somitist A = k[ X]/I in diesem Fall ein d-dimensionaler Vek-
torraum. Da V(1) gerade aus den Nullstellen von f in K besteht, von
denen es hochstens d verschiedene gibt, liefert die Dimension von A
eine obere Schranke fiir die Elementanzahl von V- (I); wenn wir die
Nullstellen mit ihrer Vielfachheit zdhlen, ist die Dimension von A so-
gar gleich der Gesamtzahl der Nullstellen. Ahnliche Ergebnisse gelten
auch fiir Systeme von Polynomgleichungen in mehreren Verinderlichen;
teilweise werden wir sie in der ndchsten Vorlesung kennen lernen.



