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Modulklausur Computeralgebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ist ϕ:R → S ein Homomorphismus zwis
hen den kommutativen Ringen R
und S, so ist Kernϕ = {x ∈ R|ϕ(x) = 0} ein Ideal von R.

Lösung: Da ϕ(0) = 0 ist, liegt die Null im Kern, der somit ni
ht leer ist. F

�

ur x, y ∈ Kernϕ
ist ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) = 0 + 0 = 0, so da� au
h die Summe im Kern liegt. F

�

ur

x ∈ Kernϕ und r ∈ R s
hlie�li
h ist ϕ(rx) = ϕ(r)ϕ(x) = ϕ(r) · 0 = 0, d.h. rx ∈ Kernϕ.

b) Wel
he der folgenden Mengen sind Ideale in Z[X]? (Bei den angegebenen Polynomen soll

stets d beliebig und au�er f

�

ur d = 0 soll au
h ad 6= 0 sein.)

M1 = Z, M2 = 2Z, M3 = Z[X], M4 = Z[X2], M5 =
{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f(5) = 0
}
,

M6 =
{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f(5) = 1
}
, M7 =

{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f
(
√
5
)

= 0
}
,

M8 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

ai = 0

}

, M9 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

2iai = 0

}


) Geben Sie in allen F

�

allen, in denen Mi ein Ideal ist, ein m

�

ogli
hst einfa
hes Erzeugenden-

system von Mi an!

Lösung: M1 enth

�

alt die Eins; w

�

are es ein Ideal m

�

u�te M1 = Z[X] sein, was ni
ht der Fall
ist. M2 ist au
h kein Ideal, denn 2 ∈ M2, aber das Produkt X · 2 liegt ni
ht dort. M3 als

der ganze Ring ist nat

�

urli
h ein Ideal; es wird erzeugt von der Eins. M4 ist kein Ideal, da

beispielsweise X2 ∈ M4, aber X · X2 = X3
ni
ht.

M5 ist ein Ideal, denn die Summe zweier Polynome, die an der Stelle f

�

unf vers
hwinden,

vers
hwindet au
h dort, genauso wie das Produkt eines sol
hen Polynoms mit einem be-

liebigen Polynom. Da die Polynome mit Nullstelle f

�

unf genau die dur
h X − 5 teilbaren

sind, ist M5 das Hauptideal (X − 5). M6 ist kein Ideal, denn f

�

ur f(5) = g(5) = 1 ist

(f + g)(5) = 2.

M7 ist wieder ein Ideal, denn das Argument f

�

ur M5 gilt genauso, wenn wir anstelle der

F

�

unf ihre Wurzel einsetzen. S
hwieriger wird es mit dem Erzeugendensystem: In R[X] ist
ein Polynom, das bei

√
5 vers
hwindet, dur
h X −

√
5 teilbar, aber dieses Polynom liegt

ni
ht in Z[X]. F
�

ur ein Polynom f =
∑d

i=0 aiX
i ∈ Z[X] vers
hwindet

f
(
√
5
)

=

d∑

i=0

i gerade

ai · 5i/2 +
√
5 ·

d∑

i=0

i ungerade

ai · 5(i−1)/2

genau dann, wenn beide Summen vers
hwinden; dann vers
hwindet au
h

f
(

−
√
5
)

=

d∑

i=0

i gerade

ai · 5i/2 −
√
5 ·

d∑

i=0

i ungerade

ai · 5(i−1)/2

Somit ist f teilbar dur
h
(

X−
√
5
)(

X+
√
5
)

= X2−5, d.h. M7 ist das Hauptideal (X
2−5).



M8 l

�

a�t si
h einfa
her bes
hreiben als Menge aller f ∈ Z[X] mit f(1) = 0, ist also das

Hauptideal (X− 1). Entspre
hend ist M9 =
{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f(2) = 0
}
= (X − 2).

Aufgabe 2: (10 Punkte)

Wel
he der folgenden Vors
hriften de�niert eine Monomordnung auf Q[X, Y, Z] ?

a) XaYbZc >1 XαYβZγ
falls c > γ oder c = γ und b > β oder c = γ, b = β und a > α

Lösung: Das ist die lexikographis
he Ordnung f

�

ur die Variablenanordnung Z > Y > X,
also eine Monomordnung.

b) XaYbZc >2 XαYβZγ
falls a+ 2b+ 3c > α+ 2β+ 3γ oder a+ 2b+ 3c = α+ 2β+ 3γ und

XaYbZc >1 XαYβZγ

Lösung: Au
h das de�niert eine Monomordnung: Es ist eine Totalordnung, denn im

Fall a + 2b + 3c = α + 2β + 3γ sorgt die Monomordnung >1 daf

�

ur, da� genau eine

der Relationen gr

�

o�er, kleiner oder glei
h erf

�

ullt ist. Multipliziert man die Unglei
hung

XaYbZc >2 XαYβZγ
mit XuYvZw

, so wird beim Verglei
h von a+2b+3c mit α+2β+3γ
auf beiden Seiten u + 2v + 3w addiert, was ni
hts an der Ordnungsrelation

�

andert, und

im Falle der Glei
hheit wird die Monomordnung >1 angewandt. S
hlie�li
h ist >2 eine

Wohlordnung, denn die Menge aller Tripel (a, b, c) mit a + 2b + 3c = M ist f

�

ur jede

nat

�

urli
he Zahl M endli
h und hat daher wegen der Totalordnungseigens
haft ein kleinstes

Element.


) XaYbZc >3 XαYβZγ
falls a+ 2b+ 3c > α+ 2β+ 3γ oder a+ 2b+ 3c = α+ 2β+ 3γ und

XαYβZγ >1 XaYbZc

Lösung: Das glei
he Argument wie bei b) zeigt, da� au
h dies eine Monomordnung ist.

d) XaYbZc >4 XαYβZγ
falls a− 2b+ 3c > α− 2β+ 3γ oder a− 2b+ 3c = α− 2β+ 3γ und

XaYbZc >1 XαYβZγ

Lösung: Dies ist keine Monomordnung, denn Y >4 Y2 >4 Y3 >4 · · · , so da� die Menge

aller Y-Potenzen kein kleinstes Element enth

�

alt und >4 keine Wohlordnung ist.

e) XaYbZc >5 XαYβZγ
falls abc > αβγ oder abc = αβγ und XaYbZc >1 XαYβZγ

Lösung: Das ist keine Monomordnung: Beispielsweise ist XYZ6 >5 XY2Z3
, denn das

Produkt der drei Exponenten ist in beiden F

�

allen se
hs, so da� XYZ6
wegen seiner h

�

oheren

Z-Potenz gr
�

o�er ist. Multipliziert man aber beide Monome mit Z5
, so ist das Produkt der

Exponenten in XYZ11
glei
h elf, das in XY2Z8

aber se
hzehn, so da� das zweite Monom

gr

�

o�er ist.

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Dividieren Sie in Q[X, Y] das Polynom f = X3Y2 + 2X3Y + 3X2Y3 + 4XY − 6Y + 3X − 9
bez

�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung dur
h die beiden Polynome g = X2 + 1 und

h = Y + 1 !

Lösung: Die f
�

uhrenden Monome von g und h sind X2
und Y, das von f ist X3Y2

. Dies ist

dur
h X2
teilbar; also subtrahieren wir im ersten S
hritt XY2g und erhalten

2X3Y + 3X2Y3 − XY2 + 4XY − 6Y + 3X− 9 .



Der f

�

uhrende Term 2X3Y ist wieder dur
h X2
teilbar; wir subtrahieren also 2XYg und

erhalten

3X2Y3 − XY2 + 2XY − 6Y + 3X− 9 .

Au
h hier ist der f

�

uhrende Term 3X2Y3
dur
hX2

teilbar; Subtraktion von 3Y3g f

�

uhrt auf

−XY2 + 2XY − 3Y3 − 6Y + 3X− 9 .

Nun ist der f

�

uhrende Term −XY2
ni
ht mehr dur
h X2

teilbar, aber dur
h Y; wir addieren
also XYh und erhalten

3XY − 3Y3 − 6Y + 3X− 9 .

Au
h 3XY ist dur
h Y teilbar; Subtraktion von 3Xh ergibt

−3Y3 − 6Y − 9 .

Der f

�

uhrende Term −3Y3
ist dur
h Y teilbar; Addition von 3Y2h ergibt 3Y2 − 6Y − 9.

Subtraktion von 3Yh ma
ht daraus −9Y − 9, was dur
h Addition von 9h zu Null wird.

Somit ist

f = (XY2 + 2XY + 3Y3)g+ (−XY + 3X− 3Y2 + 3Y − 9)h .

b) K

�

onnen Sie si
her ents
heiden, ob f im von g und h erzeugten Ideal liegt?

Lösung: Nat
�

urli
h, denn die letzte Formel stellt f als Linearkombination von g und h
dar; somit liegt f in (g, h).


) Bestimmen Sie VC(f, g, h) !

Lösung: Da f im Ideal (g, h) liegt, vers
hwindet f automatis
h, wenn g und h vers
hwin-

den, d.h. VC(f, g, h) = VC(g, h) =
{
(i,−1), (−i,−1)

}
.

Aufgabe 4: (15 Punkte)

a) Bes
hreiben Sie die Nullstellenmengen VR(f) und VR(g) der beiden Polynome

f = X2 + Y2 − 4Y − 12 und X2 + Y2 − 2X− 8

geometris
h!

Lösung: f = X2 + (Y − 2)2 − 16 und g = (X− 1)2 + Y2 − 9; somit ist VR(f) der Kreis mit

Radius vier um den Punkt (0, 2) und VR(g) der mit Radius drei um (1, 0).

b) Zeigen Sie, da� die f

�

uhrenden Terme von f und g bez

�

ugli
h jeder Monomordnung

�

uber-

einstimmen!

Lösung: Bez

�

ugli
h jeder Monomordnung ist ein Monom gr

�

o�er als seine Teiler; daher

kann der f

�

uhrende Term von f und g nur X2
oder Y2

sein. Falls X2 > Y2
, ist er in beiden

F

�

allen X2
, sonst Y2

.


) Bilden f und g bez

�

ugli
h irgendeiner Monomordnung eine Gr

�

obner-Basis des Ideals

I = (f, g) ?

Lösung: Da f und g denselben f

�

uhrenden Term haben, ist S(f, g) = f−g = 2X−4Y−4. Je
na
h Monomordnung haben f und g entweder X2

oder Y2
als f

�

uhrenden Term, und damit

kann dieses lineare Polynom ni
ht na
h dem Divisionsalgorithmus modulo f und g weiter

reduziert werden. Na
h Bu
hbergers Kriterium bilden f, g daher keine Gr

�

obner-Basis.



d) Finden Sie ein lineares Polynom h ∈ Q[X, Y], das auf ganz VC(f, g) vers
hwindet!

Lösung: Das gerade bere
hnete S-Polynom f−g = 2X−4Y−4 ist linear und vers
hwindet

nat

�

urli
h in allen Punkten (x, y) ∈ C2
, in denen sowohl f als au
h g vers
hwindet. Da alle

seine KoeÆzienten gerade sind, emp�ehlt es si
h, es no
h dur
h zwei zu dividieren und

h = X− 2Y − 2 zu setzen

e) Finden Sie in I = (f, g) ni
httriviale Polynome p ∈ Q[X] und q ∈ Q[Y] !

Lösung: h = 0 l

�

a�t si
h sowohl na
h X als au
h na
h Y aufl

�

osen zu

X = 2Y + 2 und Y =
X

2
− 1 .

Einsetzen in f oder g f

�

uhrt zu

q = (2Y+2)2+Y2−4Y−12 = 5Y2+4Y−8 und p = X2+

(

X

2
− 1

)2

−2X−8 =
5

4
X2−4X−7 .

f) Ist I = (p, q) ?

Lösung: Nein, denn VC(p, q) = VC(p)×VC(q) enth�alt vier Punkte, VC(I) = VC(f, h) aber
nur zwei.

g) Zeigen Sie, da� die Polynome h und q eine reduzierte Gr

�

obner-Basis von I bez
�

ugli
h der

lexikographis
hen Ordnung bilden!

Lösung: Zun
�

a
hst bilden h und q ein Erzeugendensystem, denn I = (f, g) = (f, h), und
das ist glei
h (q, h), da q ≡ f mod h.

Zum Na
hweis, da� wir eine Gr

�

obner-Basis haben, bere
hnen und reduzieren wir das

S-Polynom
5S(q, h) = Xq− 5Y2h = 4XY − 8X+ 10Y3 + 10Y2

.

Der f

�

uhrende Term 4XY ist ni
ht dur
h Y2
, aber dur
h X teilbar; Subtraktion von 4Yh

f

�

uhrt auf

−8X+ 10Y3 + 10Y2 + 8Y2 + 8Y = −8X+ 10Y3 + 18Y2 + 8Y .

Der neue f

�

uhrende Term −8X kann dur
h Addition von 8h eliminiert werden;

�

ubrig bleibt

10Y3 + 18Y2 − 8Y − 16.

Der f

�

uhrende Term ist dur
h 5Y2
teilbar; Subtraktion von 2Yq f

�

uhrt auf 10Y2 + 8Y − 16.
Der f

�

uhrende Term ist das Doppelte dessen von q, und Subtraktion von 2q reduziert dies

zu Null.

h) Hat diese Basis eine Gestalt gem

�

a� dem Shape-Lemma?

Lösung: Ja, denn q ist ein Polynom nur in Y, und h ist von der Form X plus (lineares)

Polynom in Y.

Aufgabe 5: (12 Punkte)

a) Zeigen Sie: Besteht das Polynom q ∈ k[X1, . . . , Xn] nur aus einem Monom und ist der

f

�

uhrende Term von p ∈ k[X1, . . . , Xn] teilerfremd zu diesem Monom, so l

�

a�t si
h S(p, q)
mit dem Divisionsalgorithmus bez

�

ugli
h q und p auf Null reduzieren.

Lösung: Da q teilerfremd zum f

�

uhrenden Monom von p ist, ist

FK(p) · S(p, q) = qp− FT(p)q =
(

p− FT(p)
)

q .



Somit sind alle Monome dur
h q teilbar, das S-Polynom kann also dur
h den Divisionsal-

gorithmus auf Null reduziert werden.

b) Bestimmen Sie m

�

ogli
hst einfa
h alle komplexen Nullstellen des von f = X2 + 2XY + Y2

und g = Y2 − 2XY + X2
in Q[X, Y] erzeugten Ideals I !

Lösung: O�ensi
htli
h ist f = (X+Y)2 und g = (X−Y)2. Die Nullstellen von I sind daher

die von X+ Y und X− Y, also nur der Nullpunkt.


) Bestimmen Sie das Radikal von I !

Lösung: Da (X± Y)2 ∈ I, liegen X± Y in

√
I, also au
h X und Y. Da (X, Y) als maximales

Ideal insbesondere prim ist, ist es ein Radikalideal, also, da es in

√
I liegt, glei
h dem

Radikal von I.

d) Finden Sie eine Gr

�

obner-Basis von

√
I !

Lösung: Die angegebene Basis X, Y ist na
h dem Kriterium von Bu
hberger eine

Gr

�

obner-Basis, denn S(X, Y) = YX− XY = 0.

e) Wenden Sie den Bu
hberger-Algorithmus an, um eine Gr

�

obner-Basis von I bez
�

ugli
h

der graduiert-lexikographis
hen Ordnung zu bestimmen!

Lösung: f und g haben beide den f

�

uhrenden Term X2
; daher ist S(f, g) = f − g = 4XY.

Da dies ni
ht dur
h X2
teilbar ist, kann es ni
ht weiter reduziert werden; wir nehmen also

h = XY in die Basis auf.

S(f, h) = Yf−Xh = 2XY2+Y3−X2Y hat den f

�

uhrenden Term −X2Y; Addition von Yf f
�

uhrt

auf 4XY + 4Y3
. Der neue f

�

uhrende Term 4XY wird dur
h Subtraktion von 4h eliminiert,

und

�

ubrig bleibt 4Y3
. Das l

�

a�t si
h ni
ht weiter reduzieren; also m

�

ussen wir Y3
in die

Basis aufnehmen.

Genauso l

�

a�t si
h au
h S(g, h) auf 4Y3
reduzieren.

S(f, Y3) und S(g, Y3) lassen si
h na
h a) auf Null reduzieren, und S(h, Y3) ist als S-
Polynom zweier Monome ohnehin Null. Also bilden f, g, h und Y3

eine Gr

�

obner-Basis.

f) Bestimmen Sie die reduzierte Gr

�

obner-Basis dazu!

Lösung: Die f

�

uhrenden Terme der Basiselemente sind X2, X2, XY und Y3
. Daher kann

eines der beiden Polynome f, g eliminiert werden, und beim anderen kann mit h der XY-
Term eliminiert werden.

�

Ubrig bleibt eine reduzierte Basis aus X2 + Y2, XY und Y3
.

g) Bestimmen Sie die Vielfa
hheiten der Nullstellen aus VC(I) !

Lösung: Die Standardmonome bez

�

ugli
h der gerade bere
hneten Gr

�

obner-Basis sind

X, Y, XY und Y2
; somit ist Q[X, Y]/I ein vierdimensionaler Vektorraum. Einzige Nullstelle

ist (0, 0). Da die Summe aller Vielfa
hheiten glei
h der Dimension des Faktorrings ist, hat

der Nullpunkt somit Multiplizit

�

at vier.

Aufgabe 6: (6 Punkte)

a) Wel
he Nullstellen hat das Polynom f = X4−X3−5X2+3X+6, und wel
he Vielfa
hheiten

haben sie?

Lösung: Das Produkt aller Nullstellen ist na
h Vi

�

ete glei
h se
hs (vier ist gerade), und

die Summe ist eins.

f(1) = 1− 1− 5+ 3+ 6 = 4, also ist eins keine Nullstelle.



f(−1) = 1+ 1− 5+ 3− 6 = 0, also ist minus eins eine Nullstelle.

f(2) = 16− 8− 20+ 6+ 6 = 0, also ist au
h zwei eine Nullstelle

Das Produkt der restli
hen beiden Nullstellen ist minus drei, und ihre Summe ist Null,

d.h. die restli
hen Nullstellen sind ±
√
3 und m

�

ussen einfa
h sein, da die Summe aller

Vielfa
hheiten glei
h dem Grad ist.

b) Das Polynom g = X5+X4−2X3−2X2+X+1 wurde so konstruiert, da� es nur ganzzahlige
Nullstellen hat. Bestimmen Sie diese sowie au
h ihre Vielfa
hheiten, und �nden Sie ein

quadratfreies Polynom, das die glei
hen Nullstellen hat!

Lösung: Das Produkt aller Nullstellen ist −1 und ihre Summe au
h. Falls alle Nullstellen

ganzzahlig sind, kommen also nur ±1 in Frage, wobei die Vielfa
hheit von −1 ungerade

und um eins gr

�

o�er als die von eins sein mu�. Bei nur ganzzahligen Nullstellen hei�t dies,

da� −1 eine dreifa
he und 1 eine doppelte Nullstelle sein mu�.

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Finden Sie eine separierende Linearform f

�

ur

{
(0, 2), (−1, 1), (1, 1), (−2, 0), (0, 0), (2, 0)

}
!

Lösung: Die se
hs Punkte sind die E
ken und Seitenmitten des Dreie
ks mit E
ken

(−2, 0), (2, 0) und (0, 2). Eine Gerade, die dur
h zwei der se
hs Punkte geht, kann waag-

re
ht oder senkre
ht sein; die dur
h (−2, 0) und (0, 2) hat Steigung eins, die dur
h (2, 0)
und (0, 2) minus eins. Bleiben no
h die Geraden dur
h (−2, 0) und (1, 1) sowie (2, 0) und
(−1, 1); die haben Steigung ±1

3
. Eine Gerade mit Steigung zwei kann somit ni
ht dur
h

zwei dieser Punkte gehen, d.h. die Linearform Y − 2X nimmt auf jedem der se
hs Punkte

einen anderen Wert an.

Aufgabe 8: (5 Punkte)

a) F

�

ur wel
he reellen Zahlen p haben die beiden quadratis
hen Glei
hungen x2 + px+ 1 = 0
und x2 + x+ p = 0 mindestens eine gemeinsame L

�

osung?

Lösung: Die Resultante der beiden Polynome X2 + pX+ 1 und X2 + X+ p ist

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 p 1 0

0 1 p 1

1 1 p 0

0 1 1 p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 p 1 0

0 1 p 1

0 1− p p− 1 0

0 1 1 p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Subtraktion der ersten Zeile von der dritten.) Entwi
klung na
h der ersten Spalte ma
ht

dies zu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 p 1

1− p p− 1 0

1 1 p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (p−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 p 1

−1 1 0

1 1 p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (p−1)(p+0−1−1+p2) = (p−1)(p2+p−2)

na
h Sarrus. p2+p−2 hat die beiden Nullstellen p = 1 und p = −2; die beiden Polynome

haben also genau in diesen beiden F

�

allen gemeinsame Nullstellen.

b) Wie viele gemeinsame L

�

osungen haben sie f

�

ur diese Werte von p jeweils?

Lösung: F

�

ur p = 1 sind beide Glei
hungen identis
h, haben also die glei
hen beiden

L

�

osungen. F

�

ur p = −2 sind die Glei
hungen vers
hieden und haben beide den f

�

uhrenden

KoeÆzienten eins; daher k

�

onnen sie nur eine gemeinsame Nullstelle haben.

Abgabe bis zum Donnerstag, dem 8. Januar 2018, um 12.00 Uhr


