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Modulklausur Computeralgebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ist ϕ:R → S ein Homomorphismus zwis
hen den kommutativen Ringen R

und S, so ist Kernϕ = {x ∈ R|ϕ(x) = 0} ein Ideal von R.

b) Wel
he der folgenden Mengen sind Ideale in Z[X]? (Bei den angegebenen Polynomen soll

stets d beliebig und au�er f

�

ur d = 0 soll au
h ad 6= 0 sein.)

M1 = Z, M2 = 2Z, M3 = Z[X], M4 = Z[X2], M5 =
{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f(5) = 0
}
,

M6 =
{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f(5) = 1
}
, M7 =

{
f ∈ Z[X]

∣

∣ f
(
√
5
)

= 0
}
,

M8 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

ai = 0

}

, M9 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

2iai = 0

}


) Geben Sie in allen F

�

allen, in denen Mi ein Ideal ist, ein m

�

ogli
hst einfa
hes Erzeugenden-

system von Mi an!

Aufgabe 2: (10 Punkte)

Wel
he der folgenden Vors
hriften de�niert eine Monomordnung auf Q[X, Y, Z] ?

a) XaYbZc >1 XαYβZγ
falls c > γ oder c = γ und b > β oder c = γ, b = β und a > α

b) XaYbZc >2 XαYβZγ
falls a+ 2b+ 3c > α+ 2β+ 3γ oder a+ 2b+ 3c = α+ 2β+ 3γ und

XaYbZc >1 XαYβZγ


) XaYbZc >3 XαYβZγ
falls a+ 2b+ 3c > α+ 2β+ 3γ oder a+ 2b+ 3c = α+ 2β+ 3γ und

XαYβZγ >1 XaYbZc

d) XaYbZc >4 XαYβZγ
falls a− 2b+ 3c > α− 2β+ 3γ oder a− 2b+ 3c = α− 2β+ 3γ und

XaYbZc >1 XαYβZγ

e) XaYbZc >5 XαYβZγ
falls abc > αβγ oder abc = αβγ und XaYbZc >1 XαYβZγ

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Dividieren Sie in Q[X, Y] das Polynom f = X3Y2 + 2X3Y + 3X2Y3 + 4XY − 6Y + 3X − 9

bez

�

ugli
h der lexikographis
hen Ordnung dur
h die beiden Polynome g = X2 + 1 und

h = Y + 1 !

b) K

�

onnen Sie si
her ents
heiden, ob f im von g und h erzeugten Ideal liegt?


) Bestimmen Sie VC(f, g, h) !

• • • B I T T E W E N D E N ! • • •



Aufgabe 4: (15 Punkte)

a) Bes
hreiben Sie die Nullstellenmengen VR(f) und VR(g) der beiden Polynome

f = X2 + Y2 − 4Y − 12 und X2 + Y2 − 2X− 8

geometris
h!

b) Zeigen Sie, da� die f

�

uhrenden Terme von f und g bez

�

ugli
h jeder Monomordnung

�

uber-

einstimmen!


) Bilden f und g bez

�

ugli
h irgendeiner Monomordnung eine Gr

�

obner-Basis des Ideals

I = (f, g) ?

d) Finden Sie ein lineares Polynom h ∈ Q[X, Y], das auf ganz VC(f, g) vers
hwindet!

e) Finden Sie in I = (f, g) ni
httriviale Polynome p ∈ Q[X] und q ∈ Q[Y] !

f) Ist I = (p, q) ?

g) Zeigen Sie, da� die Polynome h und q eine reduzierte Gr

�

obner-Basis von I bez
�

ugli
h der

lexikographis
hen Ordnung bilden!

h) Hat diese Basis eine Gestalt gem

�

a� dem Shape-Lemma?

Aufgabe 5: (12 Punkte)

a) Zeigen Sie: Besteht das Polynom q ∈ k[X1, . . . , Xn] nur aus einem Monom und ist der

f

�

uhrende Term von p ∈ k[X1, . . . , Xn] teilerfremd zu diesem Monom, so l

�

a�t si
h S(p, q)

mit dem Divisionsalgorithmus bez

�

ugli
h q und p auf Null reduzieren.

b) Bestimmen Sie m

�

ogli
hst einfa
h alle komplexen Nullstellen des von f = X2 + 2XY + Y2

und g = Y2 − 2XY + X2
in Q[X, Y] erzeugten Ideals I !


) Bestimmen Sie das Radikal von I !

d) Finden Sie eine Gr

�

obner-Basis von

√
I !

e) Wenden Sie den Bu
hberger-Algorithmus an, um eine Gr

�

obner-Basis von I bez
�

ugli
h

der graduiert-lexikographis
hen Ordnung zu bestimmen!

f) Bestimmen Sie die reduzierte Gr

�

obner-Basis dazu!

g) Bestimmen Sie die Vielfa
hheiten der Nullstellen aus VC(I) !

Aufgabe 6: (6 Punkte)

a) Wel
he Nullstellen hat das Polynom f = X4−X3−5X2+3X+6, und wel
he Vielfa
hheiten

haben sie?

b) Das Polynom g = X5+X4−2X3−2X2+X+1 wurde so konstruiert, da� es nur ganzzahlige

Nullstellen hat. Bestimmen Sie diese sowie au
h ihre Vielfa
hheiten, und �nden Sie ein

quadratfreies Polynom, das die glei
hen Nullstellen hat!

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Finden Sie eine separierende Linearform f

�

ur

{
(0, 2), (−1, 1), (1, 1), (−2, 0), (0, 0), (2, 0)

}
!

Aufgabe 8: (5 Punkte)

a) F

�

ur wel
he reellen Zahlen p haben die beiden quadratis
hen Glei
hungen x2 + px+ 1 = 0

und x2 + x+ p = 0 mindestens eine gemeinsame L

�

osung?

b) Wie viele gemeinsame L

�

osungen haben sie f

�

ur diese Werte von p jeweils?

Abgabe bis zum Donnerstag, dem 8. Januar 2018, um 12.00 Uhr


