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Aufgabe 1: (10 Punkte)a) Wel
he Bedingungen mu� eine Teilmenge I ⊆ R eines Rings erf�ullen, um ein Ideal zu sein?
Lösung: I darf ni
ht leer sein und mu� zu je zwei Elementen au
h deren Summe enthalten.Au�erdem mu� das Produkt eines jeden Elements mit einem beliebigen Ringelement in Iliegen.b) Wel
he der folgenden Mengen sind Ideale in R[X]? (Bei den angegebenen Polynomen sollstets d beliebig und ad 6= 0 sein.)
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) Geben Sie in allen F�allen, in denen Mi ein Ideal ist, ein m�ogli
hst einfa
hes Erzeugenden-system von Mi an!
Lösung: M1 bis M3 enthalten die Eins; w�aren Sie Ideale m�u�ten sie ganz R[X] sein, wasni
ht der Fall ist. M4 liegt ni
ht einmal in R[X], kann also au
h kein Ideal sein.
M5 ist ein Ideal, denn die Summe zweier Polynome, die an der Stelle eins vers
hwinden,vers
hwindet au
h dort, genauso wie das Produkt eines sol
hen Polynoms mit einem be-liebigen Polynom. Da die Polynome mit Nullstelle eins genau die dur
h X − 1 teilbarensind, ist M5 das Hauptideal (X−1). O�ensi
htli
h ist M6 = M5, also dasselbe Hauptideal.
M7 besteht aus allen Polynomen, die am der Stelle eins den Wert eins annehmen; dieSumme zweier sol
her Polynome nimmt dort den Wert zwei an, liegt also ni
ht in M7,das somit kein Ideal ist.
M8 l�a�t si
h einfa
her bes
hreiben als Menge alle f ∈ R[X] mit f(−1) = 0, ist also dasHauptideal (X + 1). Entspre
hend ist M9 =

{

f ∈ R[X]
∣

∣ f(0) = 0
}

= (X).
Aufgabe 2: (6 Punkte)a) Wel
he Bedingungen mu� eine Monomordnung auf k[X1, . . . , Xn] erf�ullen?
Lösung: 1.) Es ist eine Totalordnung, d.h. f�ur je zwei Monome Xd und Xe gilt genau eineder drei Aussagen Xd < Xe, Xd = Xe und Xd > Xe.2.) Ist Xd > Xe, so ist Xd+a > Xe+a f�ur alle Monome Xa.3.) Jede ni
htleere Menge von Monomen enth�alt ein kleinstes Element (Wohlordnung).



b) Zeigen Sie: Ist > eine Monomordnung auf k[X1, . . . Xn], und ist Xi > Xj, so ist au
h
Xn

i > Xn
j f�ur alle n ∈ N.

Lösung: Beweis dur
h vollst�andige Induktion. Der Fall n = 1 ist die Voraussetzung, alsoerf�ullt.F�ur n > 1 nehmen wir an, da� Xn−1
i > Xn−1

j bereits gezeigt sei; na
h der obigen Eigen-s
haft 2.) ist dann Xn
i = Xn−1

i Xi > Xn−1
i Xj > Xn−1

j Xj = Xn
j .

Aufgabe 3: (11 Punkte)a) Bes
hreiben Sie die Nullstellenmengen VR(f) und VR(g) der beiden Polynome
f = X2 + Y2 − 6X − 8 und X2 + Y2 − 6Y − 8geometris
h!

Lösung: f = (X − 3)2 + Y2 − 17 und g = X2 + (Y − 3)2 − 17; somit sind VR(f) und VR(g)Kreise mit Radius √17 um die Punkte (3, 0) bzw. (0, 3).b) Finden Sie Ideale I, J in Q[X, Y], so da� VC(I) = VC(f)∩VC(g) und VC(J) = VC(f)∪VC(g)ist, und geben Sie jeweils Erzeugendensysteme daf�ur an!
Lösung: Da das Polynom fg genau in den Punkten vers
hwindet, in denen f oder gvers
hwindet, k�onnen wir f�ur J das Hauptideal (fg) nehmen; f�ur I nehmen wir nat�urli
hdas von f und g erzeugte Ideal (f, g).
) Finden Sie ein Hauptideal von R[X, Y], dessen Nullstellenmenge in R2 glei
h VR(f)∩VR(g)ist!
Lösung: Die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen vers
hwindet genau dann, wenn beideZahlen vers
hwinden; somit k�onnen wir das von f2 + g2 erzeugte Hauptideal nehmen.d) Finden Sie eine Gerade in R2, die dur
h alle gemeinsamen Nullstellen von f und g geht,sowie au
h ein Polynom h ∈ Q[Y] aus I mit m�ogli
hst kleinem Grad!
Lösung: Die S
hnittpunkte der beiden Kreise liegen auf der Mittelsenkre
hten der Ver-bindungsstre
ke der beiden Mittelpunkte; das ist hier aus Symmetriegr�unden gerade dieWinkelhalbierende y = x. Das Polynom X − Y liegt in I = (f, g), denn f − g = −6X + 6Y,d.h. X − Y = (g − f)/6. Da g = f + 6(X − Y) ist, erzeugen f und g das glei
he Ideal wie fund X − Y.Einsetzen von Y = X in f f�uhrt auf das Polynom 2Y2 − 6Y − 8, das auf ganz VC(I)vers
hwinden mu�, da I = (f, X − Y). Da alle KoeÆzienten gerade sind, bietet si
h an,stattdessen h = Y2 − 3Y − 4 zu betra
hten.e) Zeigen Sie, da� das Polynom h zusammen mit der Glei
hung der gefundenen Geraden einereduzierte Gr�obner-Basis von I bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung bildet!
Lösung: Zun�a
hst sind h und X − Y ein Erzeugendensystem, denn I = (f, g) = (f, X − Y),und das ist glei
h (h,X − Y), denn

f − 2h = X2 − Y2 − 6X + 6Y = (X + Y)(X − Y) − 6(X − Y) = (X + Y − 6)(X − Y) ,so da� si
h f und 2h um ein Vielfa
hes von X − Y unters
heiden.Zum Na
hweis, da� wir eine Gr�obner-Basis haben, bere
hnen und reduzieren wir das
S-Polynom

S(h,X − Y) = Xh − Y2(X − Y) = −3XY − 4X + Y3 .



Der f�uhrende Term −3XY ist ni
ht dur
h X2, aber dur
h X teilbar; Addition von 3Y(X−Y)f�uhrt auf −4X + Y3 − 3Y2. Der neue f�uhrende Term ist wieder dur
h X teilbar; Additionvon 4(X−Y) f�uhrt auf Y3 − 3Y2 − 4Y. Jetzt ist der f�uhrende Term Y3; Subtraktion von Yhreduziert den verbliebenen Ausdru
k auf Null.f) Analog gibt es ein Polynom h∗ ∈ Q[X], das zusammen mit der Geradenglei
hung einErzeugendensystem von I bildet. Finden Sie dieses!
Lösung: Einsetzen von X = Y in f f�uhrt auf 2X2−6X−8, wir k�onnen also h∗ = X2−3X−4nehmen.g) Geben Sie VC(I) explizit an!
Lösung: Die Nullstellen von h = Y2−3Y−4 haben Summe drei und Produkt −4, sind alsovier und minus eins. Somit besteht VC(I) aus den beiden Punkten (−1,−1) und (4, 4).h) Bilden h und h∗ bez�ugli
h irgendeiner Monomordnung eine Gr�obner-Basis von I ?
Lösung: Nein, denn sie bilden ni
ht einmal ein Erzeugendensystem: Das von ihnenerzeugte Ideal hat die vier Nullstellen (−1,−1), (−1, 4), (4,−1) und (4, 4), ist also kleinerals I und enth�alt insbesondere ni
ht das Element X − Y.
Aufgabe 4: (11 Punkte)a) Bere
hnen Sie eine Gr�obner-Basis des von

f = X2 + 2XY + Y2 und g = Y2 + 2XY + Xerzeugten Ideals I von Q[X, Y] bez�ugli
h der graduiert lexikographis
hen Ordnung!
Lösung: Die f�uhrenden Terme von f und g sind X2 und 2XY; daher ist

2S(f, g) = 2Yf − Xg = 3XY2 + 2Y3 − X2 .Dieses Polynom mu� modulo f und g reduziert werden.Sein f�uhrender Term 3XY2 ist dur
h XY teilbar; subtrahieren wir vom Doppelten 3Yg,erhalten wir Y3 − 2X2 − 3XY. Der neue f�uhrende Term Y3 ist weder dur
h den f�uhrendenTerm von f no
h den von g teilbar, geht also in den Rest. Neuer f�uhrender Term ist
−2X2, ein Vielfa
hes von X2. Addition von 2f f�uhrt auf XY + 2Y2 mit f�uhrendem Term
XY. Das Doppelte minus g ist 3Y2 − X, wobei kein Term mehr dur
h X2 oder XY teilbarist. Ein Vielfa
hes des Rests ist somit h = 2Y3 + 3Y2 − X. Dieses Polynom mu� zur Basishinzugenommen werden.

2S(f, h) = 2Y3f − X2h = 4Y6 + 6Y5 − 2XY3 − X4 − 2X3Y − X2Y2hat Y6 als f�uhrendes Monom; bei der Reduktion modulo f, g, h subtrahieren wir daher alserstes 2Y3h und erhalten −X4 − 2X3Y − X2Y = −X2f. Somit l�a�t si
h das S-Polynom aufNull reduzieren.
S(g, h) = Y2g−Xh = Y4 −2XY2 +X2 hat f�uhrenden Term Y4; Multiplikation mit zwei undSubtraktion von Yh ma
ht daraus −4XY2 + 2X2 − 3Y3 + XY. Der f�uhrende Term −4XY2ist dur
h XY teilbar; Addition von 2g f�uhrt auf 2X2 − Y3 + 3XY, was na
h Subtraktionvon 2f zu −Y3 −XY−2Y2 wird. Multiplikation mit zwei und Addition von h ma
ht daraus
−2XY −Y2 −X = −g. Somit lassen si
h beide S-Polynome auf Null reduzieren und {f, g, h}ist na
h dem Kriterium von Bu
hberger eine Gr�obner-Basis.



b) Ist die bere
hnete Gr�obner-Basis reduziert? Ersetzen Sie sie gegebenenfalls dur
h einereduzierte. Falls Sie keine Br�u
he als KoeÆzienten wollen, k�onnen Sie dabei die Bedingung,da� alle f�uhrenden KoeÆzienten eins sein sollen, ignorieren.
Lösung: Der f�uhrende Term 2XY von g kommt au
h in f vor, also m�ussen wir f ersetzendur
h f − g = X2 − X. Weitere Reduktionen sind ni
ht m�ogli
h, die reduzierte Gr�obner-Basis besteht also aus X2 − X, g und h.b) Hat die gefundene reduzierte Basis f�ur irgendeine Anordnung der Variablen die Formgem�a� Shape-Lemma?
Lösung: Nein; sie enth�alt zwar ein Polynom nur in X, aber keines der Form Y plusPolynom in X.
) Bestimmen Sie VC(I) und die Vielfa
hheiten aller Nullstellen!
Lösung: X2 − X hat die beiden Nullstellen x = 0 und x = 1. Setzen wir x = 0 in g ein,erhalten wie die Bedingung Y2 = 0, so da� au
h y = 0 sein mu�. Au
h h(0, Y) = 2Y3 −3Y2vers
hwindet im Nullpunkt, so da� (0, 0) eine L�osung ist.

g(1, Y) = Y2 + 2Y + 1 = (Y + 1)2 und h(1, Y) = 2Y3 + 3Y2 − 1vers
hwinden beide bei y = −1. Der Restklassenring hat die Standardmonome 1, X, Yund Y2 als Basis und ist damit vierdimensional; die Summe der Vielfa
hheiten der beidenNullstellen mu� also vier sein. O�ensi
htli
h ist (0, 0) mindestens eine doppelte Nullstelle,denn sowohl g(0, Y) als au
h h(0, Y) sind dur
h Y2 teilbar. g(1, Y) = (Y + 1)2, und h(1, Y)ist dur
h (Y + 1)2 teilbar mit Quotient 2Y − 1. Somit sind sowohl (0, 0) als au
h (1,−1)doppelte Nullstellen.d) Finden Sie eine Basis von √
I in einer Form gem�a� dem Shape-Lemma!

Lösung: Da f = (X + Y)2 in I liegt, mu� X + Y im Radikal liegen. Da die Nullstellen
y-Koordinaten 0 und −1 haben, mu� au
h Y2 + Y in √

I liegen. Beide zusammen bildenwegen der Shape-Lemma-Form bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung eine Gr�obner-Basis des von ihnen erzeugten Ideals J ⊆
√

I. Die Standardmonome dazu sind 1 und Y, alsoist der Restklassenring zweidimensional. Da VC(I) = VC

(
√

I
) ist, kann der Restklassenringmodulo √

I ni
ht kleiner sein, also ist √I = J = (X + Y, Y2 + Y).
Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Das Ideal I in Q[X, Y] werde erzeugt von den beiden Polynomen f = X − Y − Y2 und
g = X − Y2 − Y3. Finden Sie ein Polynom aus Q[Y] in diesem Ideal, das zusammen miteinem der beiden Polynome f oder g ein Erzeugendensystem von I in der Form gem�a�dem Shape-Lemma bildet!
Lösung: h = f − g = Y3 − Y liegt in Q[Y], und nat�urli
h ist (f, g) = (f, h) = (g, h). Da hden Grad drei hat, bildet es nur zusammen mit f eine Basis gem�a� Shape-Lemma.b) Bez�ugli
h wel
her Monomordnung ist dieses Erzeugendensystem si
her eine Gr�obner-Basis?
Lösung: Wie in der Vorlesung gezeigt, ist es eine Gr�obner-Basis bez�ugli
h der lexiko-graphis
hen Ordnung mit X > Y.
) Bestimmen Sie VC(I) !
Lösung: h hat die drei Nullstellen −1, 0, 1. Da au
h f vers
hwinden mu�, ist x = y + y2f�ur jedes (x, y) ∈ VC(I). Wir haben somit die drei L�osungen (0,−1), (0, 0) und (2, 1),



d) Wel
he Multiplizit�aten haben die einzelnen L�osungen?
Lösung: Da f und h eine Gr�obner-Basis bilden, sind die Standardmonome 1, Y, Y2 dazueine Vektorraumbasis des Restklassenrings. Somit ist die Summe aller Vielfa
hheiten glei
hdrei, d.h. alle Nullstellen sind einfa
h.
Aufgabe 6: (6 Punkte)a) Wel
he Nullstellen hat das Polynom f = X4 − 2X3 − 4X2 + 10X − 5, und wel
he Vielfa
h-heiten haben sie?Hinweis: Bestimmen Sie f�ur jede gefundene Nullstelle glei
h deren Vielfa
hheit!
Lösung: Das Produkt aller Nullstellen ist na
h Vi�ete glei
h minus f�unf (vier ist gerade),und die Summe ist zwei. f(1) = 1 − 2 − 4 + 10 − 5 = 0, also ist eins eine Nullstelle.
f′ = 4X3 −6X2 −8X+10 vers
hwindet ebenfalls dort, f′′ = 12X2 −12X−8 aber ni
ht. Alsoist eins eine doppelte Nullstelle. Das Produkt der restli
hen beiden Nullstellen ist immerno
h minus f�unf, aber ihre Summe ist nun Null, d.h. die restli
hen Nullstellen sind ±

√
5und m�ussen einfa
h sein, da die Summe aller Vielfa
hheiten glei
h dem Grad ist.b) Finden Sie ein quadratfreies Polynom mit denselben Nullstellen!

Lösung: Da nur die Eins eine doppelte Nullstelle ist, m�ussen wir f dur
h X−1 dividieren;das Ergebnis ist X3 − X2 − 5X + 5.
Aufgabe 7: (4 Punkte)Finden Sie eine separierende Linearform aus Q[X, Y] f�ur die Menge {0, 1} × {1, 2} !
Lösung: Eine Gerade, die dur
h zwei der vier Punkte (0, 1), (0, 2), (1, 1) und (1, 2) geht,hat als Steigung die Di�erenz der y-Koordinaten dur
h die Di�erenz der x-Koordinaten,ist also entweder parallel zur y-A
hse, oder hat ganzzahlige Steigung. F�ur die Gerade
y = x/2 ist beides ni
ht der Fall; also ist X − 2Y eine separierende Linearform.
Aufgabe 8: (4 Punkte)a) Bere
hnen Sie die Resultante des Polynoms f = X2 + pX + q ∈ R[X] und seiner Ableitungbez�ugli
h der Variablen X!
Lösung: f′ = 2X + p; die Resultante ist daherResX(f, f′) =
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= p2 − 2(p2 − 2q) = −p2 + 4q .b) Was bedeutet es f�ur die L�osungen der quadratis
hen Glei
hung x2 + px + q = 0, wenndiese Resultante positiv, negativ bzw. Null ist?
Lösung: Die Nullstellen sind −p
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−ResX(f, f′). Bei negativerResultante gibt es daher zwei reelle L�osungen, bei positiver zwei konjugiert komplexe, undbei vers
hwindender Resultante gibt es eine doppelte (reelle) Nullstelle.
Abgabe bis zum Montag, dem 18. Dezember 2017, um 10.00 Uhr


