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Beispielaufgaben für die Modulklausur Computeralgebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)a) Wel
he Bedingungen mu� eine Teilmenge I ⊆ R eines Rings erf�ullen, um ein Ideal zu sein?b) Wel
he der folgenden Teilmengen sind Ideale in Z[X]? (Bei den angegebenen Polynomensoll stets d beliebig und ad 6= 0 sein.)
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) Geben Sie in allen F�allen, in denen Mi ein Ideal ist, ein m�ogli
hst einfa
hes Erzeugenden-system von Mi an!
Aufgabe 2: (18 Punkte)Wir arbeiten mit der lexikographis
hen Ordnung (mit X > Y) im Polynomring Q[X, Y]und betra
hten dort das Ideal I = (f, g) mit

f = (X − 1)2 + 2(Y − 1)2 − 3 und g = (X − 1)2 − Y2 − 1 .a) Zeigen Sie, da� f und g keine Gr�obner-Basis von I bilden.b) Zeigen Sie, da� g und f − g eine Gr�obner-Basis bilden!
) Zeigen Sie ohne weitere Re
hnung: Wenn g und f − g eine Gr�obner-Basis von I bilden,gilt dasselbe f�ur f und f − g.d) Geben Sie eine reduzierte Gr�obner-Basis von I an!e) Auf wel
he reduzierte Gr�obner-Basis h�atte die Basis aus f und f − g gef�uhrt?f) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge V(I) !g) Interpretieren Sie das Ergebnis geometris
h!
Aufgabe 3: (6 Punkte)a) Zeigen Sie: f = X4Y2 + 2X2Y + 3X3 und g = X2Y4 + 3XY2 + 2Y3 bilden bez�ugli
h jederMonomordnung eine Gr�obner-Basis des von ihnen erzeugten Ideals von Q[X, Y].b) Bilden Sie au
h bez�ugli
h jeder Monomordnung eine reduzierte Gr�obner-Basis?



Aufgabe 4: (18 Punkte)Wir betra
hten das Ideal I = (f, g) mit
f = (X − 1)2 + Y2 − 25 und g = (X − 1)Y − 12im Polynomring Q[X, Y].a) Zeigen Sie, da� g bez�ugli
h jeder Monomordnung (au
h sol
her, die ni
ht in der Vorlesungbehandelt wurden) denselben f�uhrenden Term hat!b) Geben Sie f�ur jeden Term von f, der als f�uhrender Term bez�ugli
h einer Monomordnungauftreten kann, eine entspre
hende Monomordnung an! Im folgenden arbeiten wir mit derlexikographis
hen Ordnung mit X > Y.
) Bere
hnen Sie das S-Polynom von f und g und bestimmen Sie seinen Rest h bei derDivision dur
h f und g !d) Bere
hnen Sie das S-Polynom k von g und h !e) Zeigen Sie, da� h und k eine Gr�obner-Basis des Ideal (h, k) in Q[X, Y] bilden, undbestimmen Sie die zugeh�orige reduzierte Basis!f) Warum ist (h, k) ⊆ (f, g)?g) Zeigen Sie, da� sogar (h, k) = (f, g) ist!h) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f und g !i) Interpretieren Sie das Ergebnis geometris
h!

Aufgabe 5: (5 Punkte)Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms X6 + 3X5 + 2X4 − 25X2 − 75X − 50 !
Aufgabe 6: (8 Punkte)Auf Nn

0 sei eine Gr�o�erbeziehung dadur
h de�niert, da� α > β falls ∑n

i=1 iαi >
∑n

i=1 iβigilt oder ∑n

i=1 iαi =
∑n

i=1 iβi und α ist lexikographis
h kleiner als β.a) Zeigen Sie, da� dies eine Monomordnung de�niert!b) Ordnen Sie die Monome im Polynom X1X2X3X4 + X3
2X4 + X1X3

3 der Gr�o�e na
h!
) Bere
hnen Sie f�ur zwei n-Tupel α,β ∈ Nn
0 das S-Polynom von Xα und Xβ bez�ugli
h dieserMonomordnung. Unters
heidet es si
h von dem bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung?

Aufgabe 7: (10 Punkte)a) Dividieren Sie das Polynom f = X2Y + XY2 − X2 + X + Y2 + Y4 ∈ Q[X, Y] dur
h die beidenPolynome f1 = X + Y2 und f2 = X2 + XY + Y3 bez�ugli
h der graduiert lexikographis
henOrdnung!b) Bilden f1 und f2 eineGr�obner-Basis des von ihnen erzeugten Ideals? Falls ni
ht, erg�anzenSie f1, f2 zu einer Gr�obner-Basis!
) Liegt f im Ideal (f1, f2) ?
Aufgabe 8: (5 Punkte)Finden Sie ein quadratfreies Polynom, das die glei
hen Nullstellen hat wie X8 −3X6 −2X5 !



Aufgabe 9: (4 Punkte)Finden Sie eine separierende Linearform f�ur die Menge {1, 2, 3} × {1, 2, 3} !
Aufgabe 10: (10 Punkte)a) Das Ideal I in Q[X, Y] werde erzeugt von den beiden Polynomen f = X + Y2 + Y3 + Y4 und
g = X + Y3 + Y4 + Y5. Finden Sie ein Polynom aus Q[Y] in diesem Ideal, das zusammenmit einem der beiden Polynome f oder g ein Erzeugendensystem von I in der Form gem�a�dem Shape-Lemma bildet!b) Bez�ugli
h wel
her Monomordnungen ist dieses Erzeugendensystem eine Gr�obner-Basis?
) Bestimmen Sie VC(I) !d) Wel
he Multiplizit�aten haben die einzelnen L�osungen?e) Finden Sie ein Ideal J mit VC(J) = VC(I) derart, da� alle L�osungen in VC(J) Vielfa
hheiteins haben!
Aufgabe 11: (6 Punkte)a) Bere
hnen Sie die Resultante des Polynoms f = X3+pX+q und seiner Ableitung bez�ugli
hder Variablen X!b) Was bedeutet es f�ur die L�osungen der kubis
hen Glei
hung x3 + px + q = 0, wenn dieseResultante ni
ht vers
hwindet?


