Kapitel 3
Modulare Methoden

81: Rechnen mit homomorphen Bildern

In Kapitel I, §2, haben wir gesehen, dal3 selbst ein theoretisch so ein-
faches Verfahren wie deruUkLiDische Algorithmus schon bei zwei
relativ kleinen Polynomen mit ggT eins zu riesigen Zwiscirgeb-
nissen fihren kann. Diese Explosion der Zwischenergebnisse ist ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das beiledt nur
beim EUKLIDischen Algorithmus auftritt; es ist auch der Grundidaf
daf in der Computeralgebra die Speicheéfig oft wichtiger ist als die
Rechengeschwindigkeit.

Natirlich bemihten sich Mathematiker, seitdem sie Compuieisiym-
bolisches Rechnen benutzen, mit diesem Problem fertig zulene
und haben eine ganze Reihe von Atze entwickelt. Zwei relativ uni-
versell einsetzbare Verfahren sollen in diesem und dééchsten Kapitel
vorgestellt werden.

Die Grundidee ist in beidendflen dieselbe: Wenn wiiberZ odertber
einem Polynomring?[ X] rechnen, kommen wir immer wieder an eine
Stelle, an der wir dividieren irssen, und ab dann haben wir Nenner, die
in vielen interessanterdfien leider sehr schnell giier werden.

Rechnen wir allerdings statt iA modulo einer Primzahl, also imad€-
perF, = Z/p = Z/(p), so erhalten wir auch als Zwischenergebnisse
Elemente aud, statt ausQ, wir bleiben also immer ir¥, — es sei
denn, wir missen irZ durch ein Vielfaches vop dividieren. Wenn wir
modulop rechnen, knnen wir hoffen, dal das so berechnete Ergebnis
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gleich dem wirklich interessierenden Ergebnis modulst. Das muf3
natirlich nicht der Fall sein; in solcherdben reden wir von schlechter
Reduktion, andernfalls von guter Reduktion moduilo

Im Falle guter Reduktion kennen wir das gesuchte Ergebnduiog.
Falls wir wissen, dal} alle dort vorkommenden Zahlen betnasg
kleiner sind al®/2, reicht das, um das Ergebnis zu rekonstruieren, denn
zwischen—p/2 undp/2 gibt es keine zwei Zahlen, die dieselbe Rest-
klasse modulg haben. Er die Anwendung modularer Methoden ist
es daher wesentlich, daf wir eine Schrarikeden Betrag der vorkom-
menden Gol3en haben.

Oft wird diese Schranke ziemlich grol3 sein, und dann wirchaies
Rechnen modulo einer Primzahl, die mehr als doppelt so griol$saul3,
schnell teuer.

Zur Losung dieses Problems gibt es zwei aize: Entweder wir rech-
nen modulo mehrerer Primzahlen und versuchen, die Ergabirs
gendwie zusammenzusetzen — darum geht es bei den modulatko-M
den in diesem Kapitel. Alternativdanen wir uns auf eine Primzajl
beschanken und dannversuchen, die Ergebnisse hochzuhebenet: Erg
nissen modulg?, p°, p*, ..., bis wir iber dem doppelten der Schranke
liegen. Mit diesen sogenannteradischen Methoden werden wir uns
Im nachsten Kapitel besélftigen.

Auch wenn wir zum Rechnen in einem Polynomritig &éine der Vari-
ablen einen Wert einsetzen, haben wir dieselben beidaglibhkeiten:

Fur nichtkonstante Polynome reicht es iiméith nie, nur einen Wert
einzusetzen, aber die wohlbekannten Interpolationsrezfaerlauben
uns, ein Polynom vom Gradkhstend zu rekonstruieren, wenn wir sei-
nen Wert ani+1 Stellen kennen —das ist hier die modulare Methode. Bei
derp-adischen Methode beachten wir, dal’ der Wert eines Polyaams
der StelleX = c gerade das Polynom modul6 — ¢ ist. Kbnnen wir da-
raus das Polynom modul&(— c)2 und so weiter rekonstruieren, kennen
wir ein Polynom vom Grad, sobald wir es modulaX — ¢)*** kennen.

In diesem Kapitel geht es, wie gesagt, nur um modulare Methoidh
nachsten Paragraphen wollen wir deren Grundlaggliohst allgemein
herleiten.
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82: Der chinesische Restesatz

Um sowohlZ als auch Polynomringe in einer \&arderlichen zusam-
menzufassen und in einer verallgemeineruagsfen Weise zu behan-
deln, beginnen wir ganz abstrakt:

Wir gehen aus von einem Ring§, wie Ublich kommutativ und mit
Einselement, und Idealely < I furj=1,...,r.

Definition: Die Idealel,,...,I, < R heilRenpaarweise erzeugend,
wenn es iir je zwei Indizes # j Elementen!’’ € I, undn!” € I gibt,

so dafny +n! = List.

Fur Ideale {n,), ..., (m,) < Zist jedes Element aus{;) von der Form

am; mit a € Z; diese Ideale sind also paarweise erzeugend, wenn es
a{” € Z gibt, so daRiri 7 j gilt: a’m; +a{’m; = 1. Dann niissen

m,; undm; teilerfremd sein, denn jeder gemeinsame Teiler ist auch ein
Teiler der Eins. Sind umgekehtt; undm; teilerfremd, so liefert uns der

erweiterte KLIDische Algorithmus ganze Zahlezﬁ” und ag;-) derart,

daBa’m; + a?m; = 1 ist. Hier bedeutet paarweise erzeugend also
einfach, dal3 die Erzeugenden der Ideale paarweise teiedfsind.

Der chinesische Restesatz in seiner allgemeinsten Foragbes

Satz:Sind I, ..., I. paarweise erzeugend, so ist

Zum Beweisbetrachten wir die Abbildung

R— @ R/,
(b- _]=1 ’
f'_> (f+117"'7f+[r)
wobei f +1; die Restklasse vofimodulol; bezeichnet. Diese ist genau

dann das Nullelement voR/I;, wennf in I liegt; der Kern von® ist
also der Durchschnitt der Ideale.
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Als nachstes wollen wir ungberlegen, da® surjektiv ist: Wir gehen
also aus von irgendwelchen Elementgn. .., f, € R und suchen ein
Elementf € R derart, da3 modulo jedem der Idedledie Elementef
und f; die gleiche Restklasse haben.

Diese lbonnen wir uns wie im Beweis gegen Ende des letzten Kapitels
mit einer Verallgemeinerung deraGRANGE-Formel zur Interpolation
verschaffen: Wir konstruieren unarfjedes; ein Element;, das mo-
dulo I, die Eins voni?/ I ist und modulo der restlichef) die Null von
R/I,. Dadie Ideale paarweise erzeugend sind, gibfies¥ j Elemente

n{ € I, undn!? € I, derart, daf! +n!” = 1ist. Das Produkt

,
€ = H”E‘j)

liegt somit in allen Idealed, mit ¢ 7 5, denn es ist ein Vielfaches von

nt). AuRerdem ist

ngj) =1- ngi) mit ngi) €l
moduloJ; sind daher alle{’’ gleich dem Einselement vai/ I,. Damit
ist auche; als Produkt dieser Elemente modulpgleich eins. Setzen

wir nun i
f=2 e
J=1
so liegt

f = 1€ :Zfiei

7
in I, da allee; mit 7 # j dort liegen. Modulo/; ist f also f,e;, und
dae; modulo/; das Einselement ist, folgt, dafsund f; die gleiche
Restklasse irR/Ij haben. Dies zeigt die Surjektigit von ®, und da
wir den Kern bereits als Durchschnitt deridentifiziert haben, folgt die
Behauptung aus dem Homomorphiesatz. .
Speziellfir R = Z erhalten wir die traditionelle Version des chinesischen
Restesatzes:
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Satz: Sind mq,...,m, paarweise teilerfremde riatiche Zahlen und
istm das Produkt dem,, so ist

Z]m = éZ/ml :
i=1

Fur beliebig vorgegebene ganze Zahlengibt es stets eix € Z, so
dal3z = x; modm, fur alles; diese losungz ist eindeutig modulan.
|

Die explizite Konstruktion von: verwendet naltrlich den erweiterten
EukLIDischen Algorithmus: Im Falle von nur zwei Modubm., m,
liefert er ganze Zahlea,, a,, fur diea;m, + a,m, = 1 ist. Dann ist

1 modm,

e =a,my,=1—aymq = {0 odm
2

und
0 modm,
e =amy=1—a,m, =
1 modm,
undz = e;xq + ey, ISt eine Losung.

Bei mehr als zwei Modulnn; kann man entweder die Konstruktion
aus dem Beweis des obigen Satzes nachmachen, oder abawstbei
vorgehen: Man konstruiert zaohst ein

) Tq mOd mq
xr = )
Lo mOd mo

dann ein

3) =* mod mqMm,
x =
T3 mod mg

und so weiter.

Imitiert man die Konstruktion im obigen Beweis, berechneanm
zurachst fir jedes;j das Produkt

mj=||mi

i7j
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und bestimmt dazu Elementg, 8, € R, fur die gilta;m; + 8;m; = 1.
Dann ist

r

x = Zﬁimiai = B;m;a; = (L—a;m;)a; = a; modm, .

i=1

Ein Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dal3 dexliDische Algorith-
mus hier einmal mehr angewendet werden muf3 und daf3 man schon v
Anfang an mit go3eren Zahlen rechnen muf3.
Der chinesische Restesatz hat seinen Namen daher, daflieimgbinesische Genéle
ihre Truppen in Zweier-, Dreier-,infer-, Siebenerreihamsw.antreten lie3en und jeweils
nur die (i.a. unvollsindige) letzte Reihe aBhlten. Aus den Ergebnissen liel3 sich die

Gesamtzahl der Soldaten berechnen, wenn das Produkt dehiesienen Reiheinhgen
groRRer war als diese Anzahl.

Es ist zwar fraglich, ob es in China wirklich Geaér gab, die diesen Satz kannten und
anwendeten, aber Beispiele dazu finden sich bereits in eth@msischen Lehrbuch des
dreizehnten Jahrhunderts, den 1247 erschienklahematischen Abhandlungen in neun
Bandenvon GH’'IN CHIU-SHAO (1202-1261). Dort geht es allerdings nicht um Soldaten,
sondern um Reiskner.

Im Falle eines Polynomring#[X] sind vor allem Ideale der Form
I; = (X — ;) interessant; die Restklasse eines Polyngnis 12/,

ist dann umkehrbar eindeutig bestimmt duifdr ;). Gesucht ist daher
ein f € R[X], so dalf(z;) fur jedes; gleich einem vorgegebene
Wertz; € Rist: Wir miissen also ein klassisches Interpolationsproblem
losen.

83: Modulare Berechnung der Resultante

Beginnen wir mit der Resultante zweier Polynome
Fza, X%+ +a X +a; und g=b X+ - +b,X +b,
in einer Ve&nderlichen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ihre Restdtan

Res (f.9)=|,  ° .
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Ist als Determinante einer ganzzahligen Matrix selbst gainlzy, &f}3t
sich aber schonik moderat grof3e Gradé und e nicht mehr mit ei-
nem realistischen Aufwanidber den laPLACESchen Entwicklungssatz
berechnen. Die Berechnung nach Art des<EDischen Algorithmus
in Q[X] aus Kapitel I,56, erfordert deutlich weniger Rechenopera-
tionen, fihrt allerdings meist relativ schnell zu rationalen Zahheih
riesigen Nennern. Wenn wir modulo einer Primzalnéchnen, wenden
wir diesen Algorithmus i, [ X ] an, und dort haben natlich auch alle
Zwischenergebnisse Koeffizienten dygs

Sei alsop prim; wir betrachten

f? = (@, modp) X + -+ - + (a; modp)X + (ap modp) € F,[X]
und

g™ = (b, modp)X© +- - -+ (b, modp) X + (b, modp) € F,[X].

Wenna, durchp teilbar ist, hatf® einen kleineren Grad alg, und
wennb, durchp teilbar ist, ha’y(p) einen kleineren Grad ails In beiden
Fallen hat die SLVESTER-Matrix von f(p) undg(p) eine andere Gestalt
als die vonf undg; wir konnen daher nicht erwarten, dal3 R€g, g)
und Res (f%, ¢”)) viel miteinander zu tun haben. In diese&llEn
sagen wir, das Problem habe schlechte Reduktiop.bei

Wenn p keinen der beidenithrenden Koeffizienten teilt, ist auch
degf® = d und degy” = ¢; die Resultante der beiden Polynome
sieht also genauso aus wie die obige Determinante, nur dall&kEin-
trage modulg betrachten. Da die Determinante ein Polynom in ihren
Eintragen ist, erhalten wir genau das gleiche Ergebnis, wenniwir s
zurachst inZ berechnen und dann zur Restklasse mogulbergehen.
Somit ist

Res¢ (/" g") = Res (/. 9) modp
falls p kein Teiler vona,; oderb, ist.

In diesen fllen sagen wir, das Problem habe gute Reduktion mqgdulo

Um die Resultante modular berechnen zunken, brauchen wir noch
eine obere Schrankéifihren Betrag.
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Betrachten wir zuachst die Determinante einer beliebigexnr-Matrix
A = (a;;). Fur jeden Index sei eine Schrankg; gegeben derart, daf3

|a;;| < b, fir allej. Dann ist

|detA| = Z sgnm - a’lﬂ'(l) T a”l"ﬂ'(’l“) < Z ‘0’171'(1)‘ T ’a"l“ﬂ'(’l“)‘

WEST 7T€Sr

< Z by---b.=rl-by--b,

TES,

Um dies auf den Fall einer Resultanten anzuwenden, brauefren
Schrankeniir die Koeffizienten eines Polynoms.

Definition: Die Hohe H(P) eines Polynom® =¢, X" +---¢; X + ¢
ausC[ X] ist das Maximum der Befige der Koeffizienten,, ..., c,,.

Die erstene Spalten der Resultante vghund g haben Koeffizienten
von f als Eintge; ihre Betiige sind kleiner oder gleich debHe H (f)
von f. Die restlichend Zeilen enthalten Koeffizienten vo, deren
Betrage durchf (¢) beschankt sind. Somit ist

Res(f, 9)] < (d+e)! - H(f)" - H(g)".
Damit ist klar, wie wir die Resultante modular berechnénirken:

1. Ansatz:Wir wahlen eine Primzahp > 2(d + e)! - H(f)* - H(g)".

Da H(f) > |ay| und H(g) > |b.|, kannp fur positived und e kein
Teiler vona, oderb, sein, es gibt also keine schlechte Reduktion. Wir
berechnen daher Rgsf(p),g(p)), und Res (f, g) ist die einzige ganze
Zahl mit Betrag kbchstensd +e)! - H(f) - H(g)d, die modulop diese
Restklasse hat.

2. AnsatzWir wahlen verschiedene Primzahlep. . ., p,., modulo de-

rer das Problem gute Reduktion hat und deren Produlgrol3er ist

als 2@ +e)! - H(f)" - H(g)d. Fur jede der Primzahlep, berechnen

wir ResX(f(p"), g(p")) und setzen die Ergebnisse nach dem chinesischen
Restesatz zusammen zu einer Restklasse madulWieder ist die Re-
sultante die einzige Zahl mit Betragthstensd + e)! - H(f)° - H(g)",

die modulo/N diese Restklasse hat.
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Auch Resultanten von Polynomen in mehrerendvelerlichen lassen
sich modular berechnen: Seien etfigy € Z[ X, Y] zwei Polynome
zweier Veanderlichen, deren Resultante giich Y wir berechnen
wollen. Dazu fassen wir bekanntlighund g auf als Polynome iy” mit
Koeffizienten aug.[ X], also

f=1(X,Y) = ag(X)Y +- -+ ay(X)Y +ag(X)

und
g=g(X,Y) = b (X)Y " +- - + by (X)Y +bp(X) ;

die Resultante ist die Determinante dem\@&STER-Matrix mit diesen
Koeffizienten als Eintigen.

Setzen wir ir X eine ganze Zahl ein, werden
e, Y) = ag@Y* + - +ay(e)Y +aglc) € Z[Y]

und
9(e,Y) = b ()Y +--- +by(c)Y +by(c) € Z[Y]

zu Polynomen in einer VVanderlichen, deren Resultante

ay(c) e ag(c)

ay(c) ao(c)

b.(0) » bo(c)

b.(c) e bo(c)
wir nach obigem Algorithmus modular berechnémken.

Auch hier missen wir darauf achten, daf3 wir keine schlechte Reduktion
haben, dal’ der Grad vdftc, Y) also nicht kleiner wird als der-Grad

von f und entsprechendif g. Der eingesetzte Wertdarf also weder
eine Nullstelle voru,; noch eine vorb, sein.

Alsdann hat die @.VESTER-Matrix von f(c, Y) undg(c, Y) beiglichY
dieselbe Gestalt wie die vofiund g, und wieder gilt: Zumindest vom
Ergebnis her ist es gleiciifiig, ob wir zurachst die Resultante voh
undg als Polynom auZ[ X] bestimmen und dann den Werginsetzen,
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oder ob wirc gleich in alle Eintage einsetzen und dann die Resultante
als ganze Zahl berechnen:

Res (f,9)(c) = Res/ (f(c,Y), 9(c,Y))
fallsa,(c) Z0 und b_(c) Z0.

Falls Res (f,g) € Z[X] den Gradn hat, betigen wirn + 1 solche
Wertec, um das Polynom durch Interpolation zu bestimmaeir. éinen
Algorithmus zur Berechnung von Reff, g) fehlt also noch eine obere
Schrankeiir den Grad der Resultante.

Beginnen wir wieder mit der Determinante einer beliebiger r-
Matrix mit Polynomen inY als Eintgen. Falls alle Einfige deri-
ten Zeile lochstens den Grad, haben, hat jedes der Produkte aus
dem LAaPLACESchen Entwicklungssatdbhstens die Summe dey als
Grad, und da sich der Grad durch Addition nichtdran kann, ist diese
Summe auch eine obere Schranteden Grad der Determinante.

Hat also jeder der Koeffizientem, = a,(Y) € Z[Y] hdochstens den
Gradn und jeder der Koeffizienteh; hochstens den Gragh, so hat
die Resultantedchstens den Graek + md. Wir kobnnen die Resultante
daher als Interpolationspolynom vom Graitchstens.e + md bestim-
men, wenn wir die Resultante vgifc, Y) undg(c,Y) fUrne+ md + 1
verschiedene Werteberechnen, wobei diese allesamt weder Nullstellen
vona, noch vonb, sein dirfen.

Resultanten von Polynomen in drei ¥ederlichen kann man mit der
gleichen Strategie ziuickfuhren auf solche in zwei Vanderlichen, sol-
che in vier auf solche in drei, und so weiter. Wenn man sibérlegt,
wie viele Berechnungen von Resultanten ganzzahliger Batgnin ei-
ner Velnderlichen hinter dieser Vorgehensweise stehen, macatiies
eine sehr ineffiziente Methode erscheinen, almBvyR&EE. COLLINS hat
1971 die verschiedenen bekannten Methoden verglichen amdzkim
Schlul3, dal’ dies die effizienteste Vorgehensweise ist; sie

GEORGEE. CoLLINS: The Calculation of Multivariate Polyno-
mial Resultants]). ACM.18(1971), S. 515-532
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(DasJournal of the ACM(Association for Computing Machinery) ist
Im Netz der Universit Mannheim online veiifgbar und steht auch als
Papierausgabe in der Bibliothek.)

Seit 1971 gab es niatich viele Fortschritte in der Computeralgebra und
Verbesserungen an allen bekannten Verfahren, aber saheiweil3,
gab es nichts, was eine andere Vorgehensweise besser aisdligare
Berechnung werden liel3.

84: Die Landau-Mignotte-Schranke

Als nachstes Beispielif die Anwendung modularer Methoden wollen
wir die Berechnung des gRten gemeinsamen Teilers betrachten. Hier
wird sich herausstellen, dal3 die Identifikation der Stedlgniechter Re-
duktion sehr viel schwieriger ist als im Falle der Resukaiberechnung;
daher soll die modulare Berechnung des ggT auf mehrere Alitzh
verteilt werden. Hier im ersten geht es um eine Schrailkdie Koeffi-
zienten des ggT zweier ganzzahliger Polynome in einegivierlichen.

Da wir spater auch Schrankeriif die Koeffizienten der irreduziblen
Faktoren eines Polynoms hiigen werden, beginnen wir mit der all-
gemeineren Frage nach Schrankénldeliebige Teiler.

f € Z[X] sei also ein bekanntes Polynom mit ganzzahligen Koeffizi-
enten, und; € Z[X] sei ein (im allgemeinen noch unbekannter) Teiler
von f. Wir wollen eine obere Schrankéirf die Koeffizienten vory
finden.

Dazu ordnen wir jedem Polynom

d
=Y X" eClX]

k=0
mit komplexen Koeffizienter:;,, eine Reihe von Mal3zahleriirf die
GrolRe der Koeffizienten zu: Wir kennen bereits dighid
d
H(f) = max|ay| ,

und unser Ziel ist es{if ein gegebenes Polynofne Z[ X] die Hohe
seiner Teiler abzusétzen. Auf dem Weg zu dieser Absithung werden
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uns noch eine Reihe andererdBen nitzlich sein, darunter dielt und
die L?>-Norm

d d d
1l =D lagl und [[£ll= 4| D apa, = 4| Y lal*.
k=0 k=0 k=0

Fur die drei bislang definierten G8en gilt

Lemma 1: H(f) < || fll; < [[fll; < Vd+1|f|, < (d+1)H(f)

Beweis:Ist a,, der betragsgifdte Koeffizient vory, so ist

H(f) = |a,| = \/]a,|”

offensichtlich kleiner oder gleichf||,. Dies wiederum ist nach der Drei-
ecksungleichung kleiner oder gleidtf||;, denn schreiben wir i
den Koeffizientenvektor vofi als Summe von Vielfachen der Basisvek-
toren, d.h.

o) ag 0 0
aq 0 aq 0

= + + . + ,
a 0 0 aq

so steht links ein Vektor derdnge|| f||,, und rechts stehen Vektoren,
deren langen sich zyf ||, summieren.

Das rachste Ungleichheitszeichen ist dieUCHY-SCHWARzsche Un-
gleichung, angewandt auf die Vektoren

o L [
a 1
_1 und )
‘ad‘ 1

Das Skalarprodukt dieser beiden Vektoren ist die Summeéagderalso
die L*-Norm || /| ., die Lange des ersten Vektors ist gleigli||,, und
die des zweiten ist/d + 1.
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Schlieflich ist noch

d d
1= S ey < | o, P = Vd+1la,| = Vd+ LH(f);
4=0 4=0

multipliziert man diese Ungleichung mjtd + 1 folgt die letzte Unglei-

chung aus der Behauptung. .

Es ist alles andere als offensichtlich, wie sich die drelenig definier-

ten Mafl3zahlenifr einen Teiler eines Polynoms durch die entsprechende
GrolRen fir das Polynom selbst absidhen lassen, deniber die Ko-
effizienten eines Teilersdkinen wir leider nur sehr wenig sagésber
seine Nullstellen allerdings schon: Die Nullstellen eiiteders bilden
natirlich eine Teilmenge der Nullstellen des Polynoms. Aldtiesowir
versuchen, auch die Nullstellen ins Spiel zu bringen.

Den Zusammenhang zwischen Nullstellen und Koeffizientfedt uns
der Wurzelsatz von M TE.

FRANCOIS VIETE (1540-1603) studierte Jura an der
Universitat Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn GIARLES IX (obwohl VIETE Hugenotte war)

in die bretonische Regierung; unteekR! Il wurde

er geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der
katholischen Liga vom Hofe verbannt und betriéinff
Jahre lang nur Mathematik. UntereNRI IV arbeite-

te er wieder am Hof und knackte u.a. versdselte
Botschaften an den spanischearg PHILIP 1I. In sei-
nem Buchln artem analyticam isagogechnete er als
erster systematisch mit symbolischeroGen.

Angenommen, wir haben ein Polynom
— 2
2X ++a2X +a1X+ao,

mit hochstem Koeffizienten eins und mit (nicht notwendigerweese
schiedenen) Nullstellesy, . . ., z,;. Dann ist auch

=X = 2)(X —2) (X —2p) .



115 Computeralgebra ws 2014

Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich liefert

ag 1:_(Zl+...+zd)

q_o = E ZIZJ

1<J

a/d_s = — E ZZZJZk

1<j<k

ag = (—l)dzl 2
Allgemein ista,_, bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Pro-
dukte ausk Werten z; mit verschiedenem Indexs, also eine aus
d — k Wertenz;. Diese Summen bezeichnet man alselEmentarsym-

metrischen Funktionem z,,..., 2, und die obigen Gleichungen als
den Wurzelsatz von ETE.

Um die Koeffizienten eines Polynoms durch die Nullstelleschtzen

zu kbnnen, brauchen wir also obere Schrankardie Betage der Pro-
dukte aus: Nullstellen. Natirlich ist jedes solche Produkt ein Teilpro-
dukt des Produkts, - - - z,; aller Nullstellen, aber dasgihrt zu keiner Ab-
schatzung, da unter den fehlenden Nullstellen auch welchekéginen,
deren Betrag kleiner als eins ist. Um eine obere Schrdinkeein Betrag

zu kommen, rissen wir diese Nullstellen im Produk{- - - z,; durch
Einsen ersetzen; danrdoknen wir sicher sein, dal3 kein Produkt von
k Nullstellen einen gil3eren Betrag hat als das so modifizierte Produkt.
DieseUberlegungenifhren auf die

Definition: DasMal u(f) eines nichtkonstanten Polynoms

d
Fra (X —2)

=1
ist das Produkt der Betge aller Nullstellen von Betrag@ger eins mal
dem Betrag desihrenden Koeffizientea, von f:

d
u(f) = lag] [ max(1L, |2]) -

j=1
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Dieses Mal3 ist im allgemeinen nur schwer explizit berecherma man
dazu die amtlichen Nullstellen des Polynoms explizit kennen muf3. Es
hat aber den groR3en Vorteil, dailk zwei Polynomef und g trivialer-
weise gilt

p(f - g) = p(f) - 1(g) .

Auch kbonnen wir es nach dem Wurzelsatz vorg £ leicht fur eine Ab-
schatzung der Koeffizienten verwender);/a,, ist bis aufs Vorzeichen
die Summe aller Produkte vah— k Nullstellen, und jedes einzelne
solche Produkt mala,| hat bchstens den Betrag(f). Die Anzahl
der Summanden ist die Anzahl vondglichkeiten, augl Indizes eine
k-elementige Teilmenge auszahlen, alsq?). D%mit folgt

Lemma 2: Fr ein nichtkonstantes Polynojn= Z aka e C[X] ist
d k=0
|ag| < (k)’u(f)'

Der giol3te unter den Binomialkoeﬁizientég\) ist bekanntlich der mitt-
lerebzw.sind die beiden mittleren, und die Summe aller Binomialkoef
fizienten(?) ist, wie die binomische Formelif (1 + 1Y zeigt, gleich 2.
Damit folgt

Korollar: Fur ein nichtkonstantes Polynofne C[X] ist

H(f)s( )u(f) und H(P) < |1£l, < 2().

d
[d/2]
Zur Absclatzung des Mal3es durch eine Norm zeigen wirdninst

Lemma 3: FUr jedes Polynonf € C[X] und jede komplexe Zahl ist
(X = 2)fll, = |GX = Dfl, -

d
Beweigdurch explizite Berechnung der beiden Seiten:/Sei akXd.
k=0

Das Quadratvofi(X — 2)f|, = ‘

d+1 d k
ag X"+ (zay, — ap_1) X" — apz
k=1

2
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Ist die Summe aller Koeffizientenquadrate, also

d

Qg g+ Z(zak —ay,_1) (za, — a5,_1) + agzoz
k=1

d
2 2, 2 _ 2 2, 2
= |ag] "‘Z(Wk\ |2|” — 2Re(zayay, 1) + |ay_1|") +laol”|2|

k=1 d d
2 2 _
= (1+]2] )Z |ay|” — 22%3(2%%—1) :
k=0 k=1

d
Entsprechend ise(X — 1)f = a,zX "+ (za,_; — a,) X" — apund
auch||(zX — 1)f]|5 wird zu k=1

d

gz - aqz + Z(Eak—l — a)(za,_1 — @) + gt

d k=1

2 2 - 2 2
= |zag|” + Z("Z&k—l‘ — 2Re(zay,a;_q) + |ag|") + |ag|
k=1

d d
2 2 _
= (1+]z] )Z |a|” — 229{3(2%%—1) :
k=0 k=1

d
Fur das Polynony = adH(X — z;) bedeutet dies, daf’ wir den Faktor
=1
(X — z;) durch ¢;X — 1) ersetzen &nnen, ohne dal} sich die’L
Norm andert. Wenden wir dies an auf alle Faktorén € z;), fur die
|z;| > 1ist, erhalten wir ein Polynom, desseingtliche Nullstellen
Betrag kleiner oder gleich eins haben, deniX’ — 1 verschwindetiir
X =1/z;, was fir |z|; > 1 einen Betrag kleiner Eins hat. Das Maf3
des modifizierten Polynoms ist also gleich dem Betrag dasehden
Koeffizienten, und dieser wiederum ist tidich kleiner oder gleich
der L>-Norm. Andererseits ist das MaR des modifizierten Polynoms
gleich dem des urspnglichen, dennir jeden Faktor X — z;) wird
der fuhrende Koeffizient bei der Modifikation rrﬁ'y multipliziert, was
denselben Betrag hat wig. Damit folgt:
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Lemma 4: Flr ein nichtkonstantes Polynofne C[X] ist

p(f) < I fll, -

Nach diesen Vorbereitungeroknen wir uns an die Absékteung der
Koeffizienten eines Teilers machen. Sei dazu

g= ZbX‘7 Teilervon f = ZaX

7=0

Da jede Nullstelle voy auch Nullstelle vory ist, lassen sich die Mal3e
der beiden Polynome leicht vergleichen:

w(g) < - u(f) -

Kombinieren wir dies mit dem Korollar zu Lemma 2 und mit Lem#ha
erhalten wir die lANDAU-MIGNOTTE-Schranke:

16 < (1) |2

Der ggT zweier Polynomg und g mul3 diese Abscktzung fir beide
Polynome erifillen, allerdings kennen wa priori weder den Grad noch
denfihrenden Koeffizienten des ggT. Falls wir Polynome mit gahkiz
gen Koeffizienten betrachten und einen ggZjX] suchen, wissen wir
nur, dal3 seinifthrender Koeffizient dielihrenden Koeffizienten sowohl
von f als auch vong teilen muf3, und dal3 sein Grad adich we-
der den vonf noch den vory Uibersteigen kann. Damit erhalten wir die
LANDAU-MIGNOTTE-Schrankeifir den ggT zweier Polynome: Schreiben
wir f undg wie oben, soistilir f, g € Z[ X]

H(99T(f, 9)) < l9gT(f, 9|,

< LM(f,9) = 2™ ggT(a, b,) min <H|fH|2 H@“f) .
Gq e

MAURICE MIGNOTTE arbeitet am Institut de Recherche Mathmatique Avanee der Uni-
versitt StralBburg; sein Hauptforschungsgebiet sind dioptdgissleichungen. Er ist
Autor mehrerer Lehriicher, unter anderem aus dem Gebiet der Computeralgebra.
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EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versi@at, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakulat in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, siemkten Mathe-
matik unnoglich bei einemijdischen Professor lernen.
LANDAUS zahlreiche Publikationen begdtigen sich
vor allem mit der Zahlentheorigjber die er auch ein
bedeutendes Lehrbuch schrieb. Sehr bekannt sind ins-
besondere seine Arbeitéier Primzahlverteilung.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die beiden PolynamneKapi-
tel 1,82.

F=x%+x°_3x* 3x°+8X°+2Xx -5
hat die >-Norm
Ifll,=V12+12+32+32+ 8+ 22+ 5 = /113
und den @ihrenden Koeffizienten eingjif
g=3X°+5x" —4Xx° —9x+21
haben wir tihrenden Koeffizienten drei und
lgll, = VR +52+42+ P +212=/572=2/143.

Da ¥ - 113 > 900 goRer ist als 2- 143 < 600, ist die ANDAU-
MIGNOTTE-Schranke fir diese beiden Polynome

LM(f,q) =2°- 2\/14% 5102191249 .

Da die Koeffizienten des ggT ganze Zahlen sind, kann der §eires
jeden Koeffizienten alsodthstens gleich 510 sein.

85: Gute und schlechte Reduktion beim ggT

Nachdem wir eine obere Schrank@ fdie Koeffizienten des gfdten
gemeinsamen Teilers zweier Polynome A{15'] gefunden haben, stellt
sich als rachstes die Frage, bei welchen Primzahlen wir gute Reduktio
haben.
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Angenommenyf undg ausZ[ X] sind zwei Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten. |hr ggTh € Z[X] ist bis auf eine Einheit eindeutig
bestimmt, also bis aufs Vorzeichen. Sein Gradisei

Nun seip eine Primzahl ung®, ¢ ¢ IF,[X] seien die Polynome, die
ausf undg entstehen, wenn wir alle Koeffizienten modpleduzieren.
Wann wissen wir, daf’ auch deren ggTFif[ X] den Gradd hat?

Ist f = hfy, g = hgy, und sindh® | £{?) ¢{?) die Reduktionen von, f,
undg, modulop, so ist offensichtlichy® = AP fP) ynd gt = pP)gP),
Somit isth®”) auf jeden Fall ein gemeinsamer Teiler v und ¢,
muld also deren gfdten gemeinsamen Teiler teilen. Daraus folgt nun
aber nicht, dal3 dessen Grad mindestens gléisgin mul3, denn wenn
der fuhrende Koeffizient voh durchp teilbar ist, hat,” kleineren Grad
alsh. Ein Beispiel daifir kbnnen wir uns leicht mit Maple konstruieren:

>h := 3xX+1: f1 := (X3 - X2 + 2): gl := (X"2+X+1):

> f := expand(h*f1); g := expand(h*gl);
f=3x"—2x%+6X — X°+2
g=3X>+4X*+4X +1
> gecd(f, g);
3X+1
> Gecd(f, g) mod 3;
1

Das KommandoGed mit grof3emaG ist die ,trage” Form desgcd-
Kommandos, die erst vomod-Operator ausgewertet wird, so dal3
die ggT-Berechnungber; erfolgt. Im vorliegenden Beispiel freilich
hatten wir auch mitgcd dasselbe Ergebnis bekommen, denn hier ist
h modp der ggT vonf® und ¢'?). Wir werden gleich sehen, daR dies
nicht immer so sein muf3.

Zunachst aber wollen wir ungberlegen, wann der Grad vénmod p
kleiner ist als der vom. Das ist offensichtlich dann und nur dann
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der Fall, wenn derifthrende Koeffizient vork durchp teilbar ist. Da
wir h erstausrechnenwollen, hat dieses Kriterium freilich &aigrof3en
praktischen Nutzen.

Nun ist aberf = hf, undg = hg,; der fuhrende Koeffizient vory
bzw.g ist also das Produkt deiifirenden Koeffizienten vol und von
f1 bzw.g;. Wenn daher dertihrende Koeffizient voih durchyp teilbar
ist, so gilt dasselbe aucliif die fiuhrenden Koeffizienten vori und
von g. Die Umkehrung dieser Aussage gilt fidich nicht, aber da wir
eine grolRe Auswahl an Primzahlen habeirtstins das nicht weiter.
Wir kdnnen also festhalten:

Lemma: Falls fur die beiden Polynomé¢, g € Z[X] die Primzahlp
nicht beide @ihrende Koeffizienten teilt, hat der ggT ngH’) und g(p)
in IF,[ X] mindestens denselben Grad wiie= ggT(f, g) € Z[X] und ist

ein Vielfaches vork®p. .
Falls er unter diesen Bedingungero@eren Grad ala® hat, niissen
£ R® = (£ /0)P undg® /R = (¢/h)P) einen gemeinsamen Faktor
positiven Grades haben, d.h.

Res, (f”/n”, % /n?) = Resc (f/h, g/h) modp

muld verschwinden, Falls keinen der fihrenden Koeffizienten von
f und g teilt, teilt es auch keinen detifirenden Koeffizienten von
f/h und g/h, so dal3 diese Resultante gleich Rég/h, g/h) modp
Ist, d.h.p mul3 Teiler dieser Resultanten sein. Da winicht kennen,
konnen wir sie nicht ausrechnen; aber wir wissen nun, dafhgtens
fur endlich viele Primzahlep der ggT vonf(p) undg(p) etwas anderes
als ggT(f, g) modp sein kann.

Damit konnen wir das bisherige Ergebnis dieses Paragrajpin@mfecke
der ggT-Berechnung ii[ X ] folgendermal3en zusammenfassen:

Satz: FUr zwei Polynomef,g € Z[X] mit ggT(f,g) = h und ihre
Reduktione_nf(p), g(p) € F [ X] mit gg_T_(f(P), P = v* gilt:

a) Falls p nicht die ihrenden Koeffizienten von sowolfilals auchg
teilt, ist die Reduktiorh™ von h ein Teiler vonh* und degh* > degh.
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b) Es gibt lochstens endlich viele Primzahlgnfiir dier® nicht gleich
dem ggT vonf® und ¢ ist. _
Nun haben wir nur noch eine Schwierigkeit: Bgein Korper ist, lonnen
wir den modulag berechneten ggT stets so normieren, daRleeinden
Koeffizienten eins hat.ilir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist
das nicht ndglich: Der ggT von

F=(X+1Y =4X°+4X+1 und g=(2X+1)(2X -1)=4X"—1

Isth = 2X +1, was wir inZ[ X] nichtqu+% kiirzen lonnen. Berechnen
wir dagegen ir¥;[ X] den ggT der beiden Reduktionen modulmf, so
Ist X + 3 ein genauso akzeptables Ergebnis wi¥ 2(3) = 2X + 1 oder
3(X +3) =3X +4 oder 4(X + 3) = 4X + 2. Welches dieser Polynome
sollen wir nachZ[ X] hochheben?

Wir wissen, dal3 deriihrende Koeffizient des ggT iA[ X] den fuhren-
den Koeffizienten beider Polynome teilen muf3; er mul3 dalneFasler
des ggTc dieser beidenifhrenden Koeffizienten sein. Wie wir am obi-
gen Beispiel sehen, ist er freilich im Allgemeinen nichtighediesem
ggT. Wenn wir von zwei primitiven Polynomen ausgeheimmen wir
trotzdem den modulp berechneten ggT so liften, dalisls fuhrenden
Koeffizienten hat; im obigen Beispiel b@&ken wir also das Polynom
4X + 2.

Da wir von zwei primitiven Polynomejiundg ausgehen, muf3 nach den
Ergebnissen aus Kapitel§4 auch deren ggT primitiv sein. Wennh
den echten Teilef, vonc als fuhrenden Koeffizienten hat, soist =h
ein Polynom mit ihrendem Koeffizienten, das modulg ein ggT von

f modp undg modp ist. Sein primitiver Anteil ist der korrekte ggf;

im obigen Beispiel istdas®@ + 1.

86: Die modulare Berechnung des ggT

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich in der Lag@en
Algorithmus zur modularen Berechnung des ggTZinX] oder Q[ X]
zu formulieren. Wesentlich istif beide Rlle nur die Berechnung des
ggT zweier primitiver Polynome aug] X]: Zwei Polynome au€)[ X]
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lassen sich stets schreiben alsund ;g mit A, 1 € Q™ und primitiven
Polynomenf, g € Z[ X], und sie haben denselben ggT wiendg. Fur
Polynome auZ[ X] sind \, 1 € Z die Inhalte, und der ggT iA[ X] ist
gaT(\, 1) - gaT(f, g); fur Polynome au§)[X] kommt es auf nicht auf
Konstanten an, und wirdanen ggTf, ¢) als ggT nehmen.

Seien nun alsg¢, g € Z[ X] primitive Polynome.

a) Wir arbeiten nur mit Primzahlen, die nicht dighfrenden Koeffizienten
sowohl vonf als auch vory teilen. Wie wir in§5 gesehen haben, hat
dann der ggTh,, von f* und ¢’ mindestens denselben Grad hat wie
ggT(f, g) und es gibt nur endlich viele Primzahleriir fdie sich die
beiden Grade unterscheiderirfalle anderem ist b, = ggT(f, ).

b) Diese endlich vielen Primzahlerjifdie das Problenk,, gro3eren
Grad hat, lassen sich nicht schampriori ausschlie3en. Wir dnnen
sie aber anhand zweier Kriterien nadgtich erkennen: Falls wir eine
Primzahl g (die nicht beide @fihrende Koeffizienten teilt) findeniif
die degh, < degh,, ist, mul3 das Problem bei schlechte Reduktion
haben. Wenn wir mehrere Primzahlen haben, die uns moduéglre g
desselben Grads liefern, sdrknen wir diese nach dem chinesischen
Restesatz zusammensetzen. Falls wir hier ketmsuhg finden, bei der
samtliche Koeffizienten einen Betrag unterhalb dexbAU-MIGNOTTE-
Schranke liegen, oder wenn wir eine solchisung finden, diese aber
kein gemeinsamer Teiler vofiund g ist, dann waren alle betrachteten
Primzahlen schlecht.

Um die Ubersicht zu behalten fassen wir bei der Rechnung alletserei
betrachteten Primzahlen zusammen zu einer M@nhged wir berech-
nen auch in jedem Schritt das Prodktaller Elemente vorP, die wir
noch nicht als schlecht erkannt haben. Falls sie wirkliainschlecht
sind, kennen wir den ggT modul.

Diese Ideeniihren zu folgendem Rechengang zur modularen Berech-
nung des ggT zweier primitiver Polynome aisX]:

1. Schritt (Initialisierung):Berechne den gg¢ der fuhrenden Koeffi-
zienten vonf und g sowie die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke LM, g)
und setzel/ = 2¢[LM( f, g)] + 1. Setze auBerde® = () und N = 1.
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Da der Betrag eines jeden Koeffizienten des gg@rthstens gleich
[LM(f, g)] ist und wir ichstens das-fache dieses ggT berechnen,
kennen wie die Koeffizienten i, sobald wir sie moduld/ kennen.

2. Schritt:Wahle eine zuidllige Primzahp ¢ P, die nicht die tihrenden
Koeffizienten von sowohf als auchy teilt, ersetzeP durchPuU{p} und
berechne i, [ X] den ggTh,, von £® und¢"”); dieser sei so normiert,
daR sein bechster Koeffizient gleich eins ist. Faltg = 1 ist, endet der
Algorithmus und ggTf, g) = 1. Andernfalls wirdV = p gesetzt und ein
Polynom/ € Z[ X] berechnet, dessen Reduktion modplgleichch,,
Ist.

3. Schritt:Falls N > M ist, andere man die Koeffizienten vérmodu-

lo N notigenfalls so ab, dal3 ihre Bate lochstens gleicla LM( £, g)
sind. Falls das nicht dglich ist, haben wir bislang modulo lauter
schlechter Primzahlen gerechnenkien also alle bisherigen Ergeb-
nisse vergessen und gehenimk zum zweiten Schritt.

Andernfalls wird A durch seinen primitiven Anteil ersetzt und wir
uberpiifen, obh sowohlf als auchy teilt. Falls ja, isth der gesuchte ggT,
und der Algorithmus endet; andernfall§issen wir ebenfalls ziick zum
zweiten Schritt und dort von Neuem anfangen.

4. Schritt:Im Fall N < M wahlen wir eine zullige Primzahlp ¢ P,
die nicht die fihrenden Koeffizienten von sowolfl als auchg teilt,
ersetzer? durch’? U {p} und berechnen it¥,[X] den ggTh, von

£ und ¢®. Falls dieser gleich eins ist, endet der Algorithmus und
ggT(f,9) = 1. Falls sein Grad @fder als der vorh ist, war p eine
schlechte Primzahl; wir vergessip und gehen ziirck an den Anfang
des vierten Schritts, d.h. wir wiederholen die Rechnungeimigér neuen
Primzahl,

Falls der Grad vork, kleiner ist als der vork, waren alle bisher be-
trachteten Primzahlen mit der eventuellen Ausnahmepsmilecht; wir
setzenV deshalb zuiick aufp und konstruieren ein Polynome Z[ X],
dessen Reduktion moduiogleichch,, ist.

Ist schlieBlich de@ = degh,,, so konstruieren wir nach dem chinesi-
schen Restesatz ein neues Polyrigmas modulaV gleich dem alterd
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und modulop gleich ch, ist. Danach geht es weiter mit dem dritten
Schritt.

Der Algorithmus muf3 enden, da es nur endlich viele Primzahple
gibt, fur die der in[F,[X] berechnete ggT nicht einfach die Reduk-
tion von ggT(f, g) modulop ist, und nach endlich vielen Durchifen

sind geriigend viele gute Primzahlen zusammengekommen, daf3 ihr Pro-
dukt die Zahl)M ubersteigt. Da der ggT ifi, [ X] fur Primzahlen, die
nicht beide @ihrende Koeffizienten teilenplohstens @heren Grad als
ggT(f, g) haben kann, ist auch klar, dal3 der Algorithmus mit einem
korrekten Ergebnis abbricht.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:
> f 1= X"6-124%X"5-125*%X"4-2*%X"3+248*X"2+249*X+125:
> g = X"b+127*X"4+124%X"3-255%xX"2-381*X-378:

Eine einfache, aber langweilige Rechnung zeigt, dafl} cieDkuU-
MIGNOTTE-Schranke vory und g ungethr den Wert 13199,21452 hat;
wegen ndglicher Rundungsfehler sollten wir zur Sicherheit vield
besser von 13200 ausgehen. Die Zahl, modulo derer wir diffiKiea-
ten mindestens kenneniassen, ist somid/ = 26401.

Als erste Primzahl &hlen wir zum Beispieb = 107 und berechnen
> Gecd(f, g) mod 107;
Xx°+90X° +90X +89

Damit ist? = {107} und NV = 107 < M. Also wahlen wir eine weitere
Primzahl, etwap = 271
> Ged(f, g) mod 271;
X% +127x% + 127X + 126
Auch dieser modulare ggT hat Grad drei, wirinen die beiden also

zusammensetzen, indem wir den chinesischen Restesatie d&{deffi-
zienten anwenden:

> chrem([90, 127], [107, 271]1);
5547
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> chrem([89, 126], [107, 271]1);
5546

Damit ist alsoh = X > + 5547X 7 + 5547X + 5546,P = {107,271} und
N =107 x 271 = 28997.

Dies ist goler alsM, und alle Koeffizienten vo liegen unterhalb
der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke, also issen wir untersuchen, db
Teiler von f und vong ist:
> rem(f, X°3 + 5547*xX"2 + 5547xX + 5546, X);
06738473234076X° + 96738473234076Y + 967384732340761
Offensichtlich nicht; somit sind 107 und 27%1irf dieses Problem

schlechte Primzahlen. Versuchen wir unseric¢gl als rachstes mit
p = 367:

> Ged(f, g) mod 367; x2, y 41

Also wird P = {107,271,367} und N = 367; wir erwarten, dal3 der

gesuchte ggT modulo 367 gleidh2 + X + 1ist. Um von 367 augber
die SchrankeV zu kommen reicht eine relativ kleine Primzahl, z.B.
p=73.

> Ged(f, g) mod 73;
X3 +22X%+ 22X +21

Dieser ggT hat zu grof3en Grad, also ist auch 73 schiléchirfs. Wir
lassen daheN = 367 und haben nuR = {73,107,271 367}.

Die nachste Primzahl nach 73 ist 79.

> Gecd(f, g) mod 79;
X?+X+1

Wieder erhalten wir ein quadratisches Polynom, also setzen
N =367x 79 = 44503 P ={7379 107,271, 367}

und natirlich » = X?+ X + 1. DaN > M ist und alle Koeffizienten
von h unter der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke liegen, iissen wir nun
testen, ol Teiler von f und vonyg ist:

> rem(f, X 2+X+1, X);
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0

> rem(g, X"2+X+1, X); 0

Damit ist ggT(f, g) = X%+ X +1.

Bei diesem Beispiel habe ich nmlich absichtlich ndglichst viele
schlechte Primzahlen verwendetit man seine Primzahlen wirklich
zufallig, wird man nur selten eine erwischen.

Auch fur das Beispiel aus Kapitel §2 mit
F=x%+x° _3x* 3x°+8Xx°+2x -5

und
g=3Xx°+5x"* 4Xx® —9x+21

konnen wir den ggT nach der modularen Methode ausrechnéiat In
hatten wir bereits die ANDAU-MIGNOTTE-Schranke

2
LM(f,q) =2°- 5V/143~ 5102191249

berechnet; da der ggT dertirenden Koeffizienten gleich eins ist, reicht
es also, den ggT modulo 1021 zu kennen. Da dies eine Primzahl i
die gut in ein Maschinenwort pal3toknen wir als erstes die modulare
Berechnung nur mip = 1021 durchfihren:

> f := X"8+X"6-3%X"4-3*X"3+8*X"2+2+X-5 mod p;
Fo= X2+ X% +1018« X* + 1018+ X+ 8% X° + 2 X + 1016
> g = 3%X"6 + 5%xX74 - 4xX"2 - 9%xX + 21 mod p;
g:=3X°+5X*+1017x° +1012X + 21

> r2 := Rem(f, g, X) mod p;
r2 = 907X + 227X 7 + 340
> r3 := Rem(g, r2, X) mod p;

r3 = 77X°% + 1012X + 181
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> r4 := Rem(r2, r3, X) mod p;
r4 = 405X + 581
> r5 := Rem(r3, r4, X) mod p;
r5 1= 956
> r6 := Rem(r4, r5, X) mod p;
r6 =0

Somit ist 956 ein ggT if'y,,[ X], und damit natrlich auch die Eins.
Nach dem, was wir in diesem Paragraphen gesehen haberjdotgts,
daf’ auch der ggT vofiundg in Z[ X] gleich eins ist.

Vergleicht man mit dem Rechengang in Kapité2l hat sich abgesehen
von den modularen Polynomdivisionen nichts wesentlichegsdert,
jedoch sind die Zwischenergebnisse erheblich angeneheaarden.

Die Resultante vorf undg ist in diesem Fall 260708 =?27.9311; Ur
diese Primzahlen gibt uns Maple

0gT(r? g = x*+x +1, ggT(f".¢")=x +3
und  ggTe @™ 4% = x _ g20:
fur alle anderen Primzahlenist ggT(F®, ¢®) = 1.

87:. Polynome in mehreren Veranderlichen

Wie wir aus Kapitel Il wissen, ist auch der Polynomring in mexien
Veranderlicherilber den ganzen Zahlen oddyer einem Krper fakto-
riell; somit existieren auch dort gete gemeinsame Teiler. Im vorigen
Paragraphen haben wir gesehen, wie sich diese im Falle\é@rinder-
lichen berechnen lassen; hier soll nun im wesentlichen theche
Technik angewendet werden, um die ggT-BestimmuimgHolynome
in n Veranderlichen zuirckzufihren auf die im — 1 Veranderlichen.

Wir betrachten also zwei Polynomg g in n > 2 Veranderlichen
Xq,...,X,, uber einem Krper odetuber faktoriellen Ring:; wichtig
sindvorallemdie Bllek = Z, k = Qundk = F,. Wie beim Gwssschen
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Lemma betrachten wir die Polynome a#s, = k[X4,...,X,] als
Polynome in der einer VanderlichenX,, Uber dem Polynomring
R, 1 = k[Xy,...,X,,_4], schreiben alsak, = R, 4[X,]. Durch
ggT-Berechnungen ik, _; konnen wir diese Polynome zerlegen in
ihre Inhalte und primitiven Anteile; der ggT der Inhalégl sich wieder
in R,,_, berechnen.

Bleibt noch der ggT der primitiven Anteile; diese sejeandg, jeweils
aufgefal3t als Polynome i¥,, mit Koeffizienten ausk,,_;. Um deren
ggT zu berechnen,dnnten wir den BKLIDischen Algorithmudiber
dem Quotientenbrper vonR,,_; anwenden, allerdings steigen hier die
Grade von Ahler und Nenner der Koeffizienten sovderenKoeffizi-
enten im allgemeinen so stark an, daf3 dies nur bei wenigaab¥an
und sehr kleinen Graden praktisch dufgtfbar ist. Daher finssen wir
auch hier wieder nach Alternativen suchen.

Im vorigen Paragraphen hatten wir, um die Explosion der faoef
enten beim BKLIDischen Algorithmus inQ[X] zu vermeiden, den
Umweg Uiber die ganzen Zahlen modulo einer Primzalgenommen,
also zurachst einen ggT (oder mehrere) i#ernF [ X] berechnet.
Wie wir uns schon in den ersten beiden Paragraphmeriegt haben,
konnen wir genauso auch die Variablenanzahl reduziereamrvdr fir
eine der Variablen Werte einsetzen, z.& X, _,. Wir betrachten also
anstelle eines Polynomse R,, = R,,_4[X,,] das Polynom

f(C) - f(Xl7 o 7Xn—27 c, Xn) € k[X17 o e 7Xn—27 Xn] - Rn—Z[Xn] )

indemUr X,,_, der Wertc eingesetzt wird; jeder Koeffizient, € R, _;
wird also ersetzt durch;(Xy,..., X, _5,¢) € R, _,. Auch hier stellt

sich die Frage, was der ggT vgit und ¢' mit dem vonf undg zu
tun hat.

Isth € R, _,[X] ein Teiler vonf, etwa f = gh, so istf@ = ¢n(,
d.h. auchh'? ist ein Teiler vonf(c). Dieser Teiler bknnte aber einen
kleineren Grad haben als, dies passiert offensichtlich genau dann,
wenn der @ihrende Koeffizient vork durch Einsetzen voiX,, ; = ¢
zum Nullpolynom ausk,,_, wird. Da der finrende Koeffizient vorf
das Produkt dertthrenden Koeffizienten volmundgq ist, gilt dann das-
selbe auchiir den fihrenden Koeffizienten voii; wir kbnnen dieses
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Problem also vermeiden, indem wiso wahlen, dal3 deriihrende Ko-
effizient von f durch Einsetzen voX,,_; = ¢ nicht zum Nullpolynom
wird. Wenn wir das @ir f oder g sicherstellen, wissen wir daher, dal3
ggT(f, 9)' ein Teiler vonf” undg'?, also auch von ggTi(?, ¢'9) ist,
und dafd beide @fite gemeinsame Teiler denselben Grad jnhaben.
Da die Uhrenden Koeffizienten voii und g als Polynome inX,,_,
geschrieben werderbknen, gibt es nur endlich viele Werte vordie
wir vermeiden niissen, und diese lassen sich einfach identifizieren.

Auch dann wissen wir allerdings nur, daf¥ = ggT(#, ¢)'© ein Teiler
vonggT(F'?, ¢9)ist. ) istgenau dann ein echter Teiler, wefifi /1
und g(c)/h(c) einen gemeinsamen Faktor haben, der keine Einheit ist,
wenn also die Resultante vgit) /A und 9 /n() bediglich X, ver-
schwindet. Bezeichnétden ggT vonf und g, so entsteht diese Resul-
tante im Falle, daReinerder fuhrenden Koeffizienten vofioderg an
der StelleX,, _; = cverschwindet, aus Rgs(f/h,g/h) € R,,_, durch
Einsetzen vonX,,_; = c. Da diese Resultante als Polynom.),
geschrieben werden kann, gibt es daher wiedehktens endlich viele
Werte vone, fur die dies der Fall ist. Da wik nicht kennen, &nnen wir
diese Werte allerdings nicht im voraus identifizieren — gamalog zur
Situation bei der modularen Berechnung des ggZ[iX].

Als nachstes stellt sich das Problem, was wir aus der Kenntnis von
ggT (9, ¢ fur ggT(f, g) folgern kdnnen. Offensichtlich nicht son-
derlich viel, denn wenn wir ein Polynom nur an einer Stelle ; = ¢
kennen, gibt uns das noch kaum Information. Wenn wir alfegsliein
Polynom vom Grad/ in X,,_; and + 1 verschiedenen Punkten kennen,
dann kennen wir es volighdig.

Die theoretisch einfachste Konstruktion des Polynoms eines Funk-
tionswerten and + 1 verschiedenen Stellen geht aws&PHLOUIS
CoMTE DE LAGRANGE zurlick und benutzt dieselbe Strategie, die wir
vom chinesischen Restesatz her kennenRlsin Integriaitsbereich und
suchen wir ein Polynomk € R[X] vom Gradd, das an den Stellen
c,; € Rfuri =0,...,d die Werteh, € R annimmt, so konstruieren
wir zunachst Polynomey; mit «;(¢c;) = 1 unda;(c;) = 0 fur j # 4. Das
Verschwinden an den Steller) konnen wir erreichen, indem wir die
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Linearfaktoren  — c;) fur j 7 < miteinander multiplizieren. Um an der
Stellec; den Wert eins zu erhalten,iresen wir allerdings noch durch
das Produkt derc{ — c;) dividieren, und damit kommen wir eventuell
aus R hinaus und rassen im Quotienterikper rechnen. Mit den so
definierten Polynomen

(X —¢))

(%) = Hj;/i(ci - Cj)

d
ist das Interpolationspolynom dafftX) = » o, (X)h; .

=1
(Das Interpolationsverfanren VOom&RANGE ist zwar einfach zu ver-
stehen undifhrt auf eine elegante Formel, es gibt jedoch effizientere
Verfahren, die auch hier anwendbar sind, z.B. das saad NEWTON.
Fur Einzelheiten sei auf die Numerik-Vorlesung verwiesen.)

Die Nenner in der BGRANGEschen (oder auch BWTONschen) Inter-
polationsformel €iren uns nicht besonders, da wir ja spezialisieren,
indem wir fur X,,_, jeweils Konstanten einsetzen, digliegen also
alle im Ring k& der Konstanten. Falls es sich dabei um eingirger
handelt, haben witiberhaupt keine Probleme mit den Divisionen; im
wohl wichtigsten Fall, dal3 wiiber den ganzen Zahlen arbeiten, erhalten
wir zwar Interpolationspolynome mit rationalen Koeffizien, kbnnen
diese aber zerlegen in einen konstanten Faktor mal einerzghligen
Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, dd& fdie Berechnung des
ggT zweier primitiver ganzzahliger Polynome an Stelle adsrpola-
tionspolynoms verwendet werden kann.

' JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und stu-
dierte dort zuAchst Latein. Erst eine alte Arbeit von
HALLEY Uber algebraische Methoden in der Optik weck-
te sein Interesse an der Mathematik, woraus ein aus-
gedehnter Briefwechsel mitUeER entstand. In einem
Brief vom 12. August 1755 berichtete er diesem unter
andereniiber seine Methode zur Berechnung von Maxi-
ma und Minima; 1756 wurde er, aubJEERS Vorschlag,
Mitglied der Berliner Akademie; zehn Jahreasgr zog

er nach Berlin und wurde dort lEERS Nachfolger
als mathematischer Direktor der dortigen Akademie
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1787 wechselte er an die Pariser Aeate des Sciences, wo er bis zu seinem Tod blieb und
unter anderem an der Eiitirung des metrischen Systems beteiligt war. Seine Arbeite
umspannen weite Teile der Analysis, Algebra und Geometrie.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Zwkfuhrung des ggT
zweier Polynome im Veranderlichen auf die Berechnung von ggTs von
Polynomen im — 1 Veranderlichen:

Wir gehen aus von zwei PolynoménG € R, = k[ X4, ..., X, ], mit
k =7Z,Q oderF , (oder sonst einem faktoriellen Ringher dem wir den
ggT zweier Polynome in einer \@nderlichen berechnerhknen).

1. Schritt (Initialisierung):Schreibe

d
F=) a/(Xy,...,X, )X, und
=0

G=> bi(Xy,.... X, )X,
j=0

wobei die fihrenden Koeffizienterm,;, und b, nicht identisch ver-
schwinden sollen. Weiter s€i = () die Menge aller bislang betrach-
teten Spezialisierungen untt = () die Teilmenge der nach unserem
jeweiligen Erkenntnisstangyuten® Spezialisierungen.

Als nachstes werden die Inhalt€F’) und I(G) von F und G beziglich
obiger Darstellung berechnet, dii¢F’) istderggT det, (X, ..., X,,_1)
undI(G) dervonby(Xy, ..., X, 1) bisb (X4, ..., X, ;). Beides kann
bestimmt werden durch eine Folge von ggT-Berechnungerii Ver-
anderlichen, ebenso auch der gfyidieser beiden Inhalte. Weiter seien
f=F/I(F)undg = G/I(G) die primitiven Anteile vonF' undG. Der
ggT vonF undG ist I, mal dem in den folgenden Schritten berechneten
ggT vonf undg.

2. Schritt:Wahle so lange ein neues alliges Element € £~.C und er-
setzeC durchCU{c}, bisa, (X4, ..., X,,_»,c)undb (X4, ..., X,,_5,¢)
nicht beide gleich dem Nullpolynom sind. (Meist wird diesddts beim
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ersten Versuch der Fall sein.) Berechne dann den/gg/mbn

d
f9=3a(Xy,.... X, 20X, und

g =3 "b(X, ., X, 50 XD

Falls h, = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis gglq) = 1.
Andernfalls wirdM = {c} und N = degy_h.undm wird eins mehr
als das Maximum der Grade derund derb; in der VariablenX,, ;.

3. Schritt: Falls die Elementanzahl ¥ von M gleich m ist, wird
das Interpolationspolyno € k[ X1, ..., X, ] berechnet, dadif jedes
¢ € M die Gleichung

h(Xl, “e 7X’n,—17 C, Xn) = hC(X]_? “e 7Xn—27 X’n)

erfullt. Falls h sowohlf als auchy teilt, isth = ggT(f, g) und der Algo-
rithmus endet mit diesem Ergebnis. Andernfalls waren aladyigen
Spezialisierungen schlecht, und wirissen von Neuem mit Schritt 2
beginnen.

4. Schritt:Falls #M < m, wahlen wir ein zufllligesc € k ~ C solange,
bis a ;(Xq,...,X,,_o,¢) und b, (X4,...,X,,_»,¢) nicht beide gleich
dem Nullpolynom sind. Wir berechnen wieder den ggvon

d
f(c)zzai(Xl,--- 5, 0X. und

g@:ij(Xl,... 20X

Fallsh,. = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis gg¢) = 1.

Falls deg,, h. > N ist, haben wir ein schlechteggewahlt und gehen
zurick zum Anfang des vierten Schritts.

Falls deg, h, < N ist, waren alle zuvor betrachteten Werte von
schlecht; wir setzeM = {c} und N = degy h,.



Kap. 3: Modulare Methoden 134

Falls schliel3lich deg h. = N ist, ersetzen witM durch M U {c},
und es geht weiter mit Schritt 3.

Da es nur endlich viele schlechte Werie & gibt, mufd der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten enden.
Als Beispiel wollen wir den ggT der beiden Polynome
F= X+ XY+ X Z+XYZ+Y?*Z+YZ*
und
G= X+ XY+ X2+ XY+ XZ°+Y3 +Y°Z+Y 22+ 2°

ausZ[X,Y, Z] berechnen. Wir fassen Sie zhst auf als Polynome in
Z mit Koeffizienten auZ[ X, Y]:

F=YZ?+ (XP+ XY +Y)Z+ X+ XY
und
g=22+(X+YV)Z2+ (X2 +Y)Z+ X+ XY + XY2+Y°

Der fuhrende Koeffizient voif ist Y, der vong ist eins. Wie man leicht
sieht, sind beide Polynome bereits primitiv.

Der hochsteY -Grad eines Koeffizienten ist drei; wir brauchen daher
vier zufallig gewahlte Spezialisierungen. Der Einfachheit und vor allem
derUbersichtlichkeit halber seien hiérfdie (nicht geradgzufalligen®)
Wertec = 1, 2, 3 und 4 gewanhlt.

Furc = 1ist
X, L, 2)=Z°+(X°+X+1)Z+ X+ X°
und
_ -3 2 2 3 2 :
g X, L, 20) ="+ X+ +( X +1) 2+ X + X"+ X +1;
wir missen den ggT dieser beiden Polynome berechnen.

Dies leistet der entsprechende Algorithmus folynome in zwei
Veranderlichen; da die Polynome wieder primitiv sind und di&cltiste
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X-Grad eines Koeffizienten gleich drei istiissen wir vier Spezialisie-
rungen tir X betrachten. Auch diese seienallijerweise gerade, 2, 3
und 4. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

d f(d,1,2) 9(d,1,2) agT

1 7% +37+2 Z3+27%+27 + 4 Z+2
2 Z2+77+12 73+372+57+15 Z+3
3 Z%+137+36 Z3+47°+10Z+40 Z+4
4  7°+217+80 Z%+57°+177+85 Z+5

Auch ohne Interpolationsformel sehen wir, dal
hX,2)=X+1+Z7
das Interpolationspolynom ist. Division zeigt, dal3

JX12) o 4(X,1,2)
w2y~ 7 X7

beides Polynome sind; somit ist
99T(f(X,1,2),9(X,1,2)) =X +1+Z.

= X*+27%°+1

Als nachstes setzen wir= 2 fir Y ein; wir erhalten
HX,2,2)=27° +(X°+2X +D)Z + X° + 2X°
und
90X, 2,2)=2°+(X +2Z°+(X°+MH)Z + X +2X°+4X +8
und spezialisieren darin wiedé&f zu 1 2, 3, 4
d f(d,2,2) 9(d, 2, 7) ggT

1 272 +77 +3 73+32°+57+15 7 +3
2 27%°+127+16 Z3+47°+87 +32 Z+4
3 27°+197+45  73+57%°+137+65  Z+5
4 27°+287+96 Z3+6Z°+20Z+120 Z+6

Hier ist unser ggT-Kandidat somit,(X, Z7) = X + 2 + Z, und wieder
zeigt Division, dal dies taashlich ein Teiler beider Polynome und somit
deren ggT ist.
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Flirc = 3 ist
F(X,3,2) =37+ (X +3X +9)Z + X° + 3X°

und
9(X,3,72)=2°+47%+107 + 40.

Die Spezialisierungen iX und ihre gbl3ten gemeinsamen Teiler sind
d f(d,3,2) 9(d, 3, Z) ggT

1 372+137 +4 73+ 47%+ 107 + 40 Z+4
2 372+ 197 + 20 73 +57%+ 137 + 65 Z+5
3 372+277+54  7Z°+67°+187+108 Z+6
4  37%+377+112 Z3+77%+257+175 7 +7

Hier ist entsprechently(X, Z) = X + 3+ 7.
FUr ¢ = 4 schlie3lich erhalten wir
F(X,8,7)=47° +(X°+4X +16)Z + X° + 4X°
und
9(X,42)=Z°+(X +8)Z° +(X°+16)Z + X+ 4X° + 16X + 64 .
Die Spezialisierungen iX und ihre gbl3ten gemeinsamen Teiler sind
d f(d,4,2) g(d, 4, 7) agT

1 47°%+217 +5 73 +57%+177 + 85 Z+5
2 A7°+287+24  Z3+67°+207+120 Z+6
3 47°+377+63  Z3+77°+257+175 Z+7
4  4A7°+487+128 73+87°+327+256 7 +8

Dies fuhrt aufh, (X, Z2) = X +4 + 7.

Auch das Polynom(X, Y, Z) mit h(X, ¢, Z) = h (X, Z) fur die Werte
c = 1,2, 3,4 lalt sich ohne Interpolationsformel leicht erraten: Offen-
sichtlich ist

hMX,Y,Z)=X+Y +Z7.

Division zeigt, daf3

f

E:X2+YZ und 2 = x%+v?%+7°

> @



137 Computeralgebra ws 2014

Ist; somit ist

go9T(f,9)=h=X+Y + 7.
Dieses Ergebnis &tten wir naiirlich schon sehr viel frther erraten
konnen, und in der Tat wird der Algorithmus oft so implementtidal}
man bereits nach eigentlich zu wenigen Spezialisierung@mgoliert
und nachpift, ob man einen gemeinsamen Teiler gefunden hat; wenn
ja, ist dies der ggT. Falls neirafBt sich aber noch nicht schlie3en, dal3
alle bisherigen Spezialisierungen schlecht waren; vaitavaren auch
nur die Grade einiger Koeffizienten zu klein, was sich nuctuwreitere
Spezialisierungen und Interpolationen feststelédst |



