Kapitel 2
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in désung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines System®&aelyn
nomgleichungen in mehreren \derlichen kann diedsungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich isigticherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall lineareicBingen
konnen wir hierim allgemeinen keine endliche Menge vosulingen fin-
den, durch die sich alle andereidungen ausdcken lassen. Trotzdem
gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Gleichesygteme
deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei endliclhsnngsmen-
gen lassen sich diese auch konkret angeben — sofern wir ditdlen
von Polynomen einer Vanderlichen explizit angeberiknen.

81: Variablenelimination mit Resultanten

Wir wissen aus Kapitel 1, dal3 zwei Polynorthgy € R[X] Uber einem
faktoriellen RingRR genau dann einen gemeinsamen Faktor haben, wenn
ihre Resultante verschwindet. Die&tnen wir anwenden, um aus einem
System nichtlinearer Gleichungen eine Variable zu eliergm und es

so sukzessive auf Gleichungen in eineraraterlichen zirckzuftihren.

Betrachten wir zuachst den Fall von zwei Gleichungen in zwei Un-
bekannten. Wir haben also zwei Polynorhgy € k[ X, Y] Uber dem
Korper k£ und suchen die Menge aller Paare ) < k2, fur die
f(z,y) = g(z,y) = Oist.

Wir betrachten ein festes € k£ und setzen diesen Wert ifiund g
fur die Variable X ist; die resultierenden Polynome akfY’] seien
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f(Y) = f(z,Y)undg(Y) = g(z,Y). Falls es eine bisung £, y) mit dem
betrachteter: gibt, habenf und g die gemeinsame Nullstellg, also
den gemeinsamen Faktbr—y, und damit verschwindet inre Resultante
Res,(f,g) € k. Wir wollen diese Resultante mit Regf, g) € k[ X]in
Verbindung bringen.

Dazu schreiben wir
Fza, Y+ +a Y +a, und g=bY +-- b Y +b,
mit Polynomeny, ..., a4, by, ..., b, € k[ X]; dann ist
J=ag@Y" +-- -+ ay (@)Y +ag(x)

und
G=b ()Y + - by(2)Y +by(x) .

Falls wedera,(z) nochb,(x) verschwinden, singd® undg Polynome
vom Gradd bzw. e und ihre Resultante ist

ag(x) az_q(x) ... ap(x) 0 e 0
0 az(x) ... aq(x)  ap(z) ... 0
6 0 : ad.(x) ad_'l(a:) . '. aokx)

b.(x) b._q1(x) ... by(x) 0 e 0
0 b(xr) ... by(x) bylx) ... 0
0 0 . b)) bi(d) ... by)

Da eine Determinante nach demrALACEschen Entwicklungssatz als
eine alternierende Summe von geeigneten Produkten inne&ge ge-
schrieben werden kann, hat sie genau den Wert, den wir atelten,
wenn wir die Resultante vofiund g beziglich Y berechnen und dann
in dieses Polynom audq X] den Wertz einsetzen.

Betrachten wir als &chstes den Fall, dafy(x) = 0, aben_(z) Z O ist.
Dann hat zwap noch den Grad, aber der Grad vorf ist kleiner alsd;
er sei etwa gleichh. Dann entsteht Re<f, g) aus obiger Determinante,
indem wir die erstend — r) Spalten und die ersted ¢ r) Zeilen mit
Koeffizienten vory streichen.
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In der obigen Determinante ist, wenfy(z) verschwindetp, (z) der
einzige von null verschiedene Eintrag in der ersten Spdltekdnnen
daher die Determinante nach der ersten Spalte entwickelrtralten
(—1)°b,(x) mal der Determinate, die aus der obigen durch Streichen der
ersten Spalte und det ¢ 1)-ten Zeile entsteht.

Fallsr < e—2ist, steht auch in der ersten Zeile der neuen Determinante
wiederb_(x) als einziger von null verschiedener Eintrag, wimken
also wieder nach der ersten Spalte entwickeln, und so whisgesamt
erhalten wir die Formel

Res (f, 9)(@) = (1) " b,(2) " Res, (£, 9).
Da wir angenommen haben, daffr) nicht verschwindet, verschwindet

somit Res-(f, g) in diesem Fall genau dann, weamine Nullstelle von
Res, (f, g) € k[ X] ist.

Im Fall, daf3 zwar,_(x) verschwindet, nicht abei (x), kdbnnen wir
genauso argumentieren und erhalten bis auf den Vorzewkienf
(—1)~"¢ der hier wegillt, auch das gleiche Ergebnis.

Bleibt noch der Fall, dal3 sowohl,(x) als auchb_(x) verschwinden.

In diesem Fall stehen in obiger Determinante in der ersteat&p
lauter Nullen, die Determinante verschwindet also ui@aigig davon,

ob Res (f, g) verschwindet oder nicht. Insgesamt haben wir somit das
folgende Ergebnis:

Lemma: Res, (f, 9) € k[ X] verschwindet genau dann an der Stelle
x € k, wenn Resg(f,g) = O ist oder wenm (x) und b_(x) beide
verschwinden. i
Mit etwas mehr Schreibaufwand, aber ansonsten genau ngtelehen
Rechnung, folgt allgemeiner

Lemma: f,g € k[X,,...,X,] seien zwei Polynome im > 2
Variablen, ,,...,x,_ ;) sei ein Punkt aus:"" !, und 7,7 seien
die Polynome aug[X, ], die entstehen, wenruf X,,..., X, _; die
Werte z4,...,x,_, eingesetzt werden. Dann verschwindet die Re-
sultante Reg (f,9) € k[X,,...,X,, 4] genau dann an der Stelle
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(X1, x,_q) € k"1 wenn Reg (f,9) verschwindet oder wenn bei
der Darstellung vorf undg als Polynom inX, tberk[X,,..., X, ]
beide fihrende Koeffizienten im Punkt{, ..., x, ;) verschwinden.

|
Dies wollen wir anwenden auf ein nichlineares Gleichungtsy

fl(X]_,...,Xn):"':fm(Xl,...,Xn)zo.
Wir nehmen an,«,, ..., x,) € k" sei eine Bsung.

Betrachten wir die Polynomg¢; als Polynome inX, mit Koeffi-
zienten ausk[X,...,X,, 4], so kdnnen wir in diesen Koeffizien-
ten X; = zq,...,X,,_ 1 = x,_, Setzen und erhalten so Polynome
f; € k[X,]. Alle diese Polynome verschwinden in,; je zwei dieser
Polynome haben also (mindestenX) (— x,,) als gemeinsamen Faktor.
Daher verschwindet die Resultante I)%g(sfi, fj). Nach dem gerade be-
wiesenen Lemmaist somit{, ...,z 4) eine Nullstelle des Polynoms
Tij = Resy, (fis [;) € k[Xy,. .., X, 4]
Damit kdnnen wir, zumindest im Fall einer endlicheasungsmenge,
die Losung des obigen Gleichunssystemsieufihren auf die eines
Gleichungssystems in nut — 1 Variablen: Wir bsen zuachst das
Gleichungssystem

r(Xg- o, X, ) =0 firl<j<i<m

und setzen dann nacheinander jedsung ¢, ..., z,_4) indie f; ein.
Wir erhalten ein Gleichungssystem

?1(Xn) =...= ?m(Xn) =0
in einer VeaAnderlichen; seinedsungen, falls es welche gibt, sind gerade

die Nullstellen des gif3ten gemeinsamen Teilers dfer Sindz,, . . . , 2
diese Nullstellen, so sind

p

(T, Tpo1,21), ooy (@1, T 1, 7)
Losungen des ursipnglichen Gleichungssystems.
Das Gleichungssystem mit def), konnen wir auf die gleiche Weise

zurickfuhren auf eines im — 2 Variablen, und so weiter, bis wir bei
einem Gleichungssystem in nur einer Variablen angelangt si
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Man beachte, dal3 nicht jedeé$ung des Gleichungssystems in einer
Variablen weniger zu einerdsung des Ausgangssysterififen muf3:
Zum einen folgt aus dem Verschwinden vé&tas . (f;, f;) nicht, daf3

auch Reg (f;, f,) verschwinden muR; nach obigem Lemnimkte es
auch sein, daf? einfach die beidéhfenden Koeffizienten verschwinden.
Zum anderen folgt aus dem Verschwinden von R€g,, ) nicht, daf3

f. undfj eine gemeinsame Nullstelle habefissen, sondern nur, dal3
sie einen gemeinsamen Faktor haben. Dieser gemeinsanoe k@kte
im Fallek = R etwaX? + 1 sein und somit keine Nullstelle inhaben.

Letzteres Problem verschwindet, wenn \ilper einem sogenannten
algebraisch abgeschlosseneirper arbeiten:

Definition: Ein Korperk heiltalgebraisch abgeschlossemenn jedes
Polynom positiven Grades akiEX ] mindestens eine Nullstelle inhat.

Induktiv folgt leicht, dafdiber einem algebraisch abgeschlossen&n K
per jedes Polynom in ein Produkt von Linearfaktoren aiéirf

Lemma: Ist k£ algebraisch abgeschlossen uhd k[ X] ein Polynom
vom Gradd > 0, so gibt es Elemente;, 24, . ...z; € k derart, dal3

f=ay(X —2z) - (X — 2p)
ISt.

Beweis:Im Falled = 1 ist das klar; sei alsd > 1. Dak algebraisch
abgeschlossen ist, hateine Nullstellez,;. Teilen wir f mit Rest durch
(X — z,), erhalten wir eine Darstellung = ¢ - (X — z,) + r, wobei
degr < deg(X — z,;) = 1 ist, d.h.r ist eine Konstante. Setzen wir
X = z, ein, folgt, dal3r = f(z;) = Oist, d.h.f = ¢ - (X — z,) ist
durchX — z, teilbar. Der Quotieng hat Gradd — 1, laf3t sich also nach
Induktionsvoraussetzung schreiben@ks a (X — z;) - - - (X — z,_1),
woraus die behauptete Darstellung vbfolgt.

Auch Uber einem algebraisch abgeschlossenénp&r kann es im-
mer noch Probleme mit der Erweiterbarkeit vofisingen geben: Ver-
schwinden im Falle von drei Gleichungé¢p f,, f5 alle drei Resultanten
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Resy (f1,f2), Resc, (f1, f3) und Reg (f», f3), SO konnte es immer
noch sein, daf} es drei verschiedene Elemente,, z3 € k gibt der-

art, dalf, und f, die gemeinsame Nullstellg, haben,f; und f5 die
gemeinsame Nullstelle, und f, und f, die gemeinsame Nullstells,
ohne dal3 es eine gemeinsame Nullstelle aller drei Polynefmegmul?.

Als einfaches Beispielifr die Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems mit Resultanten betrachten wir ein System aus zlgaHan-
gen in zwei Unbekannten; die beiden Gleichungen seien

f(x,y)=x2+2y2+8x+8y—40=0 und
gz, y) = 3" +y° + 18 +4y —50=0.

Betrachten wirY” als die erste und als die zweite Variable, fissen
wir nach obigem Algorithmus die Resultante bighch X berechnet;
Maple gibt uns das Ergebnis

Res, (f,g) = 25V + 200" — 468Y° — 347 + 6820

und dessen Nullstellen= —2 + £+/534+ 24,/31.

Diese lonnen wir beispielsweise in einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichunguir x |6sen, um dann zu testen, ob dasungspaar
(z, y) auch eine Nullstelle von ist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar. Einfacher wird es aber, wenn¥statt X eliminieren:

Res, (f,g) = (5X° + 28X — 60)

ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; desserielalts

14 4
V31

T=T 55
uns die wohlbekanntedsungsformel liefert. Diese Wertéknen wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichuageh und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen. (Winkten nalirlich auch
zurachst den ggT der beiden durch Einsetzen entstandenenofudyn
bilden, aber den hier betrachteten kleinen Graden lohintgcAufwand
fur einen BKLIDischen Algorithmus nicht.)
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Alternativ konnen wir auch mibeidenResultanten arbeiten: Ist (y)
eine gemeinsame Nullstelle vofi und g, so muf3z eine Nullstelle
von Res-(f, g) sein undy eine von Reg(f,g). Da es nur 4< 2 = 8
Kombinationen gibt, &nnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die viésilingen

<_ 14,48 2 %\/534— 24@)

5 5
<_ 1_54 + g\/si, 2+ %\/534— 24\/?1>
<_%_g¢?1, —2—%\/534+2M?1)
<_1_54_g\/3i, —2+%\/534+2M?1>.

82: Gleichungssysteme und Ideale

Wenn wir lineare Gleichungssysteme mit demauSs-Algorithmus
|osen, vedindern wir das Gleichunssystem sukzessive, indem wir Glei-
chungen so durch Linearkombinationen mit anderen Gleigbnrer-
setzen, dald sich an debsungemenge nich&ndert. Die amtlichen
linearen Gleichungen in Unbekannteriiber einem Krper k bilden
einen @ + 1)-dimensionalen Vektorraum, in dem die Gleichungensine
linearen Gleichungssystems einen Untervektorraum eereugieser
besteht aus allen Linearkombinationen der gegebenenfalegen, und
das sind gleichzeitig alle linearen Gleichungen, die aufldisungs-
menge des linearen Gleichungssystems verschwinden. Zmearé
Gleichungssysteme haben somit genau dann die gleigsierigsmenge,
wenn sie den gleichen Untervektorraum erzeugen.

Wenn wir Systeme nichtlinearer Gleichungen betrachténnkn wir
Gleichungen nicht nur mir Konstanten multiplizieren, semdauch mit
Polynomen. Anstelle von Untervektéumen sollten wir daher andere
Strukturen betrachten, die sogenannten Ideale:



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 52

Definition: Eine nichtleere Teilmengé eines kommutativen RingR
hei3tldeal,in Zeichen!/ < R, wenn gilt:

1.) Hir je zwei Elementg,g € I istauchf +g € I
2.) Hirjedesf € I und jedes € R liegt auchrf in 1.

Bei den Produkten verlangen wir also, dal3 sie bereits dafliggen,

wenn nurein Faktor in R liegt. Wenn wir die Elemente voR als Glei-

chungen interpretieren, zum Beispiel als Polynome, disclevinden
sollen, ist das in der Tat sinnvoll: Wenn wir eines der Polyieamit ir-

gendeinem beliebigen Polynom multiplizieren, verschwirgs immer
noch auf der bsungsmenge der Gleichung.

Die Bedingung, dal3 ein Ideal mindestens ein Element eethatiul3,
konnen wir auch ersetzen durch die Bedingung, dal es die blkv
enthalten mul3, denn wenn es irgendein ElenfeatR enthalt, mul3 es
genmald der zweiten Bedingung auch § = 0 enthalten.

Um mit dem Idealbegriff vertraut zu werden, betrachten winachst
Ideale im Ring der ganzen Zahlen:

Lemma: Zu jedem ldeall < Z gibt es eine ganze Zahl € Z, so dal}
I'={nglq € Z}.

Beweis: I ist nach Definition nicht leer, endlit also mindestens ein
Element. Falld nur aus der Null bestehtpknen wirn = 0 setzen und
sind fertig. Wenn es ein Element = 0 gibt, entfalt das Ideal auch
dessen@mtliche ganzzahlige Vielfachen, insbesondere also gibt £
dann positive Zahlen. Die kleinste dieser ZahlervsaiVir wollen uns
uberlegen, dal genau aus den ganzzahligen Vielfachen xdresteht.

Dazu seim € I ein beliebiges Element voh Wir dividierenm mit
Rest durchy; das Ergebnis sei

m:n=q Restr mt 0<r<n.

Dann liegt mitm undn auchr = m — ¢n in I und ist echt kleiner
alsn. Dan die kleinste positive Zahl i ist, mul3 daher = 0 sein, d.h.

m = gn ist ein ganzzahliges Vielfaches van
|
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Definition: a) Ist R ein Ring undf € R so bezeichnen wir
(N = A{rf|reRr)

als das vory erzeugteHauptideal.
b) R heil3tHauptidealring,wenn jedes ldeal vo® ein Hauptideal ist.

Wie wir gerade gesehen haben, ist dfsein Hauptidealring.

Allgemeiner definieren wir

Definition: Ist R ein Ring und istV/ C R eine Teilmenge voR, so ist
dasvon M erzeugte ldealM) das kleinste Ideal voR, das)M enthalt,
d.h. den Durchschnitt aller Ideale, di¢ enthalten. Er eine endliche
MengeM = {f,,..., f,,} schreibenwir {/) kurz als (f;, ..., f,,)- Die
MengeM bezeichnen wir als eikrzeugendensystemes ldeald.

Diese Definition macht nicht wirklich klar, wie das val erzeugte
Ideal aussieht. Da uns in der Computeralgebra nur endlizbugte
Ideale interessieren, @ohte ich mich auf diesen Fall beséhken; die
Verallgemeinerung auf beliebige Mengen sollte fur jeden, der den
folgenden Beweis verstanden hat, offensichtlich sein.

BeweisDa jedes Ideal, daf, . . ., f,, entralt,auch @irry, ... ,r,, € R

die Elemente, f; enthalt und damit auch deren Summe, ist klar, daf3 die
rechte Seite in jedem Ideal enthalten ist, dasfdientralt. Au3erdem

ist die rechtsstehende Menge selbst ein Ideal: Da si¢,ceathalt, ist

sie nicht leer; die Summe zweier Elemente ist offensidhtheeder ein
Element, da wir einfach die Koeffizienten addiereiissen, und wenn
wir ein Element mit einem beliebigen Elementc R multiplizieren,
werden einfach alle Koeffizienten mimultipliziert. Somitist die rechte
Seite in der Tat das kleinste Ideal, das gllentralt.

m

Lemma: (fy,..., fn) = {Z rifi

=1

Seinunk = k[ X4, ..., X, ] der Polynomring im Variablentiber einem
Korperk,und seienfy, ..., f,, € R Polynome. Wir interessieren uns
fur die Losungsmenge des durch diegegebenen Gleichungssystems,
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also die Menge allera(y, ..., z,) € k", fur die alle f; verschwinden.
Wir definieren gleich allgemein

Definition: Die Nullstellenmenge einer Teilmengé C k[ X4, ..., X, ]
ist

V(M)dif{(xlv"'7$n)€kn | f(zg,...,2,)=0 firalle f € M} .

Im Falle eine endlichen Mengkl = {f,,..., f,,} schreiben wir kurz

V(fl?"'?fm)'

(In der algebraischen Geometrie bezeichnet man Mengeerdiesals
Varietaten; daher der Buchstabg)

Lemma: st = (fy,..., f,,) das von dery, erzeugte ldeal, so ist
V(I) = V(fb ce 7fm) .

Beweis:Da alle f, in I liegen, ist nalrlich V(I) C V(f,..., f,.)-
Umgekehrt sei4,,...,x,) ein Element vorV (fy,..., f,,) undg ir-
gendein Element voih. Nach dem vorigen Lemma gibt es Polynome
r; € R;sodaly =>""" r, f, ist. Damit ist auch

g(xq,...,x,) = Zri(xl,...,xm)fi(:cl,...,xm) =0,
i=1

sodalR{4,...,x,)in V() liegt. Damit ist das Lemma bewiesen.
|

Dieses Lemma zeigt, dal3 zwei Gleichungssysteme

filxy, .. .yx,)=0, ..., f.(xq,...,2,)=0
und

gy, .2,)=0, ..., g.(zq,...,2,)=0
die gleiche Bsungsmenge haben, wenn die Ideaig (.., f,,) und
(91,---,g,) Ubereinstimmen.

Die Umkehrung dieser Aussage ist allerdings falsch. Eiriaehes
Gegenbeispiel haben wir bereits bei nur einer Gleichungnerev/ari-
ablen: Die Gleichungen

x =0, x2=0, x” =0,
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haben allesamt nur die Null alsbkung, aber natlich sind die Ide-
ale @%) < k[X] fur verschiedene Werte vas verschieden. Gegen
Ende dieses Kapitels werden wir diese Frage, wann so etwksnamt,
genauer untersuchen.

Zum Abschlul’ dieses Paragraphen soll nur noch kurz fedtgatvaer-
den, wie sich Ideale und Nullstellenmengen zueinandeen Dazu
mussen wir zuachst die Summe und das Produkt zweier Ideale definie-
ren:

Definition: a) Die Summel + J zweier ldealel, J eines Ringsk ist

das kleinste Ideal, das sowahhls auch/J entralt.

b) Das Produkf .J dieser Ideale ist das kleinste Ideal, das alle Produkte
fgmit f € Iundg € J enthalt.

Man tiberlegt sich leicht (mit dem gleichen Argument, mit dem eas
Ideal (fy, ..., f,,) oben explizit bestimmt haben), dd(% .J gerade die
Menge allerf + g mit f € T undg € J ist; I.J dagegen enddt im
allgemeinen auch Elemente, die sigicht in der Formfg mit f € I
undg € J darstellen lassen: Ist etwla= J = (X,Y) < R[X, Y], so
enthalt /.J mit X? = X - X undY? =Y -Y auch deren Summg?+Y?,

die sich nicht als Produkt zweier Polynome &JsX, Y] schreibena/3t.
Wenn wir R durch C ersetzen, dRt sichX? + Y2 zwar zerlegen als
(X +:Y)(X —iY), aber auch ifC[ X, Y] gibt es irreduzible Polynome
in (X,Y) - (X,Y), die sich somit nicht als Produkt darstellen lassen.
In IJ liegen daher auch alle (endlichen) Summen der FpIrfi g, mit

f; € I'undg, € J, da diese (analog zum obigen Argument) ein Ideal
bilden, besteht.J genau aus diesen Summen.

Satz: Fur zwei Idealel, J im PolynomringR = k[ X, ..., X, ] gilt
a) IstI C J,soistV(J) C V(I)

b) V(I +J)=V({I)NnV(J)

c) VIJ)=V{I)uV(J)

Beweis: a)Sei (¢4, ...,x,) € V(J). Dann verschwindef(x,, ..., z,)
furalle f € J, erstrechtalsolfralle f € I,d.h. @q,...,z,) € V().
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b) Dal + J das kleinste Ideal ist, das sowahéls auch/ enthalt, liegt
V(I + J) nacha) sowohl inV'(I) als auch inV/(J), also auch in deren
Durchschnitt. Liegt umgekehrt ein Punki,(. .., z,) sowohl inV (1)
als auch inV(J), so liegt er auch i/ (1 + J), denn wie wir gerade
gesehen habemalt sich jedes Element van+ J schreiben alg + g
mit f € I undg € J, und sowohlf als auchy verschwinden im Punkt

(... x,)-

c) Da IJ erzeugt wird von den Produktefy mit f € T undg € J

und jedes dieser Produkte sowohliirals auch inJ liegt, ist I.J eine

Teilmenge sowohl vom als auch von/; somit liegtV (1) UV (J) nacha)

in V(IJ). Umgekehrt sei%,,...,x,) € V(IJ), liege aber nicht in
V(I). Dann gibt es eirf € I mit f(xq,...,2,) Z 0. Fir jedesg € J

liegt aberfg in 1.J, so dal3 das Produkf(z4,...,z,)g9(zq,...,x,)

verschwinden mulf3. Da die Funktionswerte irarferk liegen und der
Faktor f(z4, ..., x,) nicht verschwindet, mug(z4,...,x,) = 0 sein
fur alleg € J; der Punkt liegt also iV’ (J). Somit liegt er in jedem Fall
in V(I)uV(J).

§3: Gaul und Euklid

Kehren wir zuiick zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme. Die
in §1 skizzierte Methode mit Resultanten war bereits im 19. Rlam
dert wohlbekannt. Der im Rest dieses Kapitels vorgestalternative
Ansatz wurde erst 1966 von dem dsterreichischen Matheard&#uNo
BUCHBERGER entwickelt; auch sein Ansatz hat, genau wie die The-
orie der Resultanten, Anwendungen, die wiier das Problem der
Losung nichtlinearer Gleichungssysteme hinausgehenr [Fed@&urde

die Grundidee des Verfahrens bereits knapp WortHBERGER und ohne
dafl} dieser davon wul3te, von dem japanischen Mathematikeuke
HIRONAKA entdeckt, der edif ein klassisches Problem der algebraischen
Geometrie entwickelte:li¥ die damit bewiese sogenannte Aidiling der
Singularifitens einer algebraischen Vadégiber einem Krper der Cha-
rakteristik null erhielt HRONAKA 1970 die Fields-Medaille, die damals
hochste Auszeichnung der Mathematik.
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Ausgangspunkt sind derABss-Algorithmus zur Llosung linearer Glei-
chungssysteme und der Algorithmus zur Polynomdivisiorg &ri im
EukLIDische Algorithmus zur Berechnung des ggT zweier Polynome
verwendet wird:

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durchu&s-Elimination
|6sen, bringen wir es z@chst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen aul3ersken eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen aul3er den dosiden, uns
so weiter, bis wir schlie3lich Gleichungen haben, dereztdetntweder
nur eine Variable entidt oder aber eine Relation zwischen Variablém,
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkeat gin
Eliminationsschritt folgendermal3en aus: Wenn wir im Febe beiden
Gleichungen

AT, ta,x, +---+a,x, =u (1)
byxy +byxy+---+b x, =0 (2)

die VariableX; mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mib, /a, mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigungirfdiese Umformung besteht darin,
dal das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowieedas
Gleichungssystem dieselbésungsmenge haben, und daaadert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen

Ahnlich kénnen wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwerstanrsatirlich

die Gleichungen vom dchsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonisetfahven
dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

n—1

f=a,X"+a, X
g=b X" +b X"+ b X + b,
mit m < n, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-

tienteng und einen Restderart, dal¥ = qg +r ist undr kleineren Grad
als g hat. Konkret: Bei jedem Divisionsschritt haben wir ein Rayn

d—1

+.--+a;X +a; und

d
f=a;X +a; 1 X "+---+aX +ag,
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das wir mit Hilfe des Divisors

g=b X +b X"

+"‘+b1X+b0

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

be d—e
f - —X g,
aq
und das @ihren wir so lange fort, big auf ein Polynom von kleinerem
Grad alsg reduziert ist: Das ist dann der DivisionsrestAuch hier ist
klar, daf sich nichts an debsungsmengandert, wenn man die beiden

Gleichungeny, g ersetzt durcly, r, denn

f=qg+r und r=f-—qg,

d.h. f undg verschwinden genau danarfeinen Wertz, wenng undr
an der Steller verschwinden.

In beiden Rllen ist die Vorgehensweise seitlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleigherset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einder@n
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme voynBuoi-
gleichungen in mehreren \&nderlichen. Erstes Problem dabei ist, dal3
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anords@aien

und damit, was deriihrende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendungimairee,
mal die andere vorteilhaft ist. Wir wollen uns daher @anst damit
besclaftigen.

84: Monomordnungen und der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome in Variablen X,,..., X, und setzen zur
Abkirzung

XY =X" X mit a=(ayg,...,q,) €N,.

n

Terme der FormX“ bezeichnen wir aldMonome;der Grad des Mo-
nomsX“ ist die Summe de,.
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Eine Anordnung der Monome ist offensichtlicquivalent zu einer
Anordnung aufN{, und es gibt sehr viele Bylichkeiten, diese Men-

ge anzuordnen. i uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermalRen kompatibel sind mit der algebraischeunk&tr des
Polynomringst[ X, . . ., X, ]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
dafld der @fihrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
fuhrenden Terme der Faktoren ist — wie wir es auch vom Eindéinen
nalen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelatipa®
aufNy, fur die gilt
1. ,<" ist eine Linear- oder Totalordnung, d.hirfzwei Elemente
a, 8 € Nj ist entwedery < 3 oderfs < « odera = 3.
2. Aira,B,veNjgita< = a+y < [+7.
3. ,<" ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmendeC N{ hat ein
kleinstes Element.
b) Fur ein Polynomf = 3" _,c, X% € k[Xy,..., X, ] mitc, 7O
fur allea € I C N, seiv das gbl3te Element vod beziglich einer
fest gevahlten Monomordnung. Dann bezeichnen wirilgich dieser
Monomordnung
— ~v = multidegf als Multigrad vonf
— X7 = FM f als fuhrendes Monom votf
— ¢, = FK f als fuhrenden Koeffizienten vofi

— ¢, X7 = FT f als fuhrenden Term vorf

Der Grad deq von f ist, wie in der Algebraiblich, der lochste Grad
eines Monoms vorf; je nach gewthlter Monomordnung muf3 das nicht
unbedingt der Grad deglirenden Monoms sein.

Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische Ordnung: Hier ista < 3 genau dann, wenn
fur den ersten Indek in dem sichn und 5 unterscheideny, < 3, ist.
Betrachtet man Monom& “ als Worteliber dem (geordneten) Alphabet
{X,,...,X,}, kommt hier ein MonomX® genau dann voX”, wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolgiesigt
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werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordsindg
klar, und auch die Wohlordnung macht keine grof3en Probldvat
betrachtet zuachst die Teilmenge aller Exponentere I mit kleinst-
moglichema;,, unter diesen die Teilmenge mit kleinsiglichema,,
usw.,bis man beir,, angelangt ist. Sigestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist dasag#e klein-
ste Element vori.

b) Die graduierte lexikographische Ordnung: Hier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist d&§ < degX”, so definieren
wir o < . Falls beide Monome gleichen Grad haben, aolt 5 genau
dann gelten, wena im lexikographischen Sinne kleiner atgst. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungenight

c) Die inverse lexikographische Ordnung: Hier ist « < [ genau
dann, wenniir denletztenindex, in dem sicha und g unterschei-
den. Das entspricht offensichtlich gerade der lexikogisgten Anord-
nung bexglich des dickwarts gelesenen Alphabels, , ..., X;. Ent-
sprechendd(3t sich nairlich auch beiglich jeder anderen Permutation
des Alphabets eine Monomordnung definieren, so dal} dieseu@gd
nicht sonderlich interessant ist — aul3er als Bestandteihu&lgenden
definierten Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische Ordnung: Wie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der GraxksiMo-
noms erstes Ordnungskriterium: Falls dég < degX”, ista < 8,
und nur falls beide Monome gleichen Grad haben, aok 5 genau
dann gelten, wenn im Sinne der inversen lexikographischen Ordnung
groferist als 5. Man beachte, dal3 wir hier also nicht nur die Reihen-
folge der Variablen invertieren, sondern auch die Ordnreiggon im
Fall gleicher Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, dal} aucit éane
Monomordnung definiert wird; sieHgbungsblatt.

Fir das folgende werden wir noch einige Eigenschaften eirardvh-
ordnung beitigen, die in der Definition nicht er@hnt sind.
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Als erstes wollen wir ungiberlegen, dal3 béaglich jeder Monomord-
nung aufN{ kein Elementkleiner seinkann als (0. , 0): Ware ramlich
a < (0,...,0), soware wegen der zweiten Eigenschaft auch

2a=ata<a+(0,...,0)=«
und so weiter, so dal3 wir eine unendliche Folge
a>2a>3a> -
hatten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, dal3 das Produkt zweier Monon@fdgr ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, dald ein echtler T
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Aul3erdem foed3, fdrr ein
Produkt von Polynomen stets Fifl) = FM(f) - FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim &ss-Algorithmus kbnnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beiokiED ischen Algo-
rithmus ist ohnehin alles Division mit RestiiFein Verallgemeinerung
der beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleigjssysteme
brauchen wir also auch einen Divisionsalgorithmiis Polynome in
mehreren Veanderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mit
Rest und die Eliminationsschritte beima@s-Algorithmus verallge-
meinert.

Beim Gauss-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf evaiable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einensidiisalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehreredbarigyleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem Polyndir+ f € k[ X, ..., X, ], wobei
k irgendein Korper ist, in dem wir rechnendkinen, meistens also= Q
oderk = IF,,. Dieses Polynom wollen wir dividieren durch die Polynome
fi,--+, f,, € R, d.h. wir suchen Polynome,, ...,a,,,r € R, so daf}

frafy - Fagfn *r

ist, wobeir in irgendeinem noch zu prisierenden Weise kleiner als
die f; sein soll.
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Da es sowohl bei @ss als auch bei BKLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung festn
im folgenden voniihrenden Termeatc.die Rede ist, soll es sich stets
um die ihrenden Termetc.beziglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendafan:

Gegebersind f, f1,...,f,, € R
Berechnetverdenay, ...,a,,,r € Rmit f =af1+---+a,, [, +r

1. Schritt (Initialisierung):Setzea,; =--- =a,, =r =0undp = f.
2. Schritt (EndebedingunglFallsp = 0 endet der Algorithmus.

3. Schritt (Divisionsschrittfalls keiner deriihrenden Terme FF¥, den
fuhrenden Term Fp teilt, wird p ersetzt durclp — FTp undr durch
r + FTp. Andernfalls sei der kleinste Index,Ur den FTf,; Teiler von
FTp ist; der Quotient se¢. Dann wirda, ersetzt durche; + ¢ und p
durchp — qf,. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.

Offensichtlich ist die Bedingung — p = a,f; +--- +a,, f,, + 7 nach
der Initialisierung im ersten Schritt €ift, und sie bleibt auch bei jeder
Anwendung des Divisionsschritts alt. AuRerdem endet der Algorith-
mus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divisionssgtivird der
fuhrende Term vom eliminiert, und alle Monome, die eventuell neu
dazukommen, sind kleiner oder gleich deiamfenden Monom vorf,.
Da letzteres das (alteliirende Monom vop teilt, kann es nicht gif3er
sein als dieses, d.h. daerfrende Term des neugmst kleiner als der des
alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft einer Mononuorglkann
es keine unendliche absteigende Kette von Monomen gebleer, daul3
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbrechen.

Bei der klassischen PolynomdivisioarfPolynome in einer Variablen
uber einem Krper wissen wir, dald der Rest kleineren Grad hat als der
Divisor. Das mulf3 hier nicht der Fall sein; wioknen nur sagen, dal3 der
Rest keine Monome entdlt, die durch denithrenden Term eines der
Divisoren f; teilbar sind.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wicwst zwei
Beispiele:
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Als erstes dividieren wif = X°Y + XY?+Y? durchf; = XY —1und
f=Y?—1.

Zur Initialisierung setzen wii; = a, = = 0undp = f. Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; heglich derer ist derithrende Term
vonp gIeicthY und der vonf; gleich XY. Letzteres teiltX 2y, wir
setzen also

pHp—Xf1=XY2+X+Y2 und a; —a;+ X =X.

Neuer fihrender Term vorp ist XY?; auch das ist ein Vielfaches
von XY, also setzen wir

pe—p—YF=X+Y’+Y und a; — a,+Y =X+Y.
Nun ist X der fuhrende Term vop, und der ist weder durcK'Y noch
durchY? teilbar, also kommt er in den Rest:
pep—X=Y?+Y und r—r+X=X.

Der nun fihrende Tern? von p ist gleichzeitig der tihrende Term
von f, und nicht teilbar durctX'Y", also wird

p—p—fo,=Y+1 und a,—a,+1=1.

Die verbleibenden Terme vgnsind weder durchX'Y noch durchy®
teilbar, kommen also in den Rest, so dal3 wir als Ergebnidterha

f:a1f1+a2f2+7° mlt a1:X+Y, a2:1 Und T:X+Y+1.

Wenn wir statt durch das Paaf,( f,) durch (f,, f;) dividiert hatten,
hatten wir im ersten Schritt zwar ebenfall€’y” durch XY dividiert,
denn durch’? ist es nicht teilbar. Der neuélirende TernX Y2 ist aber
durch beides teilbar, und werfip an erster Stelle steht, nehmen wir im
Zweifelsfall dessenifhrenden Term. Man rechnet leicht nach, dald man
hier mit folgendem Ergebnis endet:

f:a1f1+a2f2+7° mlt a/]_:X+1, a2:X Und T:X'i'l.

Wie wir sehen, sind also sowohl di@uotienten‘a, als auch defRest*r
von der Reihenfolge def, abhangig. Sie Bngen nairlich im allge-
meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshbdmha
wir die schliel3lich eingefhrt.
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Als zweites Beispiel wollen wif = XY? — X durch die beiden Poly-
nomef, = XY + 1 undf, = Y* — 1 dividieren. Im ersten Schritt
dividieren wir XY durch XY mit ErgebnisY’, ersetzen alsg durch
—X — Y. Diese beiden Terme sind weder dut&’ noch durchy?
teilbar, also ist unser Endergebnis

f:a1f1+a2f2+7° mlt CI/]_:Y, a2:0 Und T:—X—Y.

Hatten wir stattdessen durcfy,( f,) dividiert, hatten wir als ersteX’ y?
durchY? dividiert mit ErgebnisX; daf = X f,ist, gehtdie Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns alsbtreinmal
die sichere Feststellung, gbals Linearkombination def; darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zurdsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Dahi@ss®an wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

84: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus vonuBHBERGER besteht darin, das
Gleichungssystem so alimdern, dald iglichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an deiitfrenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.

Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem
mit f, € R =k[X,,..., X, ]; seine Ldsungsmenge sé&i C k".

Wie wir aus§2 wissen, AngtL nur ab von dem Idedl = (f4, ..., f,.);
zur Losung des Systems sollten wir daher versuchen, éigliohst
~einfaches"” Erzeugendensysteim flieses Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichendjieaid, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Einldeall < R = k[ X4, ..., X,,] heiBtmonomialwenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen egteavird.
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Nehmen wir an,/ werde erzeugt von den Monomen® mit o« aus

einer Indexmengel. Ist dannX” irgendein Monom aug, kann es als
endliche Linearkombination

X7 =3"£XY mit o €A
=1

geschrieben werden, wobei dfgirgendwelche Polynome aus sind.
Da sich jedes Polynom als Summe von Monomen schreib@m, |
konnen wirf; alsk-Linearkombination von Monomek ’ schreiben und
bekommen damit eine neue Darstellung voh als Summe von Termen
der FormeX'X“ mita € A, 3 € N§ undc € k. Sortieren wir diese
Summanden nach den resultierenden Mono@éf", entsteht einé-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesa&itingﬁ
ist. Das ist aber nur bglich, wenn diese Summe aus dem einen Sum-
mandenX” besteht, d.hg laldt sich schreiben in der Forth= o +
mit einema € A und einemy € Ng.

Dies zeigt, daf ein MononY” genau dann id liegt, wenng3 = o + v
ist mit einema € A und einemy € Ny, d.h. X” ist das Produkt eines
der erzeugenden Monome mendeinenMonom. Das Ideal besteht
genau aus den Polynomgndie sich als:-Linearkombinationen solcher
Monome schreiben lassen.

Damit folgt insbesondere, dal3 ein Polyngingenau dann in einem
monomialen Ideal liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal iR = k[ X, ..., X,]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsindige Induktion nach gefuhrt. Im Fall

n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Expenaus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigendvto
aus.

Im Fall » > 1 unda € Ny setzen wirX'® = X{*--- X" * und
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betrachten das Ideal
J=(X""| X" eI) ak[Xy,....X,_4].

Nach Induktionsvoraussetzung wird erzeugt von endlich vielen
MonomenX'®

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystemh Nafst
sich in der FormX'® schreiben mit einena € Ny, fur dasX® in I
liegt. Unter den Indizes,,, die wir dabei jeweils an das(— 1)-tupel
(aq,...,, ;) antngen, sei der gibRte. Dann Iieth’O"Xf; fur je-
des Monom aus dem Erzeugendensystem ¥an I und damit @r
jedes Monom aug. Die endlich vielen Monomé(o‘lX]; erzeugen also
zumindest ein Teilideal von.

Es gibt aber ndlfrlich auch noch Monome i, in denenX,, mit einem
kleineren Exponenten alsaauftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wirifir jedess < r dasldeal/, < k[X4,...,X,,_1],dasvon
allen jeden MonomeX '* erzeugt wird, iir die X'“ X in I liegt. Auch
jedes derJ, wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
MonomenX'®, und wenn wir die @mtlichen MonomeX'“ X zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunehméngfies = 0,1,---,r — 1),
haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem ¥@us endlich vie-

len Monomen gefunden.
|

LEONARD EUGENE DICKSON (1874-1954) wurde in
lowa geboren, wuchs aberin Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Univeraitvon Chicago. Mit sei-

ner 1896 dort eingereichte Dissertatiinalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht Bcher, besdirtigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Derb@ten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sitat von Chicago, dazu kommen reg@lféige Besuche

in Berkeley.
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Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; scdas von

X + 1 erzeugte ldeal k[ X] ist ein Gegenbeispiel, denn es edith
weder das MononX noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben
gezeigten Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jederardéle-
mente auch dessearstliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auchifdie Untersuchung solcher Ideai@nlich
zu machen, ‘&hlen wir eine Monomordnung aut und definierenr
ein beliebiges Ideal < R = k[X4,...,X,] das monomiale Ideal

e

FM(I) = (FM(f) [ felx {0}) ,
das von denithrenden Monomealler Elemente vonl erzeugt wird
— aul3er natrlich dem nicht existierendeiilfirenden Term der Null.

Nach dem Lemma von IDKSON ist FM(Z) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesedizmnh

ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eirfeeriden
Monoms eines Elements vdn Ein Vielfaches desitihrenden Monoms

ist aber dasithrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments von/, denn FMX” f) = X7 FM(f), da fur jede Monomordnung

gilt o < f = a+ 3 < a+~. Somit wird FM(l) erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM{), wobei die f, Elemente vorl sind.

Wir wollen sehen, dal? die Elemenftedas Ideall erzeugen; damit folgt
insbesondere

Hilbertscher Basissatz: Jedes ldeal < R = k[X4,...,X,] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibt es Elementg ... f,, € I, sodal}
FM(I) von den Monomen FM(;) erzeugt wird. Um zu zeigen, dal} die
Elementef; das Ideall erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f € I und versuchen, es alg-Linearkombination delf, zu schreiben.
Division von f durch fy, ..., f,, zeigt, dal} es Polynome,,...,a,,
undr in R gibt derart, daf

F=aufi+tan by +r.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen d&nnen, dal3 der Divisionsrestver-
schwindet.
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Falls » nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, dal3 das
fuhrende Monom FM() von r durch kein fihrendes Monom FM)
eines der Divisorerf; teilbar ist. Andererseits ist aber

Tzf_(a’lfl+"'+amfm)

ein Element vorl, und damit liegt FM() im von den FM(;) erzeugten
Ideal FM(7). Somit muf3 FM() Vielfaches eines FM(;) sein, ein Wider-
spruch. Also ist- = 0.

DavID HILBERT (1862—-1943) wurde in 8nigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Univexsging.

Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der
Invariantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam
1893 einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das dama-
lige Zentrum der deutschen wie auch internationalen
Mathematik, die Universitt Gottingen, wo er bis zu
seiner Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Ar-
beiten umfassen ein riesiges Spektrum aus unter an-
derem Invariantentheorie, Zahlentheorie, Geometrie,
Funktionalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathe-
matik sowie auch zur Relativtstheorie. Er gilt als einer
der Vater der modernen Algebra.

85: Grobner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle detihrenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition anif eine Idealbasis, béglich derer naglichst
viele Eigenschaften bereits an déinfenden Monomen abgelesen wer-
den lonnen:

Definition: Eine endliche Teilmeng& = {g;,...,9,,} C I eines
ldealsI < R = k[X4,...,X,] heilt Standardbasis odelRGBNER-
Basis von/, falls die Monome FM4;) das Ideal FM{) erzeugen.

WOLFGANG GROBNER wurde 1899 im damals nodbsterreichischen i&ltirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italieamsEnont kampfte, studierte

er zuréchst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Studarmiaht, sondern
begann 1929 an der Univeiditein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion ging er
zu Bumy NOETHERNach Gttingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materielleri@Gten
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muRte er schon bald nafsterreich zuiick, konnte aber auch dort Zachst keine Anstel-
lung finden, so dal® er Kleinkraftwerke baute und im Hotel egiWaters aushalf. Ein
italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub vegtie, vermittelte ihm eine Stelle
an der Universiat Rom, die er 1939 wieder verlassen muf3te, nachdem er dich/e
schlu3 &idtirols an Italieniir die deutsche Staaislyerschaft entschieden hattealwend
des zweiten Weltkriegs arbeitete emBtenteils an einem Forschungsinstitut der Luft-
waffe, nach Kriegsende als Extraordinarius in Wien, damsnQxdinarius in Innsbruck,
wo er 1980 starb. Seine Arbeiten besftlyen sich mit der Algebra und algebraischen
Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra Zisuhg von Differentialglei-
chungen.

Die Theorie der ®OBNER-Basen wurde von seinem StudenteRURO BUCHBERGERIN
dessen Dissertation entwickeltUBHBERGERWurde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 bei@BNER promovierte mit der ArbeiEin Algo-
rithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklasgenach einem nulldimension-
alen PolynomidealEr arbeitete dann z@chst als Assustent. nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universit Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den LehrstiihGompu-
termathematik an der UniverattLinz erhielt. Dort giindete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bisA@&r. 1989 initiierte er in
Hagenberg (etwa 20 km ndajdtlich von Linz) die Giandung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweilddastend Mitarbeiter. AulRer mit
Computeralgebra besatiigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis desIHERTschen Basissatzes zeigt, erzeugt
eine QROBNER-Basis das Ideal, und jedes Ideal im Polynomring hat
eine GROBNER-Basis. Bevor wir uns damit besatiigen, wie man diese
berechnen kann, wollen wir zaohst eine wichtige Eigenschaften be-
trachten.

Seig,,...,g9,, GROBNERBasis eines Ideal§ <1 R. Wir wollen ein
beliebiges Elemenf € R durchg;,...,g,, dividieren. Dies liefert als
Ergebnis

f=ag+ - *a,g, tr,

wobei kein Monom von- durch eines der Monome Fil( teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision iilgameinen
weder der Divisionsrest noch die Koeffizienter,; auch nur im ent-
ferntesten eindeutig. Wir wollen untersuchen, wie sichldesverhalt.

Sei etwa

f=ayg+--+a,g,*+r=bg +---+b,9, *+s,;
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dann ist
(al_bl)gl+"'+(am_bm)gm:S_T'

Links steht ein Elementvoh also auch rechts. Andererseits &iitlaber
wederr nochs ein Monom, das durch eines der Monome kM eilbar

Ist, d.h.r — s = 0. Somit ist bei der Division durch die Elemente einer
GROBNER-Basis der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesomdgr

f genau dann ein Element vdnwenn der Divisionsrest verschwindet.
Wenn wir eine ®ROBNER-Basis haben,&nen wir also leicht entschei-
den, ob ein gegebenes Elemégnt R im Ideal! liegt.

Nachdem im Fall einer BOBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente abgt, konnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von déengeG = {g,, ..., g,, } abrangt;

. . —G
wir schreibenf .

Als nachstes wollen wir ungberlegen, wie sich eine @BNER-Basis
eines vorgegebenen Idedlsinden Alt.

Dazu missen wir uns als erstégerlegenwie das ldeal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen,issen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet istiriah ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem Iddak (f4, ..., f,,) und suchen eine
GROBNER-Basis. Das Problem ist, dal3 die Monome FMI(im allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal HM\( erzeugen,
denn dieses endit jajededvionom eines jeden Elements vband nicht

nur das @ihrende. Wir nissen daher neue Elemente produzieren, deren
fuhrende Monome in den gegebenen Elemerftemder auch anderen
Elementen vor erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs Idee dazu war die Konstruktion sogenanntePoly-
nome: Seiery, g € R zwei Polynome; FMf) = X und FM(g) = x”
seien ihre fihrenden Monome, und” sei das kgV vonX® und X”,
d.h.y, = max(;, 8;) furallei = 1,...,n. DasS-Polynom vonf undg
ist 7 7

S(f’g)zﬁ(f)'f_FT(g)'g'
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Da%&) - f und% . ¢ beide nicht nur dasselb&tirende Mononi”
haben, sondern es wegen der Division durch démendenlermstatt

nur das @thrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthalten,
fallt es bei der Bildung voiy(f, g) weg, d.h.S(f, g) hat ein kleineres
fuhrendes Monom. Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises
daRS-Polynome alles sind, was wir brauchen, umRdBNER-Basen zu

berechnen.
Lemma: Fur die Polynomef,, ..., f,, € R sei

S=>"NXYf, mit X\, €k und a; €Ng
=1

eine Linearkombination, zu der es einc N gebe, so daf3 alle Sum-

mandenx’ als fihrendes Monom haben, dda. + multidegf, = ¢, fur
i=1,...,m. Falls multidegS < ¢ ist, gibt es Elementg,; € k, so dal}

=1 j

N X S(fi )

)

1
o

ist mit X7 = kgV (FM(f,), FM(f;)).

BeweisDer fuhrende Koeffizient voifi, seip,; dannist\, i, der fihren-
de Koeffizient von\, X f,. Somit ist multidegS genau dann kleiner
als 6, wenn )", \,u1; verschwindet. Wir normieren all&’ f; auf
fuhrenden Koeffizienten eins, indem wif = X f,/u, betrachten;
dann ist

S= Z APy = Apa(pr — p2) + (Aapg + Appip) (2 — p3) +- -
= + Ayt A b )Pt — Do)
+ (>\1/’L1 oot Amum)pm ’

wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann verscletyivwenn
multidegS < .

Da allep, denselben Multigrad und denselberuhrenden Koeffizienten
eins haben, trzen sich in den Differenzen — p; die fuhrenden Terme
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weg, genau wie in de§-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgV(FM(f;), FM(/f;)) mit y,;, so ist

Di —P; = X(s_%js(fivfj) -

Damit hat die obige Summendarstellung wudie gewilnschte Form..

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystefp, ..., f,, einesIdeal$ im Polynomring
R = k[X4,...,X,] ist genau dann eine ROBNER-Basis, wenn jedes
S-PolynomS(f;, f;) bei der Division durctyy, ..., f,, Rest null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vory; und f; liegt dasS-Polynom
S(f;, f;) imIdeall; falls fy,. .., f,, eine GROBNER-Basis von/ ist, hat
es also Rest null bei der Division durgh, .. ., f,,..

Umgekehrt sefif,, ..., f,,, ein Erzeugendensystem vén< R mit der
Eigenschaft, dal3 all&(f;, f;) bei der Division durclyy, ..., f,, (inir-
gendeiner Reihenfolge) Divisionsrest null haben. Wir eolteigen, dafd
f1,---, [, dann eine ®OBNER-Basis ist, d.h. daB FMY), . . ., FM(f,,,)
das Ideal FM[) erzeugen.

Sei alsof € I ein beliebiges Element; wir tissen zeigen, dal3 FI(
im von den FM(f,) erzeugten Ideal liegt.

Da f in I liegt, gibt es eine Darstellung

Falls sich hier bei denthrenden Termen nichts wdlzt, ist der
fuhrende Term vorf die Summe derithrenden Terme gewisser Pro-
dukteh, f;, die allesamt dasselb&@HhHrende Monom FM() haben. We-
gen FM@, f;) = FM(h,;) EM(f,) liegt FM(f) daher im von den FM())
erzeugten ldeal.

Falls sich die maximalen unter deiirenden Termen F&(f;) gegen-
seitig wegkirzen, &3t sich die entsprechende Teilsumme/dgt nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe gelfolynomen schreiben.
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Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch desiddisal-
gorithmus als Linearkombinationen dgr darstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

f=hyfy+--+h f mit h €R,

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleisteals
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als SurmameS-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad vensait
den.

Mit dieser Darstellung &nnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den fihrenden Termen nichts wagizt, haben wir FM() als Ele-
ment des von den FM{() erzeugten Ideals dargestellt, andernfalls erhal-
ten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue Darstel-
lung von f als Linearkombination def, mit noch kleinerem maxi-
malem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Verfahmefd
schliel3lich mit einer Summe ohnelkzungen bei deruhrenden Termen
enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaft einer Madonng
keine unendliche absteigende Folge von Multigraden gehan.k .

Der BucHBERGERAIgorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einROKBIER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:

Gegebersindm Elementefy, ..., f,, € R=k[X,,..., X, ]

Berechnetwird eine QROBNER-Basisy;, ..., g, des davon erzeugten
ldeals! = (fy,..., f,,) mitg, = f, furi < m.

1. Schritt (Initialisierung):Setzeg, = f; furi = 1,...,m; die Menge
{91, ---, 9, werde mitG' bezeichnet.

2. Schritt: SetzeG’ = G und testefifr jedes Paarf{ g) € G' x G’ mit

f # g, ob der Rest bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G’ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindells Fa
nicht, wird G ersetzt durcltiz U {r}.

3. Schritt: Ist G = G’, so endet der Algorithmus m@& als Ergebnis;
andernfalls geht es zick zum zweiten Schritt.
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Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Rest ter
Division von S(f, g) durch die Elemente voi' stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satzistaher eine GOBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsresteliliegen undG
ein Erzeugendensystem vdrenthalt, ist auch klar, dal3 es sich dabei
um eine ROBNER-Basis vonl handelt. Wir niissen uns daher nur noch
uberlegen, dald der Algorithmus nach endlich vielen Iteretin abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisigst- auf-
taucht, ist dessenihrendes Monom durch keifitirendes Monom eines
Polynomsg € G teilbar. Das von deniihrenden Monomen dere G
erzeugte Ideal vorkR wird daher golRer, nachdendz um r erweitert
wurde. Wenn dies unbesdé@nkt nglich ware, lonnte das Ideal FM|)
kein endliches Erzeugendensystem haben, im Widersprunh.etmma
von DICKSON. Also kann der zweite Schritt nur endlich oft durchlaufen
werden.

Der Algorithmus kann ndlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweisedftt man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselSeffolynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werdéssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest null hatte, hat e$ d&t jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest null, denn dann wird jadeir durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtvischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen@pitimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip bémen und @ir den Rest
des Semesters lieber einige Anwendungen betrachten.

Der BucHBERGERAIgorithmus hat den Nachteil, dal3 er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schritifgr macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beimuss-Algorithmus noch beim
EukLIDischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleiahu
durch eine anderersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des @uss-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim BkLIDischen Algorithmus durchS-Polynome
ausdiicken lonnen,mussenwir im allgemeinen Fall zuszlich zug

und S(f, g) auch noch das Polynorfi beibehalten; andernfalls kann
sich die Losungsmengandern:
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Als Beispiel kbnnen wir das Gleichungssystem
FX,Y)=XY+XY°+1=0 und ¢(X,V)=X’—XY -Y =0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnungiéeh, sind
hier die einzelnen Monome bereits derdBe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also dié@lirenden Monome an erster Stelle und

S(f,9) = Xf(X,Y) - Yg(X,Y)= XV + XY*+ X +Y°.

Der fuihrende TermX?Y? ist durch den fihrenden TermX?Y von f
teilbar; subtrahieren wi f vom S-Polynom, erhalten wir das nicht
weiter reduzierbare Polynom

MX,Y)= XY +XY?+X+Y* Y.

Sowohlg(X,Y) als auch(X, Y) verschwinden im Punkt (@); dieser
ist aber keine bsung des Ausgangssystems,fd8, 0) = 1 nicht ver-
schwindet.

Aus diesem Grund werden die nach demcBBERGERAIgorithmus
berechneten BOBNER-Basen oft sehr grof3 und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

f1=X°—2XY und f,=X°Y -2Y°+X

und berechnen eineRGBNER-Basis beiaglich der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung. Dann ist

2
S(f =Y fHh - Xf=-X
weder durch dentihrenden Term vorf; noch den vory, teilbar, muf3
also als neues Elemeyfit in die Basis aufgenommen werden.

S(fy, f3) = f1+ X f3=-2XY

kann wieder mit keinem def; reduziert werden, muf3 also als neues
Elementf, in die Basis. Genauso ist es mit

fs=5(f2, f3) = fotY f3= —2Y°+ X .
Im so erweiterten Erzeugendensystem bestehend aus detoR@y
A=X2—2XY, £=XY-2Y’+X, fi=-X
fo=—2XY und fy=-2Y’+X
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sind dieS-Polynome

S(f1, f2) = f3, S(f1, f3) = fs und S(f; f3) = fs

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombhimagn nissen
wir nachrechnen:

SUpf =Y h - o= -2XV? =V,

x° X*_ X
S f) =Y fi+ S fs = —2XY  + S = S i+ o4 Y fy— o

SU F) = o+ 5 fa= 2V 4 X = fy

2 3

SUp )=V fo+ Ty fo= oy + XY =20 = 0y = [V,

SUar )= Y fa— 3 o=0

xX*, 1, 1
S(fs.fo) = Y fs— S fs= 5f1— 514

Y, X, X 1
S(fa f5) = —§f4 - Efs -5 T —éfs
Somit bilden dieseifnf Polynome eine €BNER-Basis des vonf;
und f, erzeugten ldeals.

Zum Glick brauchen wir aber nicht all&éff Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes ghten
kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinzyonach bei ei-
ner GROBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand dérénden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine ®ROBNER-Basis des ldeals < k[ X4, ..., X, ], und

g € (G seiein Polynom, dessealirendes Monom im von deiilirenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monamidésal

liegt. Dann ist auclt? \ {g} eine GROBNER-Basis von/.

Beweis:G \ {g} ist nach Definition genau dann ein&RGBNER-Basis
von I, wenn die fihrenden Terme der Basiselemente das ldeal FT(
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erzeugen. D& eine GROBNER-Basis vonl ist und die fihrenden Terme
egal ob mit oder ohne F§) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das
Klar.

|

Im obigen Beispiel haben wir digihrenden Monome
FM(f) = X7, FM(f,) = XY, FM(f;) = X7,
FM(f,) = XY und FM(fy) =Y?;

offensichtlich sind FM(,) und FM(f,) durch FM(f;) teilbar, so daf3 wir
auf f; und f, verzichten lbnnen: Auch die Polynomg, f, und f; bilden
eine GROBNER-Basis des vorf; und f, erzeugten ldeals. Zur weiteren
Normierung kbnnen wir noch durch digihrenden Koeffizienten teilen
und erhalten dann diminimale GROBNER-Basis

~ X
f3:X2

, f,=XY und ﬁ;:YZ—?.

Definition: Eine minimale ®ROBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-

Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € Gliegt FT(g) imvon den fihrenden Termen dabrigen
Elemente erzeugten Ideal.

Esistklar, daf jede RBNER-Basis zu einer minimalenk&BNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Divisiodknen wir alle ihrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeuguagdzarn, und
nach obigem Lemmadanen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir konnen aber noch mehr erreichen: Wenn nicht dasdnde sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomg € GG im von den fihrenden
Termen deribrigen Elemente erzeugten ldeal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch dasitfhrende Monom eines anderen Polyndims G. Wir
konnen den Term mit diesem Monom daher zum Verschwindendming
indem wir g ersetzen durch minus ein Vielfaches voh. Da sich dabei
nichts an denithrenden Termen der Elemente vGnandert, bleibi7
eine GROBNER-Basis. Wir kbnnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GROBNER-Basis Terme eliminieren, die durch deithfenden
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Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei stoliefhtste-
hen sollte, ist eineeduzierteGROBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte @®OBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-

Basis vonl mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € G liegtein Monom vory im von den fihrenden Termen
dertibrigen Elemente erzeugten Ideal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schonumert,
denn aul3erf; bestehen alle Basispolynome nur aus démréndem

Term, und bei}‘;3 ist der zu&tzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischeruhrenden Terme der anderen Polynome teilbar sein.

Reduzierte ®OBNER-Basis haben eindif das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wesentliche Aigliche Eigenschatft:

Satz: Jedes Ideal < k[X,,...,X,] hat eine eindeutig bestimmte
reduzierte ®OBNER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalenRGBNER-Basis G' und
ersetzen nacheinander jedes Elemert G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG \ {g}. Da bei einer minimalen GBNER
Basis kein @ihrendes Monom eines Element dakrfende Monom eines
anderen teilen kan@ndert sich dabei nichts an derhfenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimak®g\NER-Basis. In
der schlie3lich entstehenden Basis hat kgia G mehr einen Term,
der durch deni@fhrenden Term eines Elements vah~ {g} teilbar
ware, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Eitane
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich do den
fuhrenden Termen der Basiselemente nichésdert. Also gibt es eine
reduzierte ®OBNER-Basis.

Nun seienG und G’ zwei reduzierte @OBNER-Basen vonl. Jedes
Elementf € G’ liegt insbesondere i, also isth = 0. Insbesondere
mul3 der fihrende Term vorf durch den fihrenden Term einege GG
teilbar sein. Umgekehrt ist aber au@ﬁ’ = 0, d.h. der @thrende Term
vong muR durch denithrenden Term eines Elements vBre G’ teilbar
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sein. Dieseriihrende Term teilt dann insbesondere déménden Term
von f, und dai’ als reduzierte ®OBNER-Basis minimal ist, muf§’ = f
sein. Somit gibtes zu jedege G genau eirf € G’ mit FT(f) = FT(g);
insbesondere hab&hundG’ dieselbe Elementanzahl. Tathlich muR
sogarf = g sein, dennf — g liegt in I, entlalt aber keine Term, der
durch den fihrenden Term irgendeines Elements V@rteilbar ware.
Alsoist f — g = 0.

86: Anwendungen von Grobner-Basen

Die Eindeutigkeit der reduzierterRGBNER-Basis bedeutet, dafd wir Ide-
ale des Polynomrings durch endlich viele Daten eindeutsgleiben
konnen; insbesonderebiknen wir entscheiden, ob zwei Mengen von
Polynomen dasselbe Ideal erzeugen. Dies ist der Ausgankfsfiir
zahlreiche Anwendungen vonRGBNER-Basen in der kommutativen
Algebra, algebraischen Geometrie, Kontrolltheorie unastter.

Wir wollen uns hier mit zwei einfacheren Anwendungen heggn,
zunachstdem Hauptproblem dieser Vorlesung, dissung algebraischer
Gleichungen und Gleichungssysteme.

Wir gehen also aus vom Polynomgleichungen

filxy,...,x,)=0 mit f, e k[Xy,...,X,,] fur i=1....m
und suchen die disungsmenge

V() = {(zq,...,z,) €K | filay,...,2,)=0 fur i=1,...,m}.

Wir verwenden die lexikographische Ordnung diif > --- > X, und
betrachten das von defp erzeugte Ideal < k[ X, ..., X, ].

Zur Losung des Gleichungssystems wollen wir, wie von linearei-Gl
chungssystemen gewohnt, nacheinander die Variablemédiran; dazu
definieren wir

Definition: Dask-te Eliminationsideal eines Idedl< k[ X, ..., X,]
istl, = I Nk[Xyq,...,X,]
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Satz:Ist G eine GROBNER-Basis vonl beZiglich der lexikographischen
Ordnung, so isG N I,, eine GROBNER-Basis von.

Beweis:Die Elemente voitz = {¢,,...,9,,} Seien so angeordnet, daf}
GNnI, ={gq,...,9,}ist. Wir missen zeigen, dal3 sich jedés I, als
Linearkombination vomw,, . . ., g, darstellen&ft.

Der Divisionsalgorithmus bémlich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellung = h,9, +--- + h,g, von f als Element
von I. Dabei mufdten allé; mit i > r verschwinden, denn dain I,
liegt, kann bei der Division keintihrender Term eineg, ¢ I, je den
fuhrenden Term des Dividenden teilen. SomitGsth I,, eine Basis
von .. Um zu zeigen, dal3 es sich dabei sogar um eiR@SBER-Basis
handelt, knnen wir zum Beispiel zeigen, dald algy;, g;) miti, 5 <r
ohne Rest durclix N I, teilbar sind. DaG nach Voraussetzung eine
GROBNER-Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest duttteilbar,
und wieder kann bei der Division nie deitfrende Term eines Dividen-

den durch den eingg mit ¢ > r teilbar sein.
|

Ist I das von den Gleichungen eines nichtlinearen Gleichungssgs
erzeugte ldeal, soistjed@®kung 4, . . ., x,,) Nullstelle aller Polynome
aus/, insbesondere also auch derer dusFur jede Losung ist daher
das Tupel£,.,4, - .., x,,) Nullstelle der Polynome aus..

Daraus ergibt sich eine Strategie zuwdung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art desABss-Algorithmus: Wir bestimmen zuachst eine
(reduzierte) ®OBNER-Basis fir das von den Gleichungen erzeugte Ideal
des Polynomring&[ X4, ..., X,,] und betrachten als erstes das Elimi-
nationsideall,, _,. Dieses besteht nur aus PolynomenXip; falls wir

mit einer reduzierten BOBNER-Basis arbeiten, gibt es daridthstens
ein solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, mul3 jedésung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen NullstellbarhaNir
bestimmen daher diese Nullstellen und setzen sie nactdenam das
restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wircBlengssyste-
me inn — 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nuiXip_, suchen
konnen, und so weiter.
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Im obigen Beispiel etwa besteht die reduzier®OBNER-Basis beig-

lich der lexikographischen Ordnung aus den beiden Polynome
g.=X—-2Y% und g¢,=Y".

Das Eliminationsideal; wird also erzeugt vorg, = Y3, d.h. fur jede

Losung &, y) mulRy verschwinden. Setzen wir = 0 in g;, SO sehen

wir, dal3 auche verschwinden mulf3, der Nullpunkt ist also die einzige

Losung.

Nun kann es ndirlich vorkommen, da, _, das Nullideal ist; falls unter
den Losungen des Systems unendlich viele Wditealfe letzte Variable
vorkommen, mul3 das sogar so sein. Es kann sogar vorkomnizal]ela
Eliminationsideale aul3dy = I das Nullideal sind. In diesem Faliffirt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns daiber wundern, sollten wir ungberlegen, was wir
uberhaupt unter derdsung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehenwollen. Im Falle einer endlichedidungsmenge istdas klar: Dann
wollen wir eine Auflistung der&mtlichen losungstupel. Bei einer un-
endlichen losungsmenge ist das aber nicht melogihch. Im Falle
eines linearen Gleichungssystems wissen wir, dal} dseuhgsmenge
ein affiner Raum ist; wir &nnen sie daher auch wenn sie unendlich
sein sollte durch endlich viele Daten eindeutig beschreikeam Bei-
spiel durch eine spezielledsung und eine Basis dessungsraums des
zugeldrigen homogenen Gleichungssystems.

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgeeteikeine
solche Beschreibung unendlicheddungsmengen: Diedsungsmenge
des Gleichungssystems

X2+2Y?+32°=100 und X +3Y°—2Z°=0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem adlghten Kegel;
sie besteht aus zwei ovalen Kurveaherer Ordnung. Die BOBNER-
Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

X2 _-117°+300 und Y?+72%-200,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt zweier mlbper
Zylinder. Eine explizitere Beschreibung devdungsmenge ist schwer
vorstellbar.
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Auf der Basis von SUrRMschen Ketten, dem Lemma vomd®m und
Verallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geerivietho-

den entwickelt, wie man auch allgemeiner@sungsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylineridelegung
qualitativ beschreiben kann; dazu wird d&t in Teilmengen zerlegt,

in denen die bsungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der TeilmengeuBdukann
man insbesondere feststellen, in welchen RegionerRdeksodsungen

zu finden sind; diese Methoden sind Gegenstand der reelbedgschen
Geometrie.

In manchen Bllen lassen sich dsungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kahdas
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades dikukRd
kommt daheriir allgemeine bsungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets nibglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibumgy ei
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier hatiealso
Gleichungen der Form

xy=p(ty, .- t), ooy x, =@t ... t,)
und suchen Polynomg, ..., f, ausk[ X, ..., X, ], die genau auf der
Menge aller jener«,,...,z,) verschwinden, iir die es eine solche

Darstellung gibt.

Dazu wahlen wir eine lexikographische Ordnung auf dem Polynom-
rng k[Ty,...,T,,, X1,...,X,], bei der alleT; groer sind als dieX;,

und bestimmen eine K&BNER-Basis fir das von den Polynomen
X, —p;(Ty,...,T,,) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt #iX,, ..., X, ]

Ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die itmtye aus der
GROBNER-Basis, in denen kein€&; vorkommen.

Eine weitere Anwendung von Eliminationsidealen ist diet®unach

einem Gleichungssystem mit vorgegebener (endliché@subhgsmenge;
dies spielt beispielsweise in der algebraischen Stagatid Rolle, wenn
zu einem vorgegebenen Design die damitadzbaren Modelle identi-
fiziert werden sollen.
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Wir gehen also aus vonPunkten
P=@P . dMer", i=1...n

und suchen ein ldeal < k[X,,...,X,], dessen Elemente in den
PunktenP; verschwinden. Im Falle nur eines Punkt&skonnen wir
einfach das Ideal

I, = (X, — x(li)a o X, — 955?)
nehmen; bei mehreren Punkten brauchen wir den Durchsdenitieale
I, bis I, fur den wir kein offensichtliches Erzeugendensystem haben.
Betrachten wir stattdessen die Punkte

_ (i) G) @) (4) n+r . (1) _ 1 falls: = j
= ey Ty st ) EER mit ¢ —{ )
Q; = (1 Ln ol r) J 0 sonst

so erzeugen die Polynome
(4)

T(X; —z;°) € k[ Xy, ..., X, Ty,...,T,]
far< = 1,...,n und j = 1,...,r zusammen mit dem Polynom
T,+ - +T,—1einIdeal, das allg), als Nullstellen hat, denf, (X, —z'”)
verschwindet, d&gi) die j-te Koordinate vorQ); ist, und fur ¢ Z i ver-
schwindetl,(X; — 2\"), dat, = O ist.
Ist umgekehri) € k™" keiner der Punkte),, so gibt es ir jedes:

mindestens eine Koordinate, in der s@lvon (), unterscheidet. Ist dies
etwa diej-te Koordinate, so is&; — ) in @ von null verschieden;

T,(X; — 2\) kann daher nur verschwinden, wefyre 0 ist. Dies kann
aber nicht aber alleder Fall sein, denn die Summe derst eins. Somit
liegt @ nichtin V' (J).

Damit haben wir ein Ideal < k[X4,...,X,,,Ty,...,T.] gefunden,
dessen Nullstellen genau die Punigg . .., Q,. € k""" sind. Die Punk-
te P, ..., P. sind die Projektionen dep, von k™" nachk"; deshalb
ist klar, dal3 alle Polynome aus

I=JNKXy,...,X,]

in den Punkter, verschwinden.
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87: Der Hilbertsche Nullstellensatz

In diesem Paragraphen wollen wir Kriterietr fdie Losbarkeit eines
nichtlinearen Gleichungssystems sowiiedie Endlichkeit der bsungs-
menge herleiten. Aul3erdefberlegen wir uns, wann ein Polynom

g auf der Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
schwindet. Nairlich mul3 es dann verschwinden, wenn es im von
den Gleichungen erzeugten Ideal liegt, aber die Umkehraazg dilt
nicht: Die Nullstellenmenge des System mit der einzigenidBleng

(X — Y)3 = 0 etwa besteht genau aus den Punkteny) mit =z = v,

und dort verschwindet auch das lineare Polyn¥m Y, das schon aus
Gradgginden nicht im vonX — Y)? erzeugten Ideal liegen kann.

Wenn wir Uilber einem endlichen &tper arbeiten, beispielsweise dem
KorperF,, haben wir das z@édzliche Problem, dal3 es Polynome gibt,
die auf ganz[Fg verschwinden: Nach dem kleinen Satz vV@RMAT ist
beispielsweise” — » = 0 fir allex € [F,,, und daraus lassen sich leicht
Polynome inn Variablen konstruieren, die auf galﬂ‘z verschwinden.
Wir wollen uns als ersteigberlegen, dal3 diesesdtomen bei unendli-
chen Korpern nicht auftreten kann:

Lemma: k sei ein unendlicher &rper undf € k[ X, ..., X, ] sei nicht
das Nullpolynom. Danngibtes, ..., a, € kderart,dal¥ (aq,...,a,)
nicht verschwindet.

Wir fuhren denBeweisdurch Induktion nach: Fur Polynome einer
Veranderlichen folgt dies aus der Tatsache, dal3 ein vom Nyltooh
verschiedenes Polynondbhstens so viele Nullstellen haben kann, wie
sein Grad angibt, also auch jeden Fall endlich viele. Inrain@endli-
chen Korper mul3 es daher Elemente gebém,die das Polynom nicht
verschwindet.

Furn > 1 schreiben wirf = f, X%+ f, X% '+...+ f,X + f,als
Polynom inX,, mit Koeffizientenf, € k[X,,...,X,,_1], wobei wir
annehmen &nnen, dal3 dekthrende Koeffizienf, nicht das Nullpoly-
nom ist. Nach Induktionsannahme gibt es daqn .., a,,_; € k, fur
die f,(aq, . ..,a,_4) nicht verschwindet. Setzen wik(,, ..., X, _, auf
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diese Werte, ist dahef(aq,...,a,_1,X,) € k[X,] nicht das Null-
polynom, hat also nur endlich viele Nullstellen&Wen wir Uira,, € k
irgendein Element, das keine Nullstelle ist, mfi(&4,...,a,,_1,a,,)

von Null verschieden sein. .

Korollar: Das Polynomf € k[X,,...,X,] Uber dem unendlichen
Korper £ habe den Gesamtgratl Dann gibt es Elementg, € &,
fur die das Polynony(Y; + \,Y,.,..., Y. _;+ X ;Y .Y ) aus dem
Polynomringk[Y;,..., Y, 1 = k[Yy,..., Y, 4][Y,] als Polynom inY,
den fihrenden TermaY,? hat mit einent 7 0 ausk:.

Den Beweisfiuihren wir wieder durch Induktion naott Firn = 1 ist
Y, = X, und die Behauptung trivial; sei also> 1. Wir schreiben

9V, V) = fY+ MY, Y, 4N, YY)
e

=) a, (g, A, )Y

als Polynom in deny; mit Koeffizienten ausk[\,,...,\,,_4]; die
Summe lauft alsoliber gewisse-Tupele € Ny vom Grad ldchsteng.
Dawirin f fur jedesX, eineninY,, linearen Ausdruck eingesetzt haben,
fuhrt jedes Monom vorf nach Einsetzen und Ausmultiplizieren zu ei-
ner Summe, in der ein Term miit” vorkommt; der Koeffizient vory’”

ist also nicht das Nullpolynom aug),, ..., A,,_;]. Nach dem gerade
bewiesenen Lemma gibt es dabere k, fur die dieser Koeffizient von

Null verschieden ist, und mit diesew gilt die Behauptung.
|

Dieses eher technische Korollar sagt also, dal3 wir durch knea-
re Koordinatentransformation immer erzwingeinken, dal} eine der
Variablen mit dem Gesamtgrad als Exponenten auftritt. Devsutzen
wir, um zu untersuchen, wann ein Gleichungssysterosbdr ist.

Dabei wollen wir dieUnlosbarkeitin einem starken Sinn interpretieren:
Die GIeichungX2 + 1 = 0 hat beispielsweise zwar keine reell@sung,
aber sie hat die beiden komplexeadungen: = +i. So eine Gleichung
wollen wir nicht als unbsbar betrachten. Wir definieren
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Definition: a) Ist I ein Ideal ink[X,...,X,] und istk’ ein Korper,
derk enthalt, setzen wir
VoD ={(2,--22,) €K | f(z,...,2,) =0firallef e I}.

b) Erzeugen die Polynom#, ..., f,, € k[ X}, ..., X,,] das Ideall, so
Seivk:’(fb ceey fm) = Vk:’(I)

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: sei ein Kor-
per, K ein algebraisch abgeschlossenérper, derk entralt, und/ sei
ein Ideal im Polynomring[ X, ..., X,] Uberk. Dann istVy(I) = ()
genau dann, wenn das lddatlie Eins entAlt.

In Gleichungen ausgeidckt heil3t dies, dald das Gleichungssystem
fi(xlw--yxn)zo fUI‘z'=1,...,m

genau dann keinedsung ink hat,wennesg;, ..., q,, € k[ X4, ..., X,]
gibt, fur dieg, f; +---+g,,f,, = 1ist.

Der Beweiserfolgt auch hier wieder durch volbtdige Induktion nach
der Anzahl der Variablen:

Fiurn = 1 ist jedes Ideal < k[X] ein Hauptideal; es sei erzeugt von
f € k[X]. Nach Definition eines algebraisch abgeschlosseriapdts
hat f genau dann keine Nullstelle i, wennf konstant ist, und das ist
aquivalent dazu, daRdie Eins enthlt.

FUr n > 1 betrachten wir ein Erzeugendensyst¢gm..., f,, von I.

Nach dem obigen Korollardnnen wir annehmen, dgf§ den Termx?
enthalt, wobeid den Grad vory,; bezeichnet: Eine lineare Koordinaten-
transformatiorandert schlie3lich nichts daran, &Q.(7) leer ist oder
nicht und auch nichts daran, dldie Eins enthlt oder nicht.

Wir fuhren eine neue Variablé ein und betrachten das Polynom
h=fo+Ufg+--+U"°f €k[Xy,...,X,, U]

sowie die Resultante Rgs(f,h) € k[ Xy, ..., X,,_4, U]. Wir schrei-
ben sie als Polynom

L
Resy (f1,h) =a(Xy, .., X, U +---+ap(Xy,..., X, 1)
in U mit Koeffizienten aus[ X, ..., X,,_4].
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Wie wir am Ende vorgl gesehen habergfdt sich die Resultante zweier
Polynome als Linearkombination dieser Polynome darstels gibt
daher Polynome, g € k[ X4, ..., X,,, U], so dal3 gilt

Resy, (f1.h) =pfi+ah =pfi+afy+qufs+ - +qu" "),
Vergleichen wir dies mit obiger Darstellung der ResultaissPolynom
in U, sehen wir, dal3 die KoeffizientenpolynomgX,, ..., X,,_1) Im
Ideall = (fy,..., f,,) liegen nussen.

Wenn wir zeigen knnen, dal3 diese Polynome keine gemeinsame Null-
stelle inK™~* haben, wissen wir nach Induktionsannahme, daR sich die
Eins ink[X,, ..., X, _4] als Linearkombination det, darstellen &f3t;

da diese Polynome ih liegen, liegt die Eins somit erst recht finp und

wir sind fertig.

Angenommen, die, hatten eine gemeinsame Nullstellg (. .., z,_1)
in K"~*. Dann ware Reg. (f1,h)(21, - - » 2,1, U) € k[U] das Null-
polynom. Somit Atten die beiden Polynome

filzq, .-, 2,1, X,,) € k[X,] und

h(zq, .-y 2,1, X, U] € k[X,,,U]
einen nichtkonstanten gemeinsamen FaktorKlrgabe es dann eine
Nullstelle z,, von fi(zq, ..., 2,1, X,,), furdie i(zq, ..., 2,1, 2,,U)
das Nullpolynom vire. Nach Definition voh verschvanden dann nicht
nur fi(zq, .-, 2,), sondern auch allg;(zq,...,2,) furj =2,...,m.
Damit lage €4, ..., 2,) in Vi (I), was wir aber als leer vorausgesetzt
haben. Damit ist klar, dal3 die, keine gemeinsame Nullstelle haben
konnen, und der Satz ist bewiesen. .
Ob ein Ideal die Eins endt oder nicht, kann man seinemRGBNER-
Basis leicht ansehen: Da deérirende Term eines jeden Polynoms aus
dem Ideal durch deniihrenden Term eines Elements derGBNER-
Basis teilbar sein mul3, eréth diese im Falle eines Ideals, das die Eins
enthalt, ein Polynom, desseiifirendes Monom die Eins ist. Da diese
beZiglich jeder Monomordnung das kleinste Monom ist, mul} sdreit
GROBNER-Basis eine Konstante enthalten. Die zugyeéde minimale und
erst recht die reduzierteRGBNER-Basis besteht in diesem Fall nur aus
der Eins.
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Kriterium: Ein nichtlineares Gleichungssystem ist genau danasinl
bar selbstiber einem algebraisch abgeschlossenamp&r, dek enthalt,
wenn seine reduzierteRGBNER-Basis nur aus der Eins besteht.

Die starke Form desiHBERTschen Nullstellensatzes sagt uns allgemein,
welche Polynome auf der Nullstellenmenge eines Idealsknsnden:

Hilbertscher Nullstellensatz: I < k[X,,...,X,] sei ein Ideal, und
das Polynomg € k[X4,...,X,] verschwinde in jedem Punkt von
Vi (I), wobei K ein algebraisch abgeschlossendirper sei, derk
enthalt. Dann gibt es eine niatiche Zahlr, so dafy" in I liegt.
Beweis:fy, ..., f,, sei ein Erzeugendensystem vbond
J = (fl?-.,?fm?Tg_ 1) < k[Xla'-anaT]'
FUr einen Punkt4,, ..., z,,t) € Vi (J) mulite einerseits gelten
fi(z1,...,2,)=0 furallej=1,...,m,
sodalRf,...,z,)In V() lage; andererseitsare auch
tg(zq,...,2,)—1=0.
Da g in allen Punkten au¥-(I) verschwindet, ist das nichta@glich,
also istV,(J) = (0. Nach der schwachen Form degtRTschen Null-
stellensatzes mul3 somit die Eins.nliegen; es gibt also Polynome
ag, -..,a,, € k[Xy,...,X,,T], sodal3
apfit---ta,f, tag(Tg—1)=1
ist. Im Quotienten&rper vonk[ X4, ..., X, ] konnen wir in dieser Iden-
titat 7 = 1/g einsetzen. Dadurchdkinen die Summanden Potenzen

von g in ihnre Nenner bekommen; durch Multiplikation mit de¥disten
auftretenden Poteng erhalten wir eine Polynomgleichung der Form

b1f1+"‘+bmfm=gr mlt bjek[X]_??Xn]

Dies beweist die Behauptung. .

Definition: R sei ein Ring und/ < R ein Ideal vonR. DasRadikal
von [ ist die Menge

\fd:ef{feR\aneN:f”eI}.
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Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eteafin/
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sjhg € /I zwei Elemente mit
f"elundg™ € I, sosindin

(f +g)n+m — Z (n + m) fn+m—k:gk:

k
k=0

die erstenn Summanden Vielfache vofi”, und die restlichem sind
Vielfache vory™ . Somitliegtjeder Summand if) also auch die Summe.
Fur ein beliebiges € R liegt natirlich auchra in VI, denn seine:-te
Potenz fa)" =r"a" liegtin I.

Falls ein Ideal mit seinem Radikabereinstimmt, entit esalle Poly-
nome, die au¥/,-(I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt volV,(I) denselben Wert an, wenn ihre Differenzlin
liegt, wenn sie also modulbdieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal nicht mit seinem Radikalibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dannaber wir kbnnen trotzdem die Elemente des
Faktorvektorraumsd = k[X,,..., X, ]/I auffassen als Funktionen
von Vi-(I) nach K: Fur jede Restklasse und jeden Punkt aGg1)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklassesetzeén
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Rahye aus
derselben Restklasse irliegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes zu
Null, der Wert tangt also nicht ab von der Wahl des Polynoms. Auch
Polynome ausk[ X}, ..., X, ] definieren in dieser Weise Funktionen
Vi (I) — K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafdaf zwei Poly-
nome dieselbe Funktion definieren ist, daf ihre Differenzvon I
erzeugten ldeal < K[X4,...,X,] liegt.

Im Falle von Polynomen einer \é@nderlichen ist jedes Ideal véf.X]
ein Hauptideal; ist/ = (f) mit einem Polynomf # 0 vom Gradd,
so kbonnen wir die Restklassen résentieren durch die Polynome vom
Grad lochstensd — 1, denn jedes Polynom € k[X] hat dieselbe
Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivigionch f.
SomitistA = k[ X]/I in diesem Fall eini-dimensionaler Vektorraum.
Da V(1) gerade aus den Nullstellen vgnn K besteht, von denen es
hochstens! verschiedene gibt, liefert die Dimension vdneine obere
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Schranke iir die Elementanzahl vol,(7); wenn wir die Nullstellen
mit ihrer Vielfachheit Ahlen, ist die Dimension voA sogargleichder
Gesamtzahl der Nullstellen.

Dies gilt auch @ir Polynome mehrerer Vanderlicher, ist allerdings
schwerer zu beweisen. Vielfachheiten werden wir erstachsten Para-
graphen betrachten; hier begyen wir uns mit dem folgenden

Satz: I sei ein Ideal im Polynomring[ X, ..., X, ] Uber dem Kr-
per k, und K sei ein algebraisch abgeschlossenérger, in dem
k enthalten sei. Dann giltV,(I) ist genau dann endlich, wenn
A = k[X,,...,X,]/I ein endlichdimensionalét-Vektorraum ist. In
diesem Fall ist die Dimension vaA eine obere Schrankéif die Ele-
mentanzahl voiV(I).

Den recht umfangreichddeweidihren wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der Vektorraun® endliche Dimension hat, i3t (1)
endlich.

Bezeichnet amlichd die Dimension vom, so sind @ir jedes die Poten-
zenlX,,... ,X,L-d linear ablangig; es gibt also ein Polynom akisX,],
das modulal zur Null wird. Nach dem HBERTschen Nullstellensatz
liegt eine Potenz davon ify daher mul3ir jeden Punkt au®’, (1) die
i-te Koordinate eine Nullstelle dieses Polynoms sein. Ddaniin die
i-te Koordinate nur endlich viele Werte annehmen, und dafdiealle:
gilt, ist V(1) endlich.

2. Schritt: Wenn Vi (I) endlich ist, hat derK -Vektorraum A =
K[X,,...,X,]/I endliche Dimension.

BestehtV-(I) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktionerX, . .., X,, auf V() nur endlich viele Werte an;
es gibt alsoifir jedes ein Polynom aud<[ X,], das auf gan®/, (/) ver-
schwindet. Nach dem IEBERTschen Nullstellensatz mufl3 eine Potenz
dieses Polynoms i liegen, es gibt also auch ihfur jedes:; ein Poly-
nom nur inX ;. Somit gibt es einen Grad] derart, daB siciX; fiire > d,
modulo durch die endlich vielertk ,-Potenzen 1X,, ..., X% aus-

(2

dricken &f3t. Damit &3t sich auch jedes Monom abt§ X, ..., X, ]
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modulo! durch jene Monome ausdiken, bei denen jede Variahlg,
hdochstens mit Exponent, — 1 auftritt. Da es nur endlich viele sol-
che Monome gibt, isi([ X, ..., X, ]/I ein endlichdimensionalek -
Vektorraum.

3. Schritt: A ist genau dann endlichdimensional, wehendlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.

Ist A endlichdimensional, so &hlen wir eine Basis und zu jedem Ba-
siselement ein Polynom algXy, ..., X, ], das moduld gleich diesem
Element ist. Diese Polynome liegen erst rechkipX,, ..., X, ], und

es ist klar, daf3 ihre Restklassen modilden Vektorraumd erzeugen.
Somit ist auchA endlichdimensional. Die Gleichheit von djml und
dim, A folgt, falls wir zeigen lbnnen, daf} dieses Erzeugendensystem
linear unabBAngig ist.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussaged S
B, ..., B, Polynome aus[Xy,...,X,] mit Restklasserb,,...,b,
modulo I und Restklasseh,,...,b. modulo/, so sind dieb, genau
dann linear abfingig, wenn es dig; sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls dée linear ablangig sind, gibt es
Skalare); € k, die nicht alle verschwinden, so dafb, +---+ \.b,.
der Nullvektor ausd ist. \;B; +--- + A\ B, liegt daher in/, also erst
rechtin/, so dald auch,b; +---+ A\ b, der Nullvektor ausA ist.

Wenn die, linear ablangig sind, gibteg, € K,sodal®\;b;+---+\.b,
der Nullvektor ausA ist, d.h.\;B; +--- + A\ B, liegtin I. Da die ),
nichtink liegen nmissen, fitzt und das noch nichts, um etwisser dieb,
auszusagen.

Um trotzdem deren lineare ABhgigkeit zu beweisen, &hlen wir ein
endliches Erzeugendensystgm. . ., f,. desldeald; wir wissen dann,
dald es Polynomeg,, ..., g,, ausK[X,,..., X, ] gibt mit

)‘1B1+“'+)‘7"Br:glf1+"'+gmfm'

ist. Die Polynomey,; sind K -Linearkombinationen von MonomeW,
in den VariablenX,. Die obige Gleichung ist alsaquivalent zu einer
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Gleichung der Form

AMBy+--+AB, — ZZUjEMjﬁfj =0
j=1 ¢=1

mit Elementer.,, € K, die von dery,; abhangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomendkinen wir dies so interpretieren, dal3 ein
(recht grof3es) lineares Gleichungssystem in den Variakjemd 1,

eine nichttriviale bsung hat. Da di&; und dief; Polynome mit Koeffi-
zienten au# sind, istdies ein homogenes lineares Gleichungssystem mit
Koeffizienten aug. Es hat genau dann nichttrivial&sungeriiberk,
wenn der Rang seiner Matrix kleiner ist als die Anzahl deralden, was

man durch das Verschwinden gewisser Determinanten clesisikten
kann.

Da k£ in K enthalten ist, &nnen wir dieses Gleichungssystem auch
uber K betrachten; an den Bedingungeir fdie Losbarkeitandert
sich dadurch nichts, denn eine Determinante mit Bopgn aus: ver-
schwindet nairlich in K genau dann, wenn sie kverschwindet.

Somit muld das Gleichungssystem auch eine nichttriviakubgiberk
haben, es gibt also bereits Elemente ¢ & und pje € k, die das
Gleichungssystenibken. Damit ist dann

ANBi+- -+ X.B, =g f1+ -+ fm

mit Polynomerg; € k[X,,...,X,] dielinke Seite liegt also im Idedl
Somit istA1by + --- + ALb, der Nullvektor inA. Die \; konnen nicht
allesamt verschwinden, denn ansonsterdte mindestens eim,, 7 0
sein, Null ware also gleich einer nichttrivialen Linearkombinatiomvo
Monomen, was absurd ist. Also sind auch @iéinear ablangig.

Bleibt noch zu zeigen, da endlichdimensional ist, wen# endlichdi-

mensional ist. Das folgt sofort aus der gerade_gezeiétﬂ:ivalenz der
linearen Ablangigkeitiiberk unduber K: Hat A die endliche Dimen-
siond, so ist jede Teilmenge voA mit mehr alsd Elementen linear
abhangig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jetlediege

von mehr als! Elementen ausl linear ablkangig, alsaA endlichdimen-
sional.
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4. Schritt: Falls V- (I) endlich ist, gibt es ein homogenes lineares Poly-
nomu =c¢; X; +---¢, X, ausK[Xy,...,X,], das fir jeden Punkt aus
Vi (I) einen anderen Wert annimmt.

Wir betrachten die Polynome, = X, + aX, +--- +a" "X zu den
verschiedenen Elementen € K. Fur je zwei verschiedene Punkte
z,w € Vi(I)istu,(z) = u,(w) genau dann, wenn

(21— wy) + (7 —wyda+ -+ (2, —w,)a"

verschwindet. Die Koordinaten, w, vonz undw sind Elemente voik’;
diea € K, fur dieu,(z) = u,(w) ist, sind also die Nullstellen eines
Polynoms in einer Vé@nderlicherilber K vom Grad lbchstens: — 1.
Daher gibt es fichstens: — 1 Wertea € K, fur dieu,(z) = u,(w)
ist. WennV(I) endlich ist, gibt es auch nur endlich viele verschiede-
ne Paare aus voneinander verschiedenen Elementen; sbimasgnur
endlich vielea € K, fur dieu,(z) = u,(w) sein kann @irirgendwelche
voneinander verschiedene Elemente ¥of(/). Da K als algebraisch
abgeschlosseneidper unendlich sein muf3, gibt es somit Polynaipe
die fur je zwei verschiedene Elemente VbR (I) verschiedene Werte
annehmen. Falls bereitsein unendlicher Krper ist, kbnnen wir so-
gar entsprechende € k finden; in diesem Fall gibt es also schon in
k[X4,...,X,] solche Polynome.

5. Schritt: Die Elementanzaht von V(1) ist hochstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, dafd dim= dim, A ist, kdnnen
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 5.igehissen
wir, dald es ein Polynom € K[ X4, ..., X,]gibt, das fir jedes Element
von Vi-(I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzemiurch seine
Restklassa modulol in A. Wir wollen unsiiberlegen, daf? die Elemente
1,4,...,4" "' € Alinear unabhngig sind, wen/, (I) mindestens:
Elemente enthit: Falls es eine Relation der Form/,_" A, i’ = 0 gabe
mit A, € k, so Bge das Polynory;_;" \,u’ in I, wiirde also fir jedes
derr Elemente vorV, (1) verschwinden. Da fur jedes dieser Elemente
einen anderen Wert annimmt, ist dies bei einem Polynom vaad&Grur
maoglich, wenn alle Koeffizienten, verschwinden, was die behauptete
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lineare Unabhngigkeit beweist. Somit erdtt A mindestens- linear
unablaingige Elemente, d.h. digmA > r. Damit ist die Behauptung

und auch der gesamte Satz bewiesen.
|

In der Computeralgebra interessieren wir uns nicht in erkieie
fur abstrakte &tzeuber Nullstellenmenge und Ideale; wir wollen die
Losungsmengen eines Systems von Polynomgleichungghahnst ex-
plizit angeben. Die beste Chance dazu haben wir, wenn dlseihgs-
menge endlich ist; daher interessieren wir uinsrhoglichst einfache
Kriterien dafir, daflV, (1) eine endliche Menge ist. (Die eigentlich sehr
viel interessantere Frage nach der Endlichkeit V9(Y) ist um soviel
schwieriger zu beantworten, daf3 sie jenseits unserer Aonbit bleiben
muf3; halbwegs allgemeine Resultate hierzu sind zumindgzed un-
bekannt.)

Wie wir gerade gesehen haben, ist diese Endlich&qtivalent zur
Endlichdimensionalét des Vektorraumsi; wir suchen daher Krite-
rien, die dies garantieren. Da wir uns im Kapifdler GROBNER-Basen
befinden, sollten diese auch damit etwas zu tun haben.

Wir betrachten daher zwar weiterhin ein Gleichungssystentdrm
fi(@ey, .o x,)=0 furj=1....m mit f;,€k[Xy,...,X],

nehmen aber an, dal wir eineR@BNER-Basis G des von den Poly-
nomenf; € k[X,,..., X, ] erzeugten Ideald beziglich irgendeiner
Monomordnung kennen.

Wir mussen dann entscheiden, ob der Vektorraumk[ X, ..., X, 1/1
endliche Dimension hat. Im eindimensionalen Fall ist dagagh: [ ist
dann ein Hauptideal, eine reduziert&@BNER-Basis besteht nur aus
einem Element, und wenn dieses ein Polynom vom Giast, hat
A = k[x]/I die Restklassen der ElementeXL . .. , X! als Basis.

Ahnlich kbnnen wir auch im Falle mehrerer \derlicher argumen-
tieren: Wenden wir den Divisionsalgorithmus an auf ein di@fjes
Polynom und die GOBNER-Basis, erhalten wir eine Darstellung des
Polynoms als Summe einer Linearkombination mit Koeffizenaus
k[X,,...,X,] von Elementen der GOBNER-Basis und einem Rest.
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Dieser ist einek-Linearkombination von Monomen, die durch kein
fuhrendes Monom eines Elements derROBNER-Basis teilbar sind.
Somit bilden diese Monome eine Basis des Vektorrauingalls es
nur endlich viele davon gibt, ist endlichdimensional.

Einfacher ist das folgende Kriterium:

Lemma: V- (I) ist genau dann endlich, wenn di&GBNER-Basis von/
(beziglich irgendeiner Monomordnungiilf jedes: ein Polynom mit
einer X ,-Potenz alsithrenden Term enét.

Beweis:Falls die GROBNER-Basis fir jedesi ein Polynom mit @ihren-
dem MonomX enthalt, ist jedes Monom, in dem eii¥; mit einem
Exponenten gif3er oder gleickl, vorkommt, durch dasitihrende Mo-
nom eines Elements demGBNER-Basis teilbar. Die Monome{if die
das nicht der Fall ist, habeiifjedes einen Exponenten echt kleingy,

es gibt also nur endlich viele solche Monome. Somit Aag¢ndliche
Dimension, und/ (1) ist endlich.

Ist umgekehrtV,-(I) endlich, so entalt 7 fur jedes: ein Polynom
aus K[X,] — siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GROBNER-Basis von! gleichzeitig eine ®OBNER-Basis von/ ist, muf3
das fihrende Monom eines ihrer Elemente digchste X, -Potenz in

diesem Polynom teilen, muf3 also selbst eine PotenzZX/osein.
|

§8: Multiplizitaten

Um, wie im eindimensionalen Fall, statt einer UngleichunmgeeGlei-
chung fir die Anzahl der Nullstellen zu bekommeniissen wir diesen
eine Vielfachheit oder, wie man auch sagt, Multipkzé@n zuordnen. Im
Falle von Polynomen einer \Vé@nderlichen knnen wir diese mit Hilfe
von Ableitungen definieren; falls wiiilber den reellen Zahlen arbei-
ten, reicht zur Bestimmung der Multiplizit daher die Kenntnis einer
beliebig kleinere-Umgebung.

In der Algebra haben wir keine-Umgebungen, aber wirdanen uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung einest&ank
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konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Pailysio be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlanggald der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zurachstf € k[ X] ein Polynom einer VVétnderlichen, das im Punkt
z eine r-fache Nullstelle habe. Dann igt = (X — 2)"g mit einem
Polynomg € k[X], das an der Stelle nicht verschwindet. Der im
vorigen Paragraphen einggifrte Faktorraumd = K[X]/(f) hat als
Basis die PotenzeX* mit 0 < ¢ < degy; alternativ kdnnen wir
natirlich auch die entsprechenden Potenz&n— z)g nehmen. Dann
verschwindet ein Element vaA genau dann im Punkt, wenn es im
von den (X — z)g mit ¢ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vdnals Nenner zulassen, sollte man
zurachst erwarten, daf8 dadurch gol3er wird. Tatachlich aber ist das
Gegenteil der Fall: Wenn wir von ddiblichen Regeln der Bruchrech-
nung ausgehen, ist beispielsweise

(X —2) = (X—2) _(X—-2)yg :jzgzo’

1 g g 9

denn wir rechnen ja modulg, undg ist als Nenner zugelassen, g@)
nichtverschwindet. Entsprechendes diltélle (X—z)£ mit ¢ > r, nicht
aber fir die mit¢ < r, denn hier bauchten wir ja noch mindestens einen
Faktor (X — z), um im Zahler auff zu kommen, und Funktionen, die
in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch dasiirén
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vgnder neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensionwas gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir konnen ihnuiber die Basis aus deX(— 2)*
mit ¢ < r identifizieren mit einenr-dimensionalen Untervektorraum
von A, und die Dimensionen der so definierten Urdeme zu den
verschiedenen Nullstellen vgherganzen sich zur Dimension voh.

Fiur Polynome einer VV@nderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
standliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daBish auf
Polynome in mehreren Vanderlichen verallgemeinerafit.

Als erstes nmissen wir klar definieren, was oben kurz als dienfihrung
von Nennern“ bezeichnet wurde:
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Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.

a) Eine Teilmeng& C R~ {0} heil3tmultiplikativ abgeschlossewenn
sie mit je zwei Elementelf, g € S auch deren Produkt eréh.

b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paarg(g) € R x .S modulo der folgenden
Aquivalenzrelation:

(f,9)~(f',9) == 3h € R~ {0} : h(fg' — f'9)=0.
Die Aquivalenzklasse des Paarg §) wird mit g bezeichnet, die Men-

ge allerAquivalenzklassen mis*R. Sie wird zum Ring durch die

Verkniupfungsdefinitionen
fof_fd+Ffy
g 9 99’

/ /
g L0211
g g 99

Man sollte sich kurziberlegen, daf3 diese Verlkpfungen wohldefiniert
sind, dal3 das Ergebnis also nicht von der Wahl speziellerd@eptanten
(f, 9)und (f', ¢’) abrangt; im wesentlichen ist dies die gleiche Rechnung
wie bei der Einfihrung des Quotienteikpers in Kapitel 26.

Falls R nullteilerfrei ist, kdnnen wir in der Definition deAquivalenz-
relation auf des Elemerit verzichten, denn wenh(fg — f'g) firr ein

h # 0 verschwindet, muf3 der zweite Faktor Null sein. Da unséngér

A und A im allgemeinen nicht nullteilerfrei sind, ist — wie wir geiea
am Beispiel der Polynome einer \&rderlichen gesehen haben — die
Moglichkeit zur Erweiterung mit Nullteilern wesentlich.

Die grof3te multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines liitagr
bereichsR ist S = R~ {0}; in diesem Fall is§ ~* R der Quotientkrper.
Falls R Nullteiler enttalt, d.h. Elementg # 0, zu denen es eih #Z 0
gibt mit gh = 0, ist R ~. {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng und h in R ~. {0}, nicht aber deren Produkt. In diesem
Fall besteht die gif3te multiplikativ abgeschlossene Teilmerfje R
aus allenf € R, fur die es keing # 0 gibt mit f¢g = 0, wir missen
also aul3er der Null auch noch alle Nullteiler ausschlie®ea.Men-
ge SR wird in diesem Fall alsollstandiger Quotientenringon R
bezeichnet. Man beachte, dal3 sighn so einem Fall nicht injektiv in
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SR einbetten#ft: Fir einen Nullteiler, und eing # 0 mithg = 0 ist
h/1=hg/g=0/g=0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossefalmengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers adlen das Kom-
plement eines Primideals: Ein IdeBl< R heil3tPrimideal wenn fur

je zwei Elementef,g € R mit fg € I mindestens einer der beiden
Faktorenf, g in I liegt. Dies ist offensichtlicfaquivalent dazu, daf3 die
MengeR . I multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren ungif Idealel <1 k[ X, ..., X, ], furdieVy(I) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichn€twie tUblich einen algebraisch
abgeschlossenendkper, derk enthalt. Die Elemente der Vektaiume
A = k[Xy,..., X, ]/Tund A = K[X,,...,X,]/I kdbnnen wir als
Funktionen aul/,-(I) mit Werten inK interpretieren. Da sich Funktio-
nen miteinander multiplizieren lassen, sind aucbhnd A Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring konapibel ist.
Fur jedesz € V(1) ist die Menge
S.={feA|f()70}
multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswerggdreja im (null-

teilerfreien) Korper K. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) A, = s7ta

e
b) Die VielfachheitoderMultiplizitat einer Nullstellez € V(1) ist die
Dimension vonA4 , als K-Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht digs Polynome einer
Veranderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen wreerlegen,
daf3 sich die Vielfachheiten der verschiedenen Element&ydgih) auch

im Falle von Polynomen mehrerer \&grderlichen zu dim A addieren.

Dazu befatigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition: V3, ..., V. seien Vektoraumeuiber dem Krperk. Die di-
rekte Summe

@‘fz:vl@@‘/r
=1
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ist als Menge gleich dem kartesischen Produktx --- V. der Vek-
torraume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(V.. y0,) H(wy, ..., w,) = (v +wy,...,v,. +w,),
und fur die Multiplikation mit einem Skalak € k£ setzen wir
AV, .. oy0,) = (Avg, ..., A,) .

Die VektoraumeV,; konnen identifiziert werden mit jenen Untervek-
torraumen vond;_, V;, in denen alle Komponenten auf3er eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle RiumeV,; endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe offensichtlich einfach die Summeeti€imen-
sionen: Wahlen wir in jedem der VektoaumeV, eine Basis und fassen
wir V, auf als Untervektorraum der direkten Summe, so ist die ¥erei
gung der Basen dé, offensichtlich eine Basis des Summenraums. Ins-
besondere ist jeder endlichdimensionid®ektorraum mit einer Basis
by, ..., b, isomorph zur direkten Summe der eindimensionalen Unter-
vektoraumekb, .

Satz:Ist Vi (I) endlich, soistd =~ () A,
z€Vx(I)

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des letzten Satzes), gibt es ein homogenes linealhgsof
uber K, das fir jeden Punkt au¥ (1) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechséhken wir erreichen, daf}
diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen gjeKoordinate eines Punktes
z € Vi (I) mit z; und betrachten dieAGRANGE-Polynome
5, = HwEVK(I)\{z}(Xl — wy) € K[X,]:
HwEVK(I)\{z}(Zl - wl)
offensichtlich ists,(z) = 1 unds,(w) = 0 fur allew Z z ausVy(I).
Somit verschwindet das Produkts,, zweier solcher Funktionen in je-
dem Punkt vonV,(I); nach dem KH.BERTschen Nullstellensatz liegt
daher eine Potenz van s,, im IdealI. Bezeichnet den go3ten Expo-
nenten, den wirdr eines der Produkte, s,, brauchen, haben daher die
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Polynomet, = s, die Eigenschaft, daf ¢, fur z Z w in I liegt, und
t.(2) = 1.

Wir betrachten nun das ldedl von K[X;,...,X,], das von/ und
den simtlichent, erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen Vaind diez € V- (1),

und fur jedes dieser ist t,(z) = 1. Nach der schwachen Form des
HiLBERTSchen Nullstellensatzes eath.J daher die Eins; es gibt also
Polynomep, € K[z4,...,x,] und ein Polynonp € I, so dal3

> pt.tp=1

z€Vi ()
ist. Die Restklassen, < ffvonpztz modulo! erfuillen die Gleichungen

1) 2 eviene-=1

2.) ei =e,

3)e.(2)=1

4.)) e e, =0furz ZwausVy(I)

Die einzige noch nicht gezeigte Aussage ist 2.); sie folgt@er Glei-

chung
e, —ei —e,(l—e,)= GZZGU) = Zezew =0.
wHz wFz
Elemente: eines Ringsk mit der Eigenschafft2 = e bezeichnet man als
Idempotentesie haben die Eigenschatft, dal3 das ldepH Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, dennag)(be) = abe® = abe fur alle
a,be R.

Wir wollen uns als Achstegsiberlegen, daf3 der RingTez iIsomorph ist
zur Lokalisierung vorA bei z; der Isomorphismus ist gegeben durch
Ae. — A,

f
fe. 1
Zum Nachweis der Bijektivét konstruieren wir eine Umkehrabbildung
A, — Ae, wie folgt: Zu jedemg € A mit g(z) # 0 setzen wir

g

G=—"-—1€A, dh g=g(z)1+J).
def g(2)
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Da g(z) verschwindet unc, (w) = O fur alle w 7 z, verschwindet
ge, auf ganzV,(I). Nach dem KL.BERTSchen Nullstellensatz gibt es
somit eine Potenz eines R@gentanten, die if liegt, d.h. es gibt eine
natirliche ZahlN, so daR(ge,)" = §"e, die Null von A ist. Dann ist

@+de. (1=G+5 — -+ (D" e =(1-G")e. =,
im Rinngz hatalso 1¢€in Inverses und damitaugh, = g(z)(1+g)e. .
Wir bilden daher den Bruclfi/g € A, ab auf
oo (Mg - (DY e, € AL
9(2)
und mit Hilfe der gerade durchdggirten Rechnung folgt leicht, dal3 die
beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphissirah

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, da@ie direkte Summe
der RingeAe, ist; das ist klar, da die Summe der gleich eins ist und
e,e, = 0flrz Zw. .
Weiterestiber den Umgang mit Multiplizi#ten und die Bsung nichtli-
nearer Gleichungssysteme mit endlichésungsmenge findet man zum
Beispiel in demUbersichtsartikel
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dessen Anfangsteil ich in diesem und dem vorigen Paragnapbige-
hend folgte.



