Kapitel O
Einflhrung

81: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Compundira-
versitaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nor zu
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern diuchlle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schiberfialle zur
Verfugung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweisestkan
lerte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (gro3éjrhelhe Zahlen

in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendaeurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen inteepteaber
wie wenig sfater selbst die Buchhalter bemerktetinken sie ndirlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshallm&m be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistualgigikeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Tasatlerers
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und aralestakt ma-
thematische Berechnungen durchdet wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da dieaggigen bhere Programmiersprachen der
damaligen ZeitfORTRAN, ALGOL 60, COBOL, . .) vor allem mit Blick
auf numerischdzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 vooHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammiersprachelSP, die speziell fir symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich demistlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjalererdten
Computeralgebrasysteme geschriebdACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.L.T. zurachst vor allemiir alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.REDUCEungeghr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem fir Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Uniesitund wur-
den bald auch schornif eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederumiihrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspiinglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufiigten, und estifrte auch dazu, dafd anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielswaisple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniveasgn von Mannheim).

Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so dal3 digen
Systeme oft nicht mehr inISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen WI®DULA oder Chzw.spater C++,

die zwar fir das symbolische Rechnen einen erheblichdren Pro-
grammieraufwand erfordern al$SP, die dafir aber auch zu deutlich
schnelleren ProgrammeaHren.

Eine gewisse Zsur bedeutete das Auftreten vdmathematicaim
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rem ko
merziell entwickelt wurde. Der Firmengnder und Initiator $EVE
WOoLFRAM kommt zwar aus dem Univeraiisbereich (bevor er seine
Firma giindete, forschte er amstitute for Advanced Studi@sPrince-
ton Uber zelluare Automaten), abdvlathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftlerniegee und
Mathematikewerkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vbathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Syt maer
gegen nominale Gelhr ertéltlich waren, bestand in der dglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den erstaerSgs
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damalsiinar teure
Plotter und (zumindest in Univeratsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bdp€is
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mit (damals noch sehr schwachen) graphiitfjen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte pitzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
grol3ere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der ersteNlathematicaVersionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathesctadin
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute raaoldom-
puteralgebrasystem.) Der grol3e Vorteil der einfachen ugzieg von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch vam& WOLFRAM,
das deutlichiber dem Qualétsniveau auch heuigblicher Software-
dokumentation liegt, bescherk¢athematicaeinen grof3en Erfolg. Da
auch Systeme wiIACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbgindi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waréhyteé die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, dal3 Graphik auch ein wesentlichetaBdeil
anderer Computeralgebrasysteme wurde undMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heuterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten Systeragle undMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphédtigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbarendtfigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Sdiler und Studenten, so dal3 ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sei®d, ohe
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikdusig
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Stiddigagu bsen.

Da die meisten, die mit dem Begrifomputeralgebraiberhaupt etwas
anfangen knnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des Wor@omputeralgebraverandert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das sisobe
Berechnungen eraglicht, sondern eines, dager ernstzunehmende
Graphiki&higkeiten verfigt und viele @ngige Aufgabentypendosen
kann, ohne dal3 der Benutzer notwendigerweise verstehianesolche
Aufgaben bst.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algoritem
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere,d#iresich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnensdagfaln
denUbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darefneng,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zuaNsgerung
mathematischer Sachverhalte.

82: Numerisches, exaktes und symbolisches Rechnen

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa dsung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichubgsciaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die untersiticieen
Ansatze beider Gebiete zu versteherijgsen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und swatiein
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin aas Rechnen mit reellen
Zahlen. Kurzes Nachdenken zeigt, dal3 wirkliches Rechnénemlien
Zahlen weder mit Papier und Bleistift noch per Computégich ist:
Die MengeR der reellen Zahlen ist schliel3liciberabahlbar, aber
sowohl unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endkclDa-
tentypreal oderfloat oder auctdouble einer Programmiersprache kann
daher unmglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tatsachlich gefigt das Rechnen mit reellen Zahlen per Compuidirgy
anderen Regeln als denen, die wir vondrer der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zuachst einmal rassen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge voR beschanken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleichtkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Foins +m - b¢, wobei

die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und dé&xponent eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisn
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten Mainfr&oenputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auch 10 verwendet.

Praktisch alle heute gedachliche CPUSfr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32eBit g
speichert. Das erste dieser Bits stéhltdas Vorzeichen, nullir positive,
eins fir negative Zahlen. Danach folgen acht Rit tien Exponentea
und 23 Bit fur die Mantissen.



5 Computeralgebra ws 2014

Die acht Exponentenbitdnnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als dieittéom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

+1mq...my3 X Pl

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 21%° ~ 1,175-107*" und (2— 272%) - 2'%" ~ 3.403- 10,
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenammnteai-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt natrlich darin, daf man eiriihrendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdtyichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Fir n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zaldrint

pretiert als
—126

+0,mq ... M3 X 2 ;
man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt¢némter-
laufbereichaus sogenanntesubnormalerZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weigdalmunter
zu 2723 x 27126 = 27199 1 1 401. 10* dargestellt werdendanen,
aufRerdem natlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwent = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nachzearhenbit
fur 400, andernfalls @ir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wi¢—1 oder ¢0. Das Ergebnis von /D
dagegen ist nicht NAN, sondermd, und—1/0 = —oc.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechencestatiy
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Mégung, einesifr das Vorzeichen,
elf fir den Exponenten und 5@rfdie Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit kbnnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt werde
abgesehen von den beiden Extraften entspricht dies dem Exponenten
e=n— 1023.
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Der Exponent sorgt dafir, dal3 Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendnnen, er hat aber auch zur Folge, dal3 die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedeneaf3@nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Nell,

und mit steigendem Betrag werden die Absle benachbarter Zahlen
immer gioier.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IBEH&iches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, eineim flas Vorzeichen und je
drei fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Vientey
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

i

—00 L e B N A AR R RAII

Um ein Gefihl dafir zu bekommen, was diearfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eirogyesl System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Adffile die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwaneahwvir
an, dafd wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben upaEenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeners Rasi
ne Moglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dieteiBiffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Feat@ym,m,m5 - 10°.

Zunachst einmal ist klar, dal3 die Summe zweier Gleitkommamahle
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im sellysa S
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispi@eaewdie Addition der
grol3ten darstellbaren Zah|999- 10°=999 zu 5 = 05 - 10" Natirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&E}
Standard sieht vor, daf3 in so einem Fall ewaerflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleichod wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardaf3ig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis ¢o weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen fihren: Beispielsweise &e die Rundung von/1999 + 5) auf die
Null far viele Anwendungen kein gar zu grof3er Fehler, auch wenn es
dafur in unserem System die sehr viel genauere Darstellt,!&i&ﬁolo_3

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo898@ - 10°.
Ahnlich sieht es auch aus, wenn wir anschlieBend 500 stibteah
oo — 500 =00, aber (999 + 5) 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen liel3e!

Auch ohne Bereichitherschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + Q0456 = Q123- 10° + 0,456- 10 * = 123 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstslliiHier sieht

der Standard vor, dal3 das Ergebnis zu einer darstellbatd@ng2eun-

det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswashen.
Voreingestellt istiiblicherweise eine Rundung zuachsten Maschi-
nenzahl; wer etwas andere®ahte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Bespigle man also
123+Q0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsaufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt dao2issivge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bergiblesschreitung gibt: Bei
Rundung zur achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456.10°+0,3-10 °)+0,4-10 °= 0,456.10°+0,4-10 °= 0,456 10",
aber
0,456 10°+(0,3-10 °+0,4-10 %)= 0,456.10°+0,7-10 °= 0,457-10".

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit udteausset-
zung der Krperaxiomeiir R bewiesen wurde, mufd daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nurarernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theoretiddbdeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problenuniah schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ae$Sichlidamit
besclaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic procesd&sntice Hall,
1963; Nachdruck bdbover,1994.
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Heute enthlt fastjedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre
chende Abschnitte; zweilgher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verdhdnis und praktische Algorithmen geht, sind

FRANCOISE CHAITIN-CHATELIN, VALERIE FRAYSSE: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr audhrlichen Buch

NICHOLAS J. HGHAM: Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausiihrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik u
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OvERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic — Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One ExerciseS|AM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei edaggdthen
Fragestellungen auswirkeroknen, wollen wir zum Abschlul3 dieses
Paragraphen ein Beispiel ausi\RINSONSs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f@)=(@—LDx—2)(x—3)---(r — 18)(x — 19)(x — 20)

mit den Nullstellen 12,...,20. In ausmultiplizierter Form rde es
mehrere Zeilen beitigen: Der goRte Koeffizient, der von:?, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen habernt nieh
weniger.

Der Koeffizient vonz*® ist allerdings noctiiberschaubar: Wie man sich
leicht Uberlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen vas el
bis zwanzig, alse-210.

WILKINSON stort nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynomsaghten wir
etwa die Nullstellen vog(z) = f(z) — 10 °z*°; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten-210 durch—210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf finf Nachkommastellen gerundet,

1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,000Q



9 Computeralgebra ws 2014

6,0000 7,0000 80001 89992 10,008
10,957, 12383+ 0,10867, 14,374+ 0,77316,
16,5724 0,88332, 18670+ 0,35064, 20,039.

Durch kleinste Vedinderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstebandn, kann sich
also selbst das qualitative Bilthdern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (fir viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstell
von zwanzig auf zwlf. Schon wenn wir vedl3liche Aussageiaber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchenpknen wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern braultearative
Methoden wie zum Beispiel explizitedsungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiteidknen.

83: Unentscheidbarkeitsprobleme

Ein auch nur moderat koplizierter symbolischer Ausdrédk kich prak-
tisch immer auf eine Vielzahl von Arten darstellen, diesaffensicht-
lich gleich sind, teils aber auch auf den ersten Blick nichiieinander
zu tun haben. Einige Beispiele:

1_(;:;\@:2&, 4+2/3=1+V3
2 —1
T —
5 4 3 2
X~ — 15X +85X" — 225X +274X — 120
=X -1)X -2)(X -3)(X —4)(X -5),
. sin 2z ) 1
sinxcosr=——, 1l+tanz =
2 cogr

Nur in wenigen dieser#lle ist eine der beiden Darstellurigyfalle Arten
von Anwendungen der anderen vorzuziehen; meist hat mairckeraal
die andere Form ihre Vorteile.

(a+b)2:a2+2ab+bz, :1+:13+x2+x3+:1:4,

Andererseits gebrt es zu den Grundaufgaben jeglicher Art des Rech-
nens, dal3 man entscheiden muf3, ob zwei Auddr gleich sind. Dies
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ist dann am einfachsten, wenn jeder Ausdruck intern duroh ein-
deutig bestimmte kanonische Form dargestellt wird. Inmirgy/stem,
dalf? alle Ergebnisse auf eine solche kanonische Form biasgen sich
zwei Ausdiicke einfach dadurch auf Gleichheit testen, dal? man ihre
Differenz berechnet; die Ausidicke sind genau dann gleich, wenn das
Ergebnis die kanonische Darstellung der Null ist.

Gegen eine solche Darstellung sprechen sowohl theoretashauch
praktische Ginde: Wenn beispielsweise Polynome stets in ausmulti-
plizierter Form dargestellt werderadft man Gefahr, ein als Produkt
von Linearfaktoren gegebenes Polynom acimst auszumultiplizieren,
um dann anschlielBend mit groRelliMe seine Nullstellen zu bestim-
men. Stellt man Polynome dagegen in faktorisierter Formsd&ann

es passieren, daf ein als Summe von Potenzen gegebenesn®olyn
zurachst mit grof3em Aufwand faktorisiert wird, und wir anseBkend
beispielsweise eine Stammfunktion suchen,iwaliese Faktorisierung
wieder Kickgangig gemacht werden muf3. Das Ergebriifibe dann wie-
der faktorisert werden, wobei je nach Wahl der Integraktonstanten
sehr verschiedene Ergebnisse entsteliem&n.

In alteren Computeralgebrasystemen ®RieDUCEwar esublich, alles
auszumultiplizieren; in den heute gabchlichen Systemen wie ARLE
und MATHEMATICA werden Umformungen nur noch durchgeft, wenn

es entwederifr die jeweilige Rechnung notwendig ist (Zur Berechnung
der Stammfunktion eines Polynoms mul} dieses in ausmaiepier
Form vorliegen) oder wenn es der Anwender explizit verlabgdiglich

in einigen offensichtlichendlen beniihen sich auch diese Systeme um
Normalisierung: Beispielsweise werdeniBhe stets in gakzter Form
dargestellt und bei Summen werden gleichartige Terme zunsage-
fal3t.

Das theoretische Argument gegen kanonische Darstellusgeatall es
solche Darstellungen nuiif sehr eingeschnkte Klassen von Zahlen
und Funktionen gibt: Wie wir gleich sehen werden, ist sefltisteelle
Zahlen im allgemeinen unentscheidbar, wann zwei auf uctierdliche
Weise dargestellte Zahlen gleich sind.

Dieses negative Ergebnis kam hat seinen Ausgangspunkiemepo-
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sitiv formulierten Problem von BviD HILBERT. Dieser stellte auf dem
Internationalen Mathematikerkongress 1900 in Paris 28IBnae vor,
von denen er glaubte, dal? sig tlie Mathematik des 20. Jahrhunderts
wichtig sein sollten. Die Probleme kamen aus allen Teilgin der
Mathematik und hatten auch sehr unterschiedlichen Scigkeastsgrad:
Einige wurden schon sehr bald g&t, andere sind auch ein Jahrhundert
spater noch ungéist. Das zehnte Problem lautete:

Man gebe ein Verfahren an, das flir eine beliebige diopheméisslei-
chung entscheidet, ob sie l6sbar ist.

Wie sich zeigte, war HBERT hier zu optimistisch: 1970 bewiesURrI

V. MATIYASEVICH, dal} es kein solches Verfahren geben kann, da sich
jedes sogenannte rekursiv aalfibare Problem auf die Frage nach der
Losbarkeit eines diophantischen Gleichungiziftihren A3t. Da zu den
rekursiv aufahlbaren Problem auch wfdbare wie das Halteproblerf
TURING-Maschinen gebren, folgte daraus die Uniglichkeit des von
HILBERT geforderten Verfahrens.

Dareelle Zahlem:,, . .., z,, genau dann ganz sind, wepn;-, sir’ T,
verschwindetiibersetzte BNIEL RICHARDSON dies in den folgenden
Unmoglichkeitssatziir reeller Zahlen:

Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Aickdrestehend
aus rationalen Zahlem,, einer Variablen: sowie den Funktionen +,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

Tatsachlich bewies RHARDSON ein etwas schacheres Resultat, denn
seine Arbeit erschien bereits 1969, also ein Jahr vor defWanva -
SEVICH, so dal3 er nur ein sclagheres Resultat verwenden konnte.
Zusammen mit dem Resultat vonAMYASEVICH zeigt seine Methode
aber sofort den angegebenen Satz.

Mehr zum zehnten HBERTSchen Problem und seinen Konsequenzen
findet man bei

YURI V. MATIYASEVICH: Hilbert’'s Tenth ProblemMIT Press, 1993



Kapitel 1
Algebraische Vorbereitungen

Auch wenn es in der Computeralgebra vor allem um algoritbn@as/er-
fahren geht, &nnen wir doch nicht auf alle strukturellen Aussagen der
klassischen Algebra verzichten; di@ funs wichtigsten sind in diesem
Kapitel zusammengestellt.

81: Teilbarkeit in Integritatsbereichen

Ringesollte dem Leser aus den Anfgervorlesungen bekannt sein, seien
aber der Vollsindigkeit halber kurz definiert:

Definition: a) Ein Ring ist eine Mengé: zusammen mit zwei Rechen-

operationen+* und,“ von R x R nachR, so dalf gilt:

1.) R bildet beiiglich,+* eine abelsche Gruppe, d.lurfdie Addition
gilt das Kommutativgesetf + g = g + f sowie das Assoziativgesetz
(f+g t+h=f+(g+h)farallef, g, h € R, es gibt ein Element
Oe€ R,sodaR 0+ = f+0=ffurallef € R,und zu jedeny € R
gibt es ein Element f € R, so dal}f + (—f) = Oist.

2.) Die Verknipfung,: R x R — R erfullt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element4 R,sodalR ¥ = f1=f.

3.) ,+und,“ erfullen die Distributivgesetzé¢(g + h) = fg + fh und
(f +9)h=fh+gh.

b) Ein Ring heiRkommutativfalls zusatzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.

c) Ein Ring hei3tnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkfg = O ver-
schwindet, muld mindestens einer der beiden Faktgrergleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heildtegritatsbereich.
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Natiirlich ist jeder Korper ein Ring; fir einen Korper werden schliel3lich
genau dieselben Eigenschaften gefordert un@tzlish auch noch die
Kommutativiéit der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Krper ist somit insbesondere auch ein Intégsibereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der keampir ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Intégsibereich.

Auch die Menge

K[X] = {Zn: a; X'

=0

nENO,CLin}

aller Polynome mit Koeffizienten aus einendiperk ist ein Integritits-
bereich; ersetzt man derbiperk durch einen beliebigen kommutativen
Ring R, ist R[ X] immerhin noch ein Ring; wir bezeichnen ihn als den
Polynomringin X Uber R. Da der finrende Koeffizient eines Produkts
zweier Polynome das Produkt déhrenden Koeffizienten der Faktoren
ist, folgt leicht, daRR[X] genau dann ein Integétsbereich ist, wenn
auchR einer ist.

Indem wir Polynomringeiber Polynomringen betrachten, erhalten wir
Polynomringe in zwei und mehr Variablérber einem RingR; diese
werden bezeichnet miR[ X4, ..., X,,] und sind offensichtlich auch
genau dann Integatsbereiche, wenR einer ist.

Auch Z/m = {0,1,...,m — 1} mit der Addition und Multiplikation
modulom ist ein Ring; fallsm eine zusammengesetzte Zahl ist, hat er
offensichtlich Nullteiler: Beispielsweise ist ii/6 das Produkt 23 =

6 mod 6 = 0.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Ring&rinen wir die Menge
aller n x n-Matrizen lber einem Krper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

(60) (0 2)=(c0)-

obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.
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Quotienten rissen in beliebigen Ringen nicht existieren, und wenn,
mussen sie im Falle von Nullteiler auch nicht eindeutig s€ia.sie
dann auch nicht sonderlichitzlich sind, besclinken wir fir Teil-
barkeitsfragen auf Integétsbereiche.

Definition: R sei ein Integriatsbereich.

a) Ein Elementh € R heil3t Teiler vonf € R, in Zeichenh|f, wenn es
eing € R gibt, so dal¥f = qh ist.

b) h € R heil3tgrofRter gemeinsamer Teildkurz ggT) der beiden
Elementef und g ausR, wennh Teiler von f und vong ist und wenn
fur jeden anderen gemeinsamen Teil@on f undg gilt: 7|h.

c) Zwei Elementef, g € R heilRenassoziiertwenn f Teiler vong und
g Teiler vonf ist.

d) Ein Elementu € R heil3tEinheit,falls es einv € R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mifz ™.

In einem Korper ist nairlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einhé&itdage-
gen sindt-1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sidtlstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Zu zwei Elementerf, g eines Intergritsbereichs mul3 es keiner@8ten
gemeinsamen Teiler geben, und wenn einer existiert multht ain-
deutig sein: Da wir seingGrol3e” iber Teilbarkeit definieren; von schon
in Z aul3er 2 auch-2 ein gibl3ter gemeinsamer Teiler von 8 und 10.

In einem Polynomringiber einem Integrétsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade deoieakt
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muf3 daher jedeiEi
Grad null haben; die Einheiten vdtx] sind also genau die Einheiten
von R. Speziell fir Polynomringaiber Korpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:
Lemma: Zwei von null verschiedene Elemenfeg eines Integrits-

bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Eunlgédit, so dafl3
f =ugist.
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Beweis:Eine Einheitu € R hat nach Definition ein Inverses * € R,
und ausf = ug folgt g = w1 f. Somit ist f Teiler vong und g Teiler
von f; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrf, g € R~ {0} assoziiert, so gibt es Elementev € R
derart, dally = uf und f = wvg ist. Damit istg = uf = uwvg und
f =wvg = vuf, also (1— uv)g = 0 und (1— vu)f = 0. Da wir in
einem Integriatsbereich sind und, g nicht verschwinden, muf3 somit

uwv = vu =1 sein, d.huz undv sind Einheiten. .

Damit sind also zwei Polynomi@er einem Krper genau dann assozi-
lert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene mikilve
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konskémeen wir
auch den gil3ten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der giof3te gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind also und i zwei grol3te gemeinsame
Teiler der beiden Element¢ und g, so sindh und h assoziiert; ist
umgekehrth ein gro3ter gemeinsamer Teiler vofiund g und isth
assoziiert zuh, so ist auchh ein grdl3ter gemeinsamer Teiler voh
undg.

BeweisSindh undh groRRte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jededl3¢gg gemeinsamen
Teilers. Somit nissen: und i einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein giol3ter gemeinsamer Teiler uhdassoziiert zuh, so teilth jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, undhdaden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe augh/f. Somit ist auchh ein

grolRter gemeinsamer Teiler.
| |

§2: Euklidische Ringe

Das wichtigste Verfahren zur Berechnung desl3@jen gemeinsamen
Teilers zweier natrlicher Zahlen ist der &LIDische Algorithmus. Bei
EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seiBEmentewird er so
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beschrieben (nach détbersetzung von EMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind
ihr grol3tes gemeinsames Malf3 zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien ABI'A. Man soll das gil3te gemeinsame Mal3
von AB, T'A finden.

A B

r A

WennTA hier AB mif3t — sich selbst mif3t es auch — dann
ist A gemeinsames Maf3 vdm\, AB. Und es ist klar, dal3
es auch das gfdte ist, denn keine Zahl @8erl’A kannTA
messen.

WennTA aber AB nicht mif3t, und man nimmt bei ABA
abwechselnd immer das kleinere vonogeren weg, dann
muf3 (schlief3lich) eine Zalilbrig bleiben, die die vorange-
hende mil3t. Die Einheit kannamlich nichttbrig bleiben;
sonst nil3ten ABT'A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also mul3 eine Zaltdrig bleiben, die die vo-
rangehende miRLA lasse, indem es BE mil3t, EA, kleiner
als sich selbstibrig; und EA lasse, indem e8Z mif3t, ZI",
kleiner als sich selbstbrig; undl’Z messe AE.

A E B

r Zz A

H

Dal'Z AE mil3tund AEAZ, mul3'Z auchAZ messen; es mif3t
aber auch sich selbst, muf also auch das GRAzmessen.

I'A mif3t aber BE; also mifdfZ auch BE; es mif3t aber auch
EA, muld also auch das Ganze BA messen. Und es mif3t auch



17 Computeralgebra ws 2014

I'A; I'Z mi3t also AB und’A; also istl'Z gemeinsames Mal3
von AB, T'A. Ich behaupte, dal3 es auch das(ije ist. Ware
namlichI'Z nicht das gbf3te gemeinsame Mald von AR),

so nifl3te irgendeine Zahl gRerI'Z die Zahlen AB und’A
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H danmalie
undl’A BE mif3t, malRe H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, mil3te also auch den Rest AE messen. AE mil3t
aberAZ; also mifdte H auchAZ messen; es soll aber auch
das Ganzé\l' messen, fte also auch den RdsZ messen,
als giblRere Zahl die kleinere; dies ist ubglich. Also kann
keine Zahl gboRRerl'Z die Zahlen AB und’A messen]'Z ist
also das gifdte gemeinsame Mal? von ABR); dies hatte man
beweisen sollen.

e

Es ist nicht ganz sicher, obUgLID wirklich gelebt hat;

das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit

Sicherheitreine Phantasieul.ID ist vor allem bekannt

als Autor derElementejn denen er u.a. die Geomet-

rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser

Weise) auf wenige Definitionen sowie die bbmten

funf Postulate zuirckfuhrte. Diese Elemente entstanden

um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch

der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-

_ sung. BJKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-

: it drien; aul3er den Elementen schrieb er noch ein Buch
o UGNt Uber Optik und weitere, teilweise verschollengdBer.

Was hier als erstasberrascht, ist die Besdmkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafiegt darin, dafl3 die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht ablde-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch NMemgé&ten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotais&yllo-
gismen mul3te sich ein &dikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitiertel@&heise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES st ein Mensch
Also ist SOKRATES sterblich

ware von ARISTOTELEShicht anerkannt worden, denn es gab schliel3lich
nur einen ®KRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
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setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr ZedtggssbBKLID
macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Propositiamfittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition Zhft er praktisch dieselbe
Konstruktion durchifr teilerfremde Zahlen.

Als zweites &llt auf, dal3 EIKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchiihrt; wenn er von einer Strecke eine andere Streckagtbtr
solange es geht, ist das arithmetisch ausgedigerade die Konstruktion
des Rests bei der Division der beiden Streckrgen durcheinander.

Die wesentliche Operation beimuELIDischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest; wir wollen daher Ringe betrachtendar diese
moglich ist. Rein formal ist sie natlich immer noglich; wir kdnnten

sagen, daff : ¢ = 0 Restf ist, aber so eine Divisioninzt offensichtlich

nichts: Wir brauchen einen Rest, der in irgendeinem Sinaaér ist

als der Divisor. Diesiihrt zur folgenden

Definition: Ein EuKLIDischer Ring ist ein Integitsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung: R . {0} — N,, so dal gilt: Istf = gh, so
istv(f) > max(v(g), v(h)), und zu je zwei Elementefi g € R gibt es
Elementey, r € R mit

f=qq+r und r=0oderv(r) <v(g).

Wir schreiben auclf : g = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind die ganzen Zahlen, wo winaésnfach die Be-
tragsfunktion nehmendnnen. Quotient und Divisionsrest sind durch
die Forderung/(r) < v(y) allerdings nicht eindeutig festgelegt, bei-
spielsweise ist im Sinne dieser Definition

11:3=3Rest2 und 11:3=4Restl.

Die Definition des BKLIDischen Rings verlangt nur, dal3reedestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das fir uns in der Computeralgebra wichtigste Beispiel ist déyiton-
ring k[ X] Uber einem Krperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision
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mit Rest, daf’ die Bedingungeni@it sind beiiglich der Gradabbildung
v .
f — degf

Hier ist es allerdings wichtig, dak ein Korper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest niissen wir schlie3lich dieliihrenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und dasame etwa im Polynomrin@/[ X]
nicht moglich.

Dies beweist freilich nicht, da[X] kein EuKLIDischer Ring vare,
denn in der Definition war ja nur gefordert, dal? @sifgendeineFunk-
tion v irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehr
schwer zu zeigen — es sei denn, eine der im folgenden hdajelei
Eigenschaften einesUgLID ischen Rings ist nicht eiiflt. Bei Z[ X] ist
dies, wie wir bald sehen werden, bei der linearen Kombiridabdit des
ggT in der Tat der Fall, so ddff X] kein EuKLID ischer Ring sein kann.

Doch zurachst niissen wir ungiberlegen, daf3 in einenuUELID ischen
Ring in der Tat gbl3te gemeinsame Teiler existieren und mit dema E
KLIDischen Algorithmus auch berechnet werdémiken.

In heutiger Sprache ausgédkt beruht der BkLIDische Algorithmus

auf folgenden beiden Tatsachen:

1. Wenn wir zwei Element¢, g eines BEKLIDischen Rings mit Rest
durcheinander dividieren, so igt: g = ¢ Restr aquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f=qg+r und r=f—gqg.

Diese zeigen, dal’ jeder gemeinsame Teiler ¥amd g auch ein
gemeinsamer Teiler vop und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare f, g) und (g, ) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselbendsten gemeinsamen Teiler:

99T(f,9) = 99T(g,7) .

2. ggT(f,0) = f, denn jedes Element eines Integtd#bereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht
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Satz:Ineinem BUKLIDischen Ring gibtes zu je zwei Elementéy € R

stets einen @ifdsten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem
Algorithmus berechnet werden:

Schritt 0: Setzery = fundr, =g

Schritti, 2 > 1: Fallsr, = O ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
99T(f,g) = r,_q; andernfalls wirdr,_; mit Rest durchr, dividiert,
wobeir,,, der Divisionsrest sei.

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten unéelieden
grofdten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir Uberlegen uns als erstes, dal¥#en Schritt fir; > 1 stets
a9T(f,g9) = 99T(,_4,7;) ist. Fri = 1 gilt dies nach der Konstruktion
im nullten Schritt. Falls es im-ten Schritt fir ein¢ > 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dort,,,
als Rest bei der Division von,_; durchr, berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit gg1,(;,1) = 99T(;_4,7;), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT voandg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, istdort = 0. Aul3erdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch g¢.l{) = gg9T(,_41,7,).
Somit istr,_, der ggT vonf undyg.

Schlief3lich mul3 noch gezeigt werden, dal3 der Algorithmak radlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die FunktienNach Definition
eines BKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entweder(r,) < v(r;_4)
oderr, = 0. Dav nur natirliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solchdeZ giibt,
muf3 nach endlich vielen Schrittefy = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

|
Als erstes Beispiel wollen wir dendkLID ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu berechnen,
mussen wir als erstes 200 durch 148 dividieren: 200 : 148 = 1 5&es
Als nachstes wird 148 durch 52 dividiert: 148 : 52 = 2 Rest 44
Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44: 52 : 44 =1 Rest 8
Im nachsten Schritt dividieren wir 44 : 8 = 5 Rest4 und kommen
schlie3lich mit 8 : 4 = 2 Rest 0 zu einer Division,die aufgebdmit
haben 200 und 148 dendjsten gemeinsamen Teller vier.
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Als zweites Beispiel wollen wir den gRten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

F=x’+Xx°-3x* - 3x°+8X°+2X -5

und
g=3X°+5x" —4Xx° —9x+21

ausQ[x] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als digebi
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledigssen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Betsdnl (£, g, X), der
den Rest bei der Division vofi durchg berechnet, wobef und g als
Polynome inX aufgefal3t werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, knnen wir den durchuo (£, g, X) berechnen lassen. Alter-
nativ konnen wir aber auch dem Befetdm noch ein viertes Argument
geben: Die Eingabeen(f, g, X, ’q’) fuhrt auf dasselbe Ergebnis
wierem(f, g, X),weistaberzuizlich noch der Variableqpden Wert
des Quotienten zu. Dasmul3 dabei in Hochkommata stehen, weil auf
der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehen malks Ber
Quotient etwa das Polynofi? + X +1 ware und die Variable aus einer
vorigen Rechnung den Wek — 3 hatte, wiirderem(f, g, X, q) ver-
suchen, die Zuweisun§ — 3 := X2+ X + 1 auszufihren, was ndtrlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldurighft. Die Hochkommata ing’
sorgen ddir, daf3 unabfingig von einem etwaigen vorigen Wert wpim
jedem Fall nur der Variablenname&erwendet wird, so dal3 die sinnvolle
Anweisungq = X%+X+1 ausgdfhrt wird.

>f :=X"8+ X6 - 3xX74 - 3xX"3 + 8xX"2 + 2%xX - 5;
F=x®+x%_3x*-3x°+8X°+2X -5
> g = 3*%X"6 + bxX"4 - 4xX"2 - 9xX + 21;
g:=3X°+5X" —4X* - 09X +21
>r2 :=ren(f, g, X, ’q’); q;

5 4. 1.5 1
2:=—>x*+Zx?- 2
ST T9T "9t T3
X2 2
3 9

> r3 := rem(g, r2, X);
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117 - 441
R S s
> rd := rem(r2, r3, X);
233150 102500
4= 6501 2197
> r5 := rem(r3, rd4, X);
. .. 1288744821
"~ 543589225
> r6 := rem(rd, r5, X);

r6:=0

Der ggT vonf und g ist somitrs :_%1. Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt ispknen wir freilich genauso

gut sagen, der ggT vofi und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT yomnd g fragen:

> ged(f, g);
1

Die Frage ist nun: NAssen wir wirklich mit so riesigen Bchen wierg
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gbf3te gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, béstde ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignéfenstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daf3 beim Dareh keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gratlirch

ein Polynom vom Graan < n wird bis zun — m + 1 mal durch den
fuhrenden Koeffizienten des Divisors dividiert; wir missen als den
Dividenden vorher mit”~™** multiplizieren. Im obigen Beispielirt

das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3°3*f, g, X);
r2:=—15X"+3X° -9
> r3 := rem((-15) "3*g, r2, X);
r3 := 15795¢% + 30375 — 59535



23 Computeralgebra ws 2014

> r4 := rem(15795°3*r2, r3, X);
rd = 1254542875143750 — 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750"2*r3, r4, X);
r5 :=12593338795500743100931141992187500

Verglichen mitder Gol3e der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein&falt: Auch

wenn es sich hier um ein (vondNALD E. KNUTH fr sein BuchThe

Art of Computer Programmingibschnitt 4.6.1) konstruiertes beson-
ders extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, dafesgvibeim
EukLIDischen Algorithmus iir Polynomeliber den rationalen Zahlen

oft mit einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, diké&mner
Weise der Komplexit des Ergebnisses entspricht. Wenn wir den Algo-
rithmus ernsthaft auf gfiere Polynome anwenden wollen, sollten wir
nach Wegen suchen, um dieses Problem zu umschiffen.

Solche Wege gibt es in der Tat; zwei davon werden wir gegere Hed
Vorlesung noch kennenlernen.

83: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente eineglED ischen Ringsk
berechnen wir eine Reihe von Elementenwobeir, undr; die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterendurch Division mit Rest ermittelt
werden:

Ti_1 Ty = q; Restr;,,

Damit istr;,; = r,_; — ¢;r; als Linearkombination seiner beiden Vor-
gangerr, undr,_; mit Koeffizienten ausk darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationerrer Vorganger sindusw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhaltenyvachliefilich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesenidr das
letzte nichtverschwindende, den ggT. Der ggT zweier Elemenfeg
eines BKLIDischen Rings ist somit darstellbar &sLinearkombination
von f undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermalien aus:
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Schritt 0: Setzery = f,r1=¢g,00=06;=1unday; = 3, =0.Miti =1
ist dann
r._1=oa;,_qa+83,_4b und r,=q,a+;b.

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schrittaltent

Schritt ¢, ¢ > 1: Fallsr, = 0 ist, endet der Algorithmus mit

99T(f,9) =11 = a;_1f + 5,19
Andernfalls dividiere mam, _; mit Rest durch-; mit dem Ergebnis

Tim1 = QT T T4

(2

Dann ist
P = =7 ¥ 11 = —qi(a f +5,9) + (o1 f + 5;_19)
=(a;_1 —q;o)) f+(Bi_1 — 4,89
man setze also

Qg =0y —qo; und B =08, — q; 5.

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entspretdeschritte
des klassischenuUkLiDischen Algorithmus sind, ist klar, dafd auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und Bigebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt O ieralieiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, dal’ dieser ggTEane als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt daf gibt, daf3 diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen seirdknte, bezeichnet man sie als damn
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der fradgischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombiaatauch als
Identitat von BEzouT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwanidt&dhlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Aefldes
BuchsProblemes plaisants etaliectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MEzIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist anthe
verfugbar unteenum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)
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CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuitenin Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg zigk. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten itdBIET fir seine
lateinischeJbersetzung dekrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schriele®ivAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte voscBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésischen
Akademie der Wissenschaften.

ETIENNE BEZOUT(1730-1783) wurde in Nemours in der
lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Magistrate
waren. Er ging stattdessen an die Akademie der Wis-
senschaften; seine Hauptbesftlyung war die Zusam-
menstellung von Lehilchern fir die Militarausbildung.

Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier) seines
Cours de Matkmatiques I'usage des Gardes du Pavil-
lon et de la Marineist die Identitit von BEzouT darge-
stellt. Seine Bicher waren so erfolgreich, daf3 sie ins
Englischeibersetzt und z.B. in Harvard als Lebidher
benutzt wurden. Heute ist er vor allem bekannt durch
seinen Beweis, daf3 sich zwei Kurven der Grddmde

in hochstensgle Punkten schneiderdkinen.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanaion
darstellen. Der Rechengang istindith genau derselbe wie &8, nur
dafld wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest alszgahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialendéankombi-
nationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1.148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@&0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52—=52=1-200—-1-148

Da auch 527 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 252 + 44, d.h.

44 =148—2-(1-200—1-148) =3-148—-2-200
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Auch 447 0, wir dividieren also weiter: 52 = 144 + 8 und
8=52—44=(1-200—1-148)— (3-148— 2-200)
=3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44—-5.-8=(3-148—2-200)—5-(3-200— 4 -148)
=23-148—-17-200.

Bei der Division von acht durch vier schliel3lich erhalterr Wivisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diesetdlarsg

ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweiséknen wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200148 — 148 - 200 = O der Null
addieren. Tatchlich kbnnen wir diese auch noch durch den ggjifaen

zu 50- 148 — 36- 200 = 0; wir haben alsalif jede ganze Zaht eine
Darstellung 1 = (23 + 5) - 148— (17 + 36¢) - 200.

Wir konnen den erweitertendgLiDischen Algorithmus nélich auch
auf die beiden Polynomgundg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere alsrsch = af + (Gg,
wobei a ein Polynom vom Gradiinf und 5 eines vom Grad sieben
ist. Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beidedlén 130 354.
Wir konnen den Algorithmus allerdings verwenden, um ein neggtiv
Resultat zu beweisen:

Lemma: Der RingZ[ X] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht BUKLID isch.

Beweis: Wir wissen zwar noch nicht, dal3 zwei beliebige Elemente
von Z[ X] auch inZ[ X] einen gbf3ten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, dal3 der gRte gemeinsame Teliler der beiden Polynotne
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 siatl und+2,

und +2 sind keine Teiler vonX. WareZ[ X] ein EUKLIDischer Ring,
gabe es also Polynome, 5 € Z[ X], so dalla X + 23 = 1 ware. Der
konstante Koeffizient voa X + 23 ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vongs, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche

Darstellung geben. .
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(In Q[] gibt es selbstverandlich so eine Darstellung: 1 = & + 3 - 2.
Allerdings ist dort 2 auch ein Teiler vak.)

84: Faktorielle Ringe

In einfachen Ellen berechnet man in der Schule dedlgfen gemein-
samen Teiler zweier Zahleiiber deren Primzerlegung. Auch diesen
Zugang wollen wir auf eine gfiere Klasse von Ringen verallgemei-
nern: Er wird sich zwarir die effiziente Berechnung des ggT als nicht
sonderlich rtzlich erweisen, gibt uns abeiirf die Computeralgebra
wichtiges Hintergrundwissen.

Definition: a) Ein Elementf eines Integritsbereichs? heildtirredu-
zibel falls gilt: f ist keine Einheit, und isf = gh das Produkt zweier
Elemente au$?, so mulyy oderh eine Einheit sein.

b) Ein Integritatsbereichk heil3tfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Elemenf € R 1al3t sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produkt= « [];-; p;" mit einer Einheitu € R™,

irreduziblen Elementep, € R und natirlichen Zahlere,.
(ZPE stent fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f, g € R einen gbl3ten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u ][, p;" undg = fu]—[;?llqjj mit u,v € R™ und
p;,q; irreduzibel die Zerlegungen voii und g in Primfaktoren, so
konnen wir, indem wir dtigenfalls Exponenten null eiahren, 0.B.d.A.
annehmen, da® = m ist undp, = ¢, fur alle <. Dann ist offenbar

[T, ™€) ein ggT vons undg, dennh = [T\, p* ist genau dann

(3

Teiler von f, wenna,; < e, fur allez, und Teiler vory, wenna, < d,.
|

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daRfpddo-
rielle Ring EUKLID isch ware. Umgekehtrt gilt allerdings

Satz: Jeder BKLIDische Ring ist faktoriell.
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BeweisWir missen zeigen, daf3 jedes Elemgért 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausrdtmngheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebethewdcann.
Wir beginnen damit, dal sichuberhaupt so darstelleaflt.

Dazu benutzen wir die Funktiom R ~ {0} — N, des BJKLIDischen
RingsR und beweisen induktiv, daBif N € Nyalle f Z 0mitv(f) < N
in der gewvinschten Weise darstellbar sind.

Istv(f) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 f = g Restr ist
namlich entweder = 0 oder aber(r) < v(f) = 0. Letzteres ist nicht
moglich, also istyf = 1 und f eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produktvon Potenzen irreduzibler Elemeagetgieben
werden.

Fur N > 1 unterscheiden wir zweidHe: Ist f irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der gdaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls B3t sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines<EDischen
Rings sind danm(g), v(h) < v(f). Wir wollen unstuiberlegen, dal3 sie
tatsachlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf; das Ergebnis sei Restr, d.h.

g =qf+rmitr = 0oder(r) < v(f). Warer = 0, wareg ein Vielfaches
von f, es @abe also eint € R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit ware
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
v(r) < v(f). AulRerdem isy ein Teiler vonr = g — qf = g(1 — gh),
also mul geltem(g) < v(r) < v(f).

Genauso folgt die strikte Ungleichumngh) < v(f).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich dgherd / als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schneiloed damit
laldt sich auclf = gh so darstellen.

Als nachstes riassen wir unsiberlegen, dald diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlicliésiittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:
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Falls ein irreduzibles Elementein Produktf g teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweidetrachten wir den ggT voAundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
Fall istp Teiler von f, und wir sind fertig; andernfallsdénnen wir

l=ap+pif
als Linearkombination vom und f schreiben. Multiplikation mitg
macht daraug = apf + 3 fg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapf ist das klar, und bef f g folgt es
daraus, dal3 nach Voraussetzpren Teiler vonf g ist. Also istp Teiler
von g, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

n
Falls ein irreduzibles Elemeni € R ein Produkt]] f; teilt, teilt es
mindestens einen der Faktoren. =1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfidald
jedesN € N, alle Elemente mit/(f) < N eine bis auf Reihenfolge
und EinheitereindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Fur N = 0 haben wir oben gesehen, dAlgine Einheit sein muf3, und
hier ist die Zerlegung = f eindeutig.

Fur N > 1 betrachten wir ein Element

n m
f=ullpi =v]]d
i=1 =1

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmetrien, dald alle;, fj >1
sind. Dann istp, trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptungjieittaher mindestens
eines der Elementg, d.h.p; = wg; ist bis auf eine Einheiw gleichg;.
Dap, keine Einheitist, ist(f /p;) < v(f); nach Induktionsannahme hat
alsof /p, = #/(wq;) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutige
Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auciiese Eigenscheft.

Als nachstes wollen wir ProduktzerlegungenQfi.X] vergleichen mit
solchen inZ[ X]. Das entsprechende Argument volUSs wird uns
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auch ritzlich sein fir den Beweis der Faktoriadit von Polynomringen in
mehreren Vainderlichen; wir fassen es daher gleich etwas allgemeiner.

Dazu brauchen wir als erste@irfeinen beliebigen Integétsbereich
eine Entsprechundgif die rationalen Zahlen, den sogenannten Quotien-
tenkorper, der genauso konstruiert wird wie die rationalen &aldus
den ganzen:

Wir betrachteniir einen Integritsbereichiz auf der Menge aller Paare
(f,g) mit f,g € Rundg # 0 dieAquivalenzrelation

(fag)N(ras)@fszgr;
die Aquivalenzklasse vonf( g) bezeichnen wir als deBruch i

g
Verknipfungen zwischen diesen iBthen werden nach ddiblichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

f+i:f8+7”g und i T—ﬁ_

g S gs g s gs
Dies ist wohldefiniert, denn sindf(g) ~ (f, §) und (-, s) ~ (7, 5), SO
ist - - ~ ~
~ “ 4 e ~ ~
£+§:f8”rg und i-izg.
g S gs g s gs

Wegenfj = fg undrs = 7s ist
(f3+75) - gs = f3gs +FGgs = fgsi +Tsg
= ggss +rsgg = (gs +1y)gs
und (f7)(gs) = fgf's = ggrs = (gr)(G3), d.h. auch die Ergebnisse sind
aquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie b8)), daR dieséquivalenzklassen einen
Ring bilden mit‘—l) als Null und% als Eins; er ist sogar eindper, denn

far f, g 7 0istZ ein multiplikatives Inverses zgl, da(fg, fg) ~ (1,1).

Identifizieren wir schlief3lich ein Elemerfte R mit dem Bruch{, SO
konnen wirR in den Korper K einbetten.

Definition: Der so konstruierte &rperK heil3t Quotientendrper vonk,
in ZeichenK = QuotR.
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Das Standardbeispiel ist @lich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenkorperk(X) = Quotk[ X] eines Polynomring@ber einem Krperk
e

Ist wichtig: £(X) heil3t rationaler Funktioneidkper in einer Veinder-
licheniiberk. Seine Elemente sind rationale FunktioneiXind.h. Quo-
tienten von Polynomen inX, wobei der Nenner natlich nicht das
Nullpolynom sein darf.

Fur Polynome, die statiber einem Krper nuriiber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sgbsentlich:

Definition: a) DerInhalt eines Polynomg = adXd +.--+ay € R[X]
ist der gof3te gemeinsame Teilé(f) seiner Koeffizientem,.
b) f heildtprimitiv, wenn diea, zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die éimtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daf3 sich jedes PolgoeR[ X ]

als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynonreitien Al3t.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Pobyne erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. &r zwei Polynome

d d—1
f=a;,X +a; X “+.---+aX +qg

und

g=b. X +b,_ X 4. +b, X+,
ausR[X]ist I(fg) = I(f) - I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f) - f* undg = I(g) - ¢" mit primitiven
Polynomens™ und ¢*; dann istfg = I(f) - I(g) - (f*¢"). Falls f*¢*
wieder ein primitives Polynom ist, folgt, dal§fg) = I(f) - I(g) sein
muf3.

Es geriigt daher, zu zeigen, daf’ das Produkt zweier primitiverrRohe
wieder primitiv ist. Sei

d
fg = Cd+eX
dannistc, = > ab;.

[

+e d+e—1 .
tCare—1X ot X+,

4,7 mit i+j=r
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Angenommen, diese Koeffizientephaben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktoriativon R gibt es dann auch
ein irreduzibles Element, das alle Koeffizienten,. teilt.

Insbesondere ist ein Teiler voncy = agby; dap irreduzibel ist, mul3
mindestens einer der beiden Faktorgnb, durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vgiund g ankommt, Kknnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} Vielfaches voryp ist.

Da f ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientdurchp
teilbar sein;v sei der kleinste Index, so daf} kein Vielfaches vorp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Index O, fur denb, nicht

durchp teilbar ist. In
Cprv = Z a;b;

1,7 mit i+j=p+v
istdann der Summang, b, nicht durctp teilbar, denniir jeden anderen
Summanden,b, istentwedei < v oderj < u, sodald mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt dyre¢dilbar ist. Insgesamt
ist daherc,,,, nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit muldf g ein primitives Polynom sein. .
Satz von Gaul3: R sei ein faktorieller Ring und< = QuotR. Falls
sich ein Polynomf € R[X] in K[X] als Produkt zweier Polynome
g,h € K[X] schreiben &3t, gibt esNeim € K, so dal3g = \g und
h=A"'hin R[X]liegen undf =3 - h.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache alle
Koeffizienten lbnnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten dts
eines mit Koeffizienten auB machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Sonaf3t sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vomit einem
primitiven Polynom augz[x]. Fur g undh seien dies die Zerlegungen

g=cg und h=dh".
Dann istf = (ed)g”h”, und nach dem Lemma igt »" ein primitives

Polynom. Daher liegtd = I(f) in R, und wir kdnnen beispielsweise
g =I(P)g" undh = h™ setzen.
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Korollar: Ein primitives Polynonmyf € R[X]istgenau dann irreduzibel
in R[X], wenn es inK[X] irreduzibel ist. .
Fir nichtprimitive Polynome gilt diese Aussage imdith nicht: Das
Polynom 2X + 2 ist zwar irreduzibel ifQ[X], hat aber inZ[ X] die
beiden irreduziblen Faktoren 2 udd + 1.

. CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitrage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der Gttinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des Kinigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch sEime-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universit Gottingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte érferfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von @ussfolgt induktiv sofort, dal? seine Aussage auch
fur Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraud folg

Satz: Der Polynomringiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dal’ sich jedésce R[X] bis auf Rei-
henfolge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzeduzibler
Elemente ausk[X] und einer Einheit schreibeta®t. Dazu schreiben
wir f = I(f) - f© mit einem primitiven Polynony™ € R[X] und zer-
legen zu@chst den Inhalt(f) in R. Da R nach Voraussetzung faktoriell
ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge unti&ten inR,
und wie wir ausz1 wissen, sind die Einheiten vaR[X] gleich denen
von R.

Als nachstes zerlegen wir das primitive Polyngiiiber dem Quotien-
tenkorper K von R; dies ist nbglich, daK[.X] als EUKLIDischer Ring
faktoriellist. Jedes der irreduziblen Polynomedie in dieser Zerlegung
vorkommen, &Rt sich schreiben alg = \,p, mit einem)\; ¢ K™ und
einem primitiven Polynonp, € R[X]. Wir konnen daher annehmen,
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dafd in der Zerlegung vofi nur primitive Polynome au&[z] auftreten
sowie eine Einheit auk’. Diese muf3, dg™ Koeffizienten augz hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, iR liegen; da auchy™
primitiv ist, muf3 sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vgii mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vogefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprecteid die

Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vphsowie die Zerlegung eines

Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.
|

Da wir einen Polynomring[ X4, . . ., X,,]in n Veranderlichen als Poly-
nomringR[ X, ..., X,,_1][X,,]in einer Veinderlicheriiber dem Poly-
nomring R[ X4, ..., X,,_4] In n — 1 Veranderlichen auffasserdknen,

folgt induktiv sofort:

Satz: Der Polynomring R[X,,...,X,,] In n Veranderlichenuber
einem faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere sind
Z[Xq,...,X,]sowiek[ X, ..., X,] furjeden Kirperk faktoriell. .
Damit wissen wir also, daf3 auch Polynome in mehrereaaerlichen
uberZ odertiber einem Krper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
legt werden Bnnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
grofdte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht kongirukir wer-
den im rachsten Kapitel noch viel Arbeit investiereriigsen, bevor wir
PolynomeuberZ, Q, F,, oder anderen &rpern, in denen wir rechnen
konnen, wirklich in ihre irreduziblen Faktoren zerlegémken.

85: Resultanten

In diesem Paragraphen wollen wir ein Kriterium idlaherleiten, dafi3
zwei Polynome einen gemeinsamen Teiler vom Grad mindestetsen
ohne daf’ wir so einen Teiler wirklich berechneiagsen. Wir betrachten
also zwei Polynome

d d—1
f=aaX" +ag 41X

+...+a1X+a0
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und

e—1

g=bX"+b,_ X"+ +b X+,

uber einem faktoriellen Ringg, von denen wir annehmen wollen, daf3
sie wirklich Gradd bzw.e haben, d.ha,; 7 0 undb, Z 0.

Wir nehmen an, es gebe ein Polyndne R[X] vom Grad mindestens
r > 1, das sowohf als auchy teilt. Dann ist
fg _ [ q

TR 9T

ein gemeinsames Vielfaches vgnundg, dessen Grad
degf + degg — degh = d + e — degh
hochstens gleicld + e — r ist.

Haben umgekehrif und ¢ ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
hochstensl + e — r, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
hochstens den Grad+ ¢ — r. (Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
existiert, da mitkR auchR[x] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynomev € R[X], furdie S = uf = vg
ist, andererseits isf alskleinsteggemeinsames Vielfaches vgrundg
Teiler von f g, es gibt also ein Polynorh € R[X] mit f¢g = Sh. Fur
dieses ist

_Jfg o _ . vy _ _fg o _ uf _
hv—S v=f S—f und hu—S u=go =9,

es teilt also sowohf als auchg und sein Gradl + e — deg$' ist min-
destens. Damit ist gezeigt:

Lemma: Zwei Polynomef, g € R[X]haben genau dann einen gemein-
samen Teiler vom Grad mindestenswenn es nichtverschwindende
Polynomeu, v € R[X] mit uf = vg und Graden deg < degg — r und
degv < degf — r.

Diese Bedingung schreiben wir um in ein lineares Gleichaygtem
fur die Koeffizienten vom, undv: Da degu < degg — r = e — r istund
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degv < degf — r =d — r, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als
uw=u, X+ ue_r_lXe_r_l +otu X+

e—r
und

d

~ d—r—1
v=vy, X vy X+ o X+,

Die Koeffizienten vonX" in v f undwvg sind
Z a;u; und Z bv;
i,j mit i+j=r i,j mit i+j=r
f und g haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindesteng, wenn es nicht allesamt verschwindendé& perelemente

Ugy - - - Uy, UNdvg, ..., v,_,. gibt, so dafd
Z a;u; — Z bv; =0 furr=0,...,n+m—d
i,j mit i+j=r i,j mit i+j=r
ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem &iast 1 — r
Gleichungen iir die d + e + 2 — 2e Unbekanntenu,...,u,_,. und
Vo, - - -, Vg_,, €S hat genau dann eine nichttrivialédung, wenn seine

Matrix kleineren Rang alg + e + 2 — 2r hat. Im Faller = 1 ist die
Matrix quadratisch; hier bedeutet dies einfach, dal ihreeid@nante
verschwindet. Brr > 1 missen wit- Determinanten von quadratischen
Untermatrizen betrachten

Ausgeschrieben wird das Gleichungssystem, wenn wir mit ideeffi-
zienten vonz®*°~" anfangen, zu

agte_, —bvy_,. =0

e—r

Qg 1Ue_p + AqUe 1 — be—lvd—r o bevd—r—l =0

Aq_oUe_y + Qg qUe_y_1 + Aqle 2

—be_ Vg —be_1Vq . _1bV4 . =0

aous + aluZ + azul + CL3UO — bo'U3 — blvz — bz'Ul — b3UO = O
aouz + alul + azuo — bofUz — bl’Ul — bzvo = O
aguq + aqug — bgvy — byvg =0

aouo — bo'UO = O
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Natirlich andert sich nichts an der nichttrivialendsbarkeit oder
Unlosbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir anstellevaer
ablenwv; die Variablen—v; betrachten, womit alle Minuszeichen im
obigen Glelchungssystem zu Pluszeichen werden; aul3erafess Bich
— der gbRererbersichtlichkeit wegen — eingétgert, die Transponier-
te der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Mieg auf die
(d+e+2—2r) x (d+e+1—r)-Matrix

ag Gg_q Qg_o ... G Qg 0 o ... O \
0O a; agq .. a ag 0 0
0 0 ag ... Qg ao aq )
O 0 O ce a/d a/d_l ad_z a/d_g Ce a/o )
b, b._1 b._o ... by b bo o ... O
O b, b._ b by by bp ... O
\ 0 0 o ... 0 b, b._q1 b._, ... b0)

in dere + 1 — r Zeilen aus Koeffizienten vori stehen undi + 1 — r
Zeilen aus Koeffizienten voa.

Fur » = 1 ist diese Matrix quadratisch; das Gleichungssystem lhat a
so genau dann nichttrivialedsungen, wenn ihre Determinante ver-
schwindet.

Definition: Im Fall » = 1 wird die obige Matrix als 8.VESTER-Matrix
bezeichnet und ihre Determinante als Riesultante

Res(f, g) = Res¢(f, 9)
der beiden Polynom¢ und g beziglich der VariablenX.

Der IndexX ist dann notwendig, wenfi und g Polynome in mehreren
Veranderlichen sind und nicht klar ist, hedich welcher von ihnen die
Resultante gebildet wird.

Furr > 1 betrachten wiriirj =d+e+1—1r,...,d+te+2— 2rjene
quadratische Matri®/;, die aus den erstefr+ e + 2 — r Spalten sowie
der j-ten Spalte der obigen Matrix besteht. Offensichtlich le#ttere
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genau dann einen kleineren Rang éls e + 1 — r, wenn aller Mat-
rizen M; singuhr sind, wenn also deren Determinanten verschwinden.
Diese Determinanten bezeichnet man@bresultanten.

JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814-1897) wurde geboren
als AMES JOSEPH erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidattauch seinem Namen.
1837 bestand er das liehtigte Tripos-Examen der
Universitait Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschlul3, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mititRRksicht auf

die Kathollken gandert worden waren. #Wrend seiner weiterenaligkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Univétsit bescaftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickeliehadie allgemeine Theorie
der Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins Brsity in Baltimore giindete

er das American Journal of Mathematics, das noch heute ewtidhtigste mathematische
Fachzeitschrift Amerikas ist.

Sowohl die Resultante als auch die Subresultanten sinch&wly in
den Koeffizienten vorf und g; wir haben daher den

Satz: Zwei Polynomef, g € R[X] Uber dem faktoriellen Ring haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindesterenn
gewisse Polynome in ihren Koeffizienten verschwinden. éssbdere
gibt es genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven §nadan

die Resultante der beiden Polynome verschwindet. .

86: Die Berechnung der Resultante

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 7@
Determinante — nichts, was man mit den aus der Linearen Alge-
bra bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechnénnte.
Tatsachlich verwendet aber natich ohnehin niemand den Entwick-
lungssatz von BGRANGE um eine grof3e Determinante zu berechnen;
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dessen Ntzlichkeit beschint sich definitiv auf kleineren Spielzeugde-
terminanten, wie sie vor allem in Mathematikklausuren wonknen. In
realistischen Anwendungen wird man die Matrix durch Zeilamd/oder
Spaltenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann eierni-
nante einfach als Produkt der Diagonalegie berechnen oder man tat
diesuiber eine LR- oder QR-Zerlegung. Das dauéartdie S'LVESTER-
Matrix zweier Polynome der Grade dreil3ig und vierzig auftiggn
Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt gmem Com-
puteralgebrasystem einfach, daf3 es die Resultante derbealynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als eietmel
der Zeit. Einer der Schbksel dazu ist wieder einmal deuE.IDische
Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynoryigy in einer VariablenX tber
einem faktoriellen RingR:

f = a/dXd + a/d_le_l
g=b X +b,_ X"

Falls f = ay konstant ist, als@ = O, gibt es in der 8.VESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vog und e Zeilen aus Koeffizienten
von f; die Matrix ist also einfacla, mal dere x e-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinanteci§t

+..-+a;X +a; und

.-+ X +b, mit d<e.

Andernfalls dividieren wilg durch f und erhalten einen Reht
g. f=qResth oder h=g—qf.

Das ist freilich nur dann @glich, wennR[ X] ein EuKLIDischer Ring
ist, also im wesentlichen nur dann, weRrein Korper ist. Das ist aber
keine so grol3e Einscamkung wie es scheint, denn wibknen statt

in R[X] im Polynomringuber dem Quotientetdkper vonR rechnen;
da die Resultante ein eindeutig bestimmtes Element Rast, muf3
spatestens das Endergebnis unserer Rechnurig) liegen. Die Zwi-
schenergebnissaknen freilich recht grofie Nenner bekommen — ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das unsdbedin -
KLID ischen Algorithmusiir Polynome begegnet ist.
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Der zentrale Punkt beimUkLID ischen Algorithmus ist, dal? die gemein-
samen Teiler vory und g genau dieselben sind wie die vgnund h.
Insbesondere haben algaund g genau dann einen gemeinsamen Tei-
ler von positivem Grad, wenif und ~ einen haben, d.h. Regf, g)
verschwindet genau dann, wenn Rég, i) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resuligatiten,
und den Knnen wir zur Berechnung von Reff, ¢g) ausriitzen, denn
natirlich ist Res, (f, i) kleiner und einfacher als Re$f, g).

Bei der Polynomdivision berechnen wir eine Folge von Potgan
90 =9,91,---,9, = h, wobeig, aus seinem Vot@nger dadurch entsteht,
daR wir ein Vielfaches voiX” f subtrahieren, wobei = degg, — degf
ist. Der maximale Wert, depannehmen kann, ist offenbar

degg —degf =e—d.

Wir wollen unsiiberlegen, wie sich dieYBvESTER-Matrix andert, wenn
wir dort die Koeffizienten vorg, = g nacheinander durch die der nach-
folgendeng, ersetzen. Um die Gestalt der Matrix nicht zu &edern,
betrachten wir dazu auch dég als Polynome vom Gragh, indem wir
die Koeffizienten aller-Potenzen mit einem Exponent oberhalb deg
auf Null setzen.

Die Zeilen der SLVESTER-Matrix sind Vektoren inkR%*; die erstere
sind die Koeffizientenvektoren voK“ ' f,..., X f, f, danach folgen
dievonX®1g,..., Xg, 9.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vgrein \ﬁelfaches)\Xjf

mit j = e — d; damit subtrahieren wir auch von jeder Potetizy das
PolynomAX™ f. Fir0< i < dund 0< j < e+dist0<i+j < e,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koefiizmvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile derv&sTER-Matrix.
Damit andert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vory nacheinander durch denvan,...,g, = h
ersetzen.

Die Resultant@ndert sich also nicht, wenn wir in deYISYESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vory ersetzen durch die entsprechende
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Zeile mit Koeffizienten vom, wobei h als ein Polynom vom Grad
behandelt wird, desseiilirende Koeffizienten verschwinden.

Isth=¢c,X°+---+¢; X +¢, S0 ist also Reg(f, g) gleich

a/d ad_l a/d_z ce a/]_ ao O O O
0O a; agq ... a ag 0 0
0 0 ag ... Q3 G aq ag 0
0 0 O Ce a/d a/d_l ad_z a,d_3 Ce a,o ,
Co Co_q Ceo_o cp, o 0 0
O ¢ cCoq1 ... C3 © cq o 0
0 0 O ... 0 ¢ coq1 Cop ... ¢
wobei die Koeffizienter,, . . ., c.,, alle verschwinden.

Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mit- s Nullen.

In den erster — s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Koeffizien-
tenvonf: Inder ersten ist dies ausschlief3lich démnfende Koeffizient,
von f in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der ersten Zeitaren
wir also einfach die erste Zeile und die erste Spalte stesictiie Deter-
minante ist danm,; mal der Determinante déibrigbleibenden Matrix.
Diese hat (fall > s+ 1) wieder dieselbe Gestalt, wibknen also wie-
der einen Faktor,; ausklammern und bekommen eine Determinante
mit einer Zeile und einer Spalte wenigesw.Das Ganze funktioniert

e — s mal; dann ist derifhrende Koeffizient vor in die erste Spalte
gerutscht und diébriggebliebene Matrix ist dieY&VESTER-Matrix von

f undh —falls etwadibrigbleibt. Offensichtlich bleibt genau dann nichts
ubrig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind die untererZeilen Null,
d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfalls ist Reg(f,9) = ay °Res(f,h), und da diese Formel
auch fir ~ = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gbl3eren Grad alg und isth der Divisionsrest
vong durchf, derden Grad habe, soistReg(f, g) = ay ° Res,(f, h).
|
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Dies ka3t sich nun nach Art desUELIDischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Reste= h der Division vong
durchf und dann (mit-, = g) weiterr,,; gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonr, durchr;,_,, so kbnnen wie die Berechnung von Re{, g)
durch Multiplikation mit Potenzen detihrenden Koeffizienten der Di-
visoren zuiickfuhren auf die viel kleineren Resultanten Ré€s, r,. ).
Sobaldr,,; eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eire ex
plizite Formel und der Algorithmus endetiiden Fall, daf¥ groReren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Fur ein Polynomf vom Gradd und ein Polynong vom Grace
ist Res (f, 9) = (—1)™ Res (g, /).

Beweis:Wir missen in der @ VESTER-Matrix e Zeilen zu f mit den

d Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, dal3 wir die unterstg-Zeile nacheinander mit jeder de+Zeilen
vertauschen, bis sie nadh/ertauschungen schlief3lich unten steht. Dies
mussen wir wiederholen, bis alleZeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtie Zeilenvertauschungen. Sondihdert sich das Vorzeichen
der Determinante um den Faktor{)™°. _
Zum Abschlul3 dieses Paragraphen wollen wir uns ritagrlegen, dal3
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen @Giujedie
gemeinsame Nullstelle verschwinden muf3: %iBtlsich @mlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R seiein Ringund, g € R[X]seien PolynoméberR. Dann
gibt es Polynome, ¢ € R[X], so dalR Reg(f,g) = pf + qg ist.

Man beachte, daf ¢, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element vork.

Beweis:Wir schreiben
Fza X%+ +a X +ay und g=b, X+ - +b X +by,

wobei wir annehmendnnen, dafx,; undb, beide nicht verschwinden.
Die Gleichungen

X fza, X+t X e X furi=o0,...,e—1
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und
ng:beX€+j+...+b1Xl+j+b0Xj furj=0,...,d—1

konnen wir in Vektorschreibweise so zusammenfassen, daldlewr
(d + e)-dimensionalen Vektor

e—1 d—1 T
F=(X""f,..,Xf, [, X" 7g,....Xg,9) € R[X]
darstellen in der Form
F — Xd+e—1

d+e

1 0
T1+"'+X Td+e—1+X Td+e

mit Vektorenr, € R%¢, deren Einthge Koeffizienten vory und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Deteanten der
(d + e) x (d + e)-Matrix mit denr,, als Spaltenvektoren.

Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung derR@vERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleiglsaystem mit
rechter Seitef” in den, Unbekannten“X” und tun so, als wollten wir
den Wert vonx® = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nachRAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen aldoaderminante

d+e

_ dte—k
det(q, ..., g1, F) = det<7°1, ey T dte—1 Z x Tk>
k=1

d+e

_ d+te—k
= E € de'[(7“1, ooy Tdee—1 Tk:)
k=1

= det(Tl, e Tdee—1 /rd+e) ’

denn fir k£ # d + e steht die Spalte, zweimal in der Matrix, so dal3 die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von dgi(...,r._;) nach dem la-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynonfeund ¢ in F' stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Fofr qg
mit Polynomerp undq ausR[ X]: Da f undg beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau einebeaiden,
enthalt jedes derd + e)! Produkte, die nach AGRANGE aufsummiert
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werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigdmReg

istpf + gg gleich der Determinante def, also die Resultante.
|



