
Kapitel 0
Einführung

§1: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Computer an Uni-
versiẗaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nur zum
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern auch für alle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schon früher alle zur
Verfügung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweise konstru-
ierte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (große) natürliche Zahlen
in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendern wurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen interpretiert, aber
wie wenig sp̈ater selbst die Buchhalter bemerkten, können sie natürlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshalb wurden be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistungsfähigkeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Taschenrechners
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und andereabstrakt ma-
thematische Berechnungen durchgeführt wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da die gängigen ḧohere Programmiersprachen der
damaligen Zeit (FORTRAN, ALGOL 60, COBOL,. . . ) vor allem mit Blick
auf numerischebzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 von JOHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammierspracheLISP, die speziell f̈ur symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich der künstlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjahre die ersten
Computeralgebrasysteme geschrieben:MACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.I.T. zun̈achst vor allem f̈ur alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.T.,REDUCEungef̈ahr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem f̈ur Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Universitäten und wur-
den bald auch schon für eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederum f̈uhrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspr̈unglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufügten, und es f̈uhrte auch dazu, daß anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielsweiseMaple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniversitäten von Mannheim).
Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlichmehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so daß die neuen
Systeme oft nicht mehr inLISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen wieMODULA oder Cbzw.sp̈ater C++,
die zwar f̈ur das symbolische Rechnen einen erheblich höheren Pro-
grammieraufwand erfordern alsLISP, die daf̈ur aber auch zu deutlich
schnelleren Programmen führen.

Eine gewisse Z̈asur bedeutete das Auftreten vonMathematica im
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rein kom-
merziell entwickelt wurde. Der Firmengründer und Initiator STEVE

WOLFRAM kommt zwar aus dem Universitätsbereich (bevor er seine
Firma gr̈undete, forschte er amInstitute for Advanced Studiesin Prince-
ton über zellul̈are Automaten), aberMathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftler, Ingenieure und
Mathematikerverkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vonMathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Systemefrei oder
gegen nominale Gebühr erḧaltlich waren, bestand in der M̈oglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den ersten Systemen
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damals nurüber teure
Plotter und (zumindest in Universitätsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bereits PCs
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mit (damals noch sehr schwachen) graphikfähigen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte plötzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
größere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der erstenMathematica-Versionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathematischen
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute noch kein Com-
puteralgebrasystem.) Der große Vorteil der einfachen Erzeugung von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch von STEVE WOLFRAM,
das deutlichüber dem Qualiẗatsniveau auch heutëublicher Software-
dokumentation liegt, bescherteMathematicaeinen großen Erfolg. Da
auch Systeme wieMACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbständi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waren, führte die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, daß Graphik auch ein wesentlicher Bestandteil
anderer Computeralgebrasysteme wurde und daßMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heute unterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten SystemeMapleundMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphikfähigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbaren) Häufigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Scḧuler und Studenten, so daß ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sein muß, die
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikausbildung
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Studiengänge zu l̈osen.

Da die meisten, die mit dem BegriffComputeralgebräuberhaupt etwas
anfangen k̈onnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des WortsComputeralgebraver̈andert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das symbolische
Berechnungen erm̈oglicht, sondern eines, das̈uber ernstzunehmende
Graphikf̈ahigkeiten verf̈ugt und viele g̈angige Aufgabentypen lösen
kann, ohne daß der Benutzer notwendigerweise versteht, wieman solche
Aufgaben l̈ost.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algorithmen
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere denen, die sich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnens befassen. In
denÜbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darum gehen,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zur Visualisierung
mathematischer Sachverhalte.

§2: Numerisches, exaktes und symbolisches Rechnen

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa der Lösung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichungenbescḧaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die unterschiedlichen
Ansätze beider Gebiete zu verstehen, müssen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und symbolischem
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin alsdas Rechnen mit reellen
Zahlen. Kurzes Nachdenken zeigt, daß wirkliches Rechnen mit reellen
Zahlen weder mit Papier und Bleistift noch per Computer möglich ist:
Die MengeR der reellen Zahlen ist schließlicḧuberabz̈ahlbar, aber
sowohl unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endlich. Der Da-
tentypreal oderfloat oder auchdoubleeiner Programmiersprache kann
daher unm̈oglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tats̈achlich gen̈ugt das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer völlig
anderen Regeln als denen, die wir vom Körper der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zun̈achst einmal m̈ussen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge vonR beschr̈anken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleichtkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Formx = ±m · b±e, wobei
die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und derExponente eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisb ist in
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten MainframeComputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute gebräuchliche CPUs f̈ur Computer richten sich beim
Format f̈ur m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32 Bit ge-
speichert. Das erste dieser Bits steht für das Vorzeichen, null für positive,
eins f̈ur negative Zahlen. Danach folgen acht Bit für den Exponentene
und 23 Bit f̈ur die Mantissem.
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Die acht Exponentenbit k̈onnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wennn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als die Gleitkom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

±1,m1 . . .m23 × 2n−127 .

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werden können, liegen somit
zwischen 2−126 ≈ 1,175· 10−37 und (2− 2−23) · 2127 ≈ 3,403· 1038.
Das f̈uhrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenannte normali-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht erst abgespeichert.
Der Grund liegt naẗurlich darin, daß man ein führendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kann– es
sei denn, man hat bereits den niedrigstmöglichen Exponentenn = 0,
entsprechende = −127.

Für n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zahl inter-
pretiert als

±0,m1 . . .m23 × 2−126 ;

man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstrittenen) Unter-
laufbereichaus sogenanntensubnormalenZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Werte bis hinunter
zu 2−23 × 2−126 = 2−149 ≈ 1,401 · 10−44 dargestellt werden k̈onnen,
außerdem natürlich die Null, bei der s̈amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwertn = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nach Vorzeichenbit
für ±∞, andernfalls f̈ur NAN (not a number),d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wie

√
−1 oder 0/0. Das Ergebnis von 1/0

dagegen ist nicht NAN, sondern +∞, und−1/0 = −∞.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechend dargestellt;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Verfügung, eines f̈ur das Vorzeichen,
elf für den Exponenten und 52 für die Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit k̈onnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt werden;
abgesehen von den beiden Extremfällen entspricht dies dem Exponenten
e = n − 1023.
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Der Exponente sorgt daf̈ur, daß Zahlen aus einem relativ großen Bereich
dargestellt werden k̈onnen, er hat aber auch zur Folge, daß die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedenen Größenordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung der Null,
und mit steigendem Betrag werden die Abstände benachbarter Zahlen
immer gr̈oßer.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IEEE-ähnliches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, einem für das Vorzeichen und je
drei für Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Verteilung
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

−∞ ∞

Um ein Gef̈uhl daf̈ur zu bekommen, was dies für das praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir ein analoges System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zahlen (für die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwar nehmen wir
an, daß wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben und Exponenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedenen Basis kei-
ne Möglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse die erste Ziffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Form±0,m1m2m3 · 10e.

Zunächst einmal ist klar, daß die Summe zweier Gleitkommazahlen
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im selben Sys-
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispiel wäre die Addition der
größten darstellbaren Zahl 0,999· 103 = 999 zu 5 = 0,5 · 101: Natürlich
ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. Der IEEE-
Standard sieht vor, daß in so einem Fall eineoverflow-Bedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleich +∞ wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardm̈aßig tun) dieoverflow-Bedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis +∞ weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen f̈uhren: Beispielsweise ẅare die Rundung von 1/(999 + 5) auf die
Null f ür viele Anwendungen kein gar zu großer Fehler, auch wenn es
dafür in unserem System die sehr viel genauere Darstellung 0,996·10−3

gibt. Sp̈atestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999/(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle von 0,996 · 100.
Ähnlich sieht es auch aus, wenn wir anschließend 500 subtrahieren:
∞ − 500 =∞, aber (999 + 5)− 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen ließe!

Auch ohne Bereichs̈uberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + 0,0456 = 0,123· 103 + 0,456· 10−1 = 123, 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstellbar. Hier sieht
der Standard vor, daß das Ergebnis zu einer darstellbaren Zahl gerun-
det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswahl stehen.
Voreingestellt istüblicherweise eine Rundung zur nächsten Maschi-
nenzahl; wer etwas anderes möchte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beispielwürde man also
123+0,0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsl̈aufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt das Assoziativge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bereichsüberschreitung gibt: Bei
Rundung zur n̈achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456·100+0,3·10−3)+0,4·10−3 = 0,456·100+0,4·10−3= 0,456·100
,

aber

0,456·100+(0,3·10−3+0,4·10−3)= 0,456·100+0,7·10−3= 0,457·100
.

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit unterVorausset-
zung der K̈orperaxiome f̈urR bewiesen wurde, muß daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nur annähernd korrektes Ergebnis
mehr liefern – ein Problem, das keinesfalls nur theoretische Bedeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problem natürlich schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ausschließlich damit
bescḧaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic processes,Prentice Hall,
1963; Nachdruck beiDover,1994.
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Heute entḧalt fast jedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre-
chende Abschnitte; zwei B̈ucher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verständnis und praktische Algorithmen geht, sind

FRANÇOISE CHAITIN -CHATELIN , VALÉRIE FRAYSSÉ: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr ausführlichen Buch

NICHOLAS J. HIGHAM : Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausf̈uhrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik und
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OVERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic – Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One Exercises,SIAM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei algebraischen
Fragestellungen auswirken können, wollen wir zum Abschluß dieses
Paragraphen ein Beispiel aus WILKINSONs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f (x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3) · · · (x − 18)(x − 19)(x − 20)

mit den Nullstellen 1, 2, . . . , 20. In ausmultiplizierter Form ẅurde es
mehrere Zeilen ben̈otigen: Der gr̈oßte Koeffizient, der vonx2, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen haben nicht viel
weniger.

Der Koeffizient vonx19 ist allerdings nocḧuberschaubar: Wie man sich
leicht überlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen von eins
bis zwanzig, also−210.

WILKINSON stört nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynoms. Betrachten wir
etwa die Nullstellen vong(x) = f (x) − 10−9x19; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten−210 durch−210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf f̈unf Nachkommastellen gerundet,

1,0000, 2,0000, 3,0000, 4,0000, 5,0000,
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6,0000, 7,0000, 8,0001, 8,9992, 10,008,

10,957, 12,383± 0,10867i, 14,374± 0,77316i,

16,572± 0,88332i, 18,670± 0,35064i, 20,039 .

Durch kleinste Ver̈anderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstehen können, kann sich
also selbst das qualitative Bild̈andern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (f̈ur viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstellen
von zwanzig auf zẅolf. Schon wenn wir verl̈aßliche Aussagen̈uber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchen, können wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern brauchen alternative
Methoden wie zum Beispiel explizite Lösungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiten können.

§3: Unentscheidbarkeitsprobleme

Ein auch nur moderat koplizierter symbolischer Ausdruck läßt sich prak-
tisch immer auf eine Vielzahl von Arten darstellen, die teils offensicht-
lich gleich sind, teils aber auch auf den ersten Blick nichtsmiteinander
zu tun haben. Einige Beispiele:

10
15

=
2
3

,
√

8 = 2
√

2 ,

√
4 + 2

√
3 = 1 +

√
3

(a + b)2 = a
2 + 2ab + b

2 ,
x5 − 1
x − 1

= 1 +x + x
2 + x

3 + x
4 ,

X
5 − 15X4 + 85X3 − 225X2 + 274X − 120

= (X − 1)(X − 2)(X − 3)(X − 4)(X − 5) ,

sinx cosx =
sin 2x

2
, 1 + tan2 x =

1
cos2 x

Nur in wenigen dieser F̈alle ist eine der beiden Darstellung für alle Arten
von Anwendungen der anderen vorzuziehen; meist hat mal die eine, mal
die andere Form ihre Vorteile.

Andererseits geḧort es zu den Grundaufgaben jeglicher Art des Rech-
nens, daß man entscheiden muß, ob zwei Ausdrücke gleich sind. Dies
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ist dann am einfachsten, wenn jeder Ausdruck intern durch eine ein-
deutig bestimmte kanonische Form dargestellt wird. In einem System,
daß alle Ergebnisse auf eine solche kanonische Form bringt,lassen sich
zwei Ausdr̈ucke einfach dadurch auf Gleichheit testen, daß man ihre
Differenz berechnet; die Ausdrücke sind genau dann gleich, wenn das
Ergebnis die kanonische Darstellung der Null ist.

Gegen eine solche Darstellung sprechen sowohl theoretische als auch
praktische Gr̈unde: Wenn beispielsweise Polynome stets in ausmulti-
plizierter Form dargestellt werden, läuft man Gefahr, ein als Produkt
von Linearfaktoren gegebenes Polynom zunächst auszumultiplizieren,
um dann anschließend mit großer Mühe seine Nullstellen zu bestim-
men. Stellt man Polynome dagegen in faktorisierter Form da,so kann
es passieren, daß ein als Summe von Potenzen gegebenes Polynom
zun̈achst mit großem Aufwand faktorisiert wird, und wir anschließend
beispielsweise eine Stammfunktion suchen, wofür diese Faktorisierung
wieder r̈uckg̈angig gemacht werden muß. Das Ergebnis müßte dann wie-
der faktorisert werden, wobei je nach Wahl der Integrationskonstanten
sehr verschiedene Ergebnisse entstehen können.

In älteren Computeralgebrasystemen wieREDUCEwar esüblich, alles
auszumultiplizieren; in den heute gebräuchlichen Systemen wie MAPLE

und MATHEMATICA werden Umformungen nur noch durchgeführt, wenn
es entweder f̈ur die jeweilige Rechnung notwendig ist (Zur Berechnung
der Stammfunktion eines Polynoms muß dieses in ausmultiplizierter
Form vorliegen) oder wenn es der Anwender explizit verlangt. Lediglich
in einigen offensichtlichen F̈allen bem̈uhen sich auch diese Systeme um
Normalisierung: Beispielsweise werden Brüche stets in gek̈urzter Form
dargestellt und bei Summen werden gleichartige Terme zusammenge-
faßt.

Das theoretische Argument gegen kanonische Darstellungenist, daß es
solche Darstellungen nur für sehr eingeschränkte Klassen von Zahlen
und Funktionen gibt: Wie wir gleich sehen werden, ist selbstfür reelle
Zahlen im allgemeinen unentscheidbar, wann zwei auf unterschiedliche
Weise dargestellte Zahlen gleich sind.

Dieses negative Ergebnis kam hat seinen Ausgangspunkt in einem po-
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sitiv formulierten Problem von DAVID HILBERT. Dieser stellte auf dem
Internationalen Mathematikerkongress 1900 in Paris 23 Probleme vor,
von denen er glaubte, daß sie für die Mathematik des 20. Jahrhunderts
wichtig sein sollten. Die Probleme kamen aus allen Teilgebieten der
Mathematik und hatten auch sehr unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad:
Einige wurden schon sehr bald gelößt, andere sind auch ein Jahrhundert
sp̈ater noch ungelöst. Das zehnte Problem lautete:

Man gebe ein Verfahren an, das für eine beliebige diophantische Glei-
chung entscheidet, ob sie lösbar ist.

Wie sich zeigte, war HILBERT hier zu optimistisch: 1970 bewies YURI

V. MATIYASEVICH , daß es kein solches Verfahren geben kann, da sich
jedes sogenannte rekursiv aufzählbare Problem auf die Frage nach der
Lösbarkeit eines diophantischen Gleichung zurückführen l̈aßt. Da zu den
rekursiv aufz̈ahlbaren Problem auch unlößbare wie das Halteproblem für
TURING-Maschinen geḧoren, folgte daraus die Unm̈oglichkeit des von
HILBERT geforderten Verfahrens.

Da reelle Zahlenx1, . . . , xn genau dann ganz sind, wenn
∑n

i=1 sin2 πxi

verschwindet,̈ubersetzte DANIEL RICHARDSON dies in den folgenden
Unmöglichkeitssatz f̈ur reeller Zahlen:

Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Ausdruck bestehend
aus rationalen Zahlen,π, einer Variablenx sowie den Funktionen +,·,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

Tats̈achlich bewies RICHARDSONein etwas schẅacheres Resultat, denn
seine Arbeit erschien bereits 1969, also ein Jahr vor der vonMATIYA -
SEVICH, so daß er nur ein schwächeres Resultat verwenden konnte.
Zusammen mit dem Resultat von MATIYASEVICH zeigt seine Methode
aber sofort den angegebenen Satz.

Mehr zum zehnten HILBERTschen Problem und seinen Konsequenzen
findet man bei

YURI V. MATIYASEVICH : Hilbert’s Tenth Problem,MIT Press,1993



Kapitel 1
Algebraische Vorbereitungen

Auch wenn es in der Computeralgebra vor allem um algorithmische Ver-
fahren geht, k̈onnen wir doch nicht auf alle strukturellen Aussagen der
klassischen Algebra verzichten; die für uns wichtigsten sind in diesem
Kapitel zusammengestellt.

§1: Teilbarkeit in Integritätsbereichen

Ringesollte dem Leser aus den Anfängervorlesungen bekannt sein, seien
aber der Vollsẗandigkeit halber kurz definiert:

Definition: a) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Rechen-
operationen

”
+“ und

”
·“ von R × R nachR, so daß gilt:

1.) R bildet bez̈uglich
”
+“ eine abelsche Gruppe, d.h. für die Addition

gilt das Kommutativgesetzf +g = g +f sowie das Assoziativgesetz
(f + g) + h = f + (g + h) für alle f, g, h ∈ R, es gibt ein Element
0 ∈ R, so daß 0 +f = f + 0 = f für allef ∈ R, und zu jedemf ∈ R
gibt es ein Element−f ∈ R, so daßf + (−f ) = 0 ist.

2.) Die Verkn̈upfung
”
·“: R × R → R erfüllt das Assoziativgesetz

f (gh) = (fg)h, und es gibt ein Element 1∈ R, so daß 1f = f1 = f .
3.)

”
+“ und

”
·“ erfüllen die Distributivgesetzef (g + h) = fg + fh und

(f + g)h = fh + gh.

b) Ein Ring heißtkommutativ,falls zus̈atzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.
c) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produktfg = 0 ver-
schwindet, muß mindestens einer der beiden Faktorenf, g gleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich.
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Natürlich ist jeder K̈orper ein Ring; f̈ur einen K̈orper werden schließlich
genau dieselben Eigenschaften gefordert und zusätzlich auch noch die
Kommutativiẗat der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein K̈orper ist somit insbesondere auch ein Integritätsbereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der kein Körper ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integritätsbereich.

Auch die Menge

k[X] =

{
n∑

i=0

aiX
i

∣∣∣∣ n ∈ N0, ai ∈ k

}

aller Polynome mit Koeffizienten aus einem Körperk ist ein Integriẗats-
bereich; ersetzt man den Körperk durch einen beliebigen kommutativen
Ring R, ist R[X] immerhin noch ein Ring; wir bezeichnen ihn als den
Polynomringin X überR. Da der f̈uhrende Koeffizient eines Produkts
zweier Polynome das Produkt der führenden Koeffizienten der Faktoren
ist, folgt leicht, daßR[X] genau dann ein Integritätsbereich ist, wenn
auchR einer ist.

Indem wir Polynomringëuber Polynomringen betrachten, erhalten wir
Polynomringe in zwei und mehr Variablen̈uber einem RingR; diese
werden bezeichnet mitR[X1, . . . ,Xn] und sind offensichtlich auch
genau dann Integritätsbereiche, wennR einer ist.

Auch Z/m = {0, 1, . . . ,m − 1} mit der Addition und Multiplikation
modulom ist ein Ring; fallsm eine zusammengesetzte Zahl ist, hat er
offensichtlich Nullteiler: Beispielsweise ist inZ/6 das Produkt 2· 3 =
6 mod 6 = 0.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Rings können wir die Menge
aller n × n-Matrizen über einem K̈orper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

(
1 0
0 0

) (
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.



Kap. 1: Algebraische Vorbereitungen 

Quotienten m̈ussen in beliebigen Ringen nicht existieren, und wenn,
müssen sie im Falle von Nullteiler auch nicht eindeutig sein.Da sie
dann auch nicht sonderlich nützlich sind, beschränken wir f̈ur Teil-
barkeitsfragen auf Integritätsbereiche.

Definition: R sei ein Integriẗatsbereich.
a) Ein Elementh ∈ R heißt Teiler vonf ∈ R, in Zeichenh|f , wenn es
ein q ∈ R gibt, so daßf = qh ist.
b) h ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler(kurz ggT) der beiden
Elementef undg ausR, wennh Teiler vonf und vong ist und wenn
für jeden anderen gemeinsamen Teilerr vonf undg gilt: r|h.
c) Zwei Elementef, g ∈ R heißenassoziiert,wennf Teiler vong und
g Teiler vonf ist.
d) Ein Elementu ∈ R heißtEinheit,falls es einv ∈ R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten vonR bezeichnen wir mitR×.

In einem K̈orper ist naẗurlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einheit; inZ dage-
gen sind±1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sich höchstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Zu zwei Elementenf, g eines Intergriẗatsbereichs muß es keinen größten
gemeinsamen Teiler geben, und wenn einer existiert muß er nicht ein-
deutig sein: Da wir seine

”
Größe“über Teilbarkeit definieren; von schon

in Z außer 2 auch−2 ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler von 8 und 10.

In einem Polynomring̈uber einem Integriẗatsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade der Faktoren;
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muß daher jede Einheit
Grad null haben; die Einheiten vonR[x] sind also genau die Einheiten
vonR. Speziell f̈ur Polynomringëuber Körpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elementef, g eines Integriẗats-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Einheitu gibt, so daß
f = ug ist.
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Beweis:Eine Einheitu ∈ R hat nach Definition ein Inversesu−1 ∈ R,
und ausf = ug folgt g = u−1f . Somit istf Teiler vong undg Teiler
vonf ; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrtf, g ∈ Rr{0} assoziiert, so gibt es Elementeu, v ∈ R
derart, daßg = uf und f = vg ist. Damit ist g = uf = uvg und
f = vg = vuf , also (1− uv)g = 0 und (1− vu)f = 0. Da wir in
einem Integriẗatsbereich sind undf, g nicht verschwinden, muß somit
uv = vu = 1 sein, d.h.u undv sind Einheiten.

Damit sind also zwei Polynomëuber einem K̈orper genau dann assozi-
iert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene multiplikative
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konstantekönnen wir
auch den gr̈oßten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der gr̈oßte gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind alsoh und h̃ zwei gr̈oßte gemeinsame
Teiler der beiden Elementef und g, so sindh und h̃ assoziiert; ist
umgekehrth ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf und g und ist h̃
assoziiert zuh, so ist auchh̃ ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf
undg.

Beweis:Sindh undh̃ größte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jeden größte gemeinsamen
Teilers. Somit m̈ussenh und h̃ einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler undh̃ assoziiert zuh, so teilth̃ jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, und dah jeden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe auch für h̃. Somit ist auch̃h ein
größter gemeinsamer Teiler.

§2: Euklidische Ringe

Das wichtigste Verfahren zur Berechnung des größten gemeinsamen
Teilers zweier naẗurlicher Zahlen ist der EUKLID ische Algorithmus. Bei
EUKLID , in Proposition 2 des siebten Buchs seinerElemente,wird er so
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beschrieben (nach der̈Ubersetzung von CLEMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind,
ihr größtes gemeinsames Maß zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien AB,Γ∆. Man soll das gr̈oßte gemeinsame Maß
von AB,Γ∆ finden.

A B

Γ ∆

Wenn Γ∆ hier AB mißt – sich selbst mißt es auch – dann
ist Γ∆ gemeinsames Maß vonΓ∆, AB. Und es ist klar, daß
es auch das größte ist, denn keine Zahl größerΓ∆ kannΓ∆

messen.

WennΓ∆ aber AB nicht mißt, und man nimmt bei AB,Γ∆
abwechselnd immer das kleinere vom größeren weg, dann
muß (schließlich) eine Zahl̈ubrig bleiben, die die vorange-
hende mißt. Die Einheit kann nämlich nicht übrig bleiben;
sonst m̈ußten AB,Γ∆ gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also muß eine Zahlübrig bleiben, die die vo-
rangehende mißt.Γ∆ lasse, indem es BE mißt, EA, kleiner
als sich selbsẗubrig; und EA lasse, indem es∆Z mißt, ZΓ,
kleiner als sich selbsẗubrig; undΓZ messe AE.

A E B

Γ Z ∆

H

DaΓZ AE mißt und AE∆Z, mußΓZ auch∆Z messen; es mißt
aber auch sich selbst, muß also auch das GanzeΓ∆ messen.
Γ∆ mißt aber BE; also mißtΓZ auch BE; es mißt aber auch
EA, muß also auch das Ganze BA messen. Und es mißt auch
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Γ∆; ΓZ mißt also AB undΓ∆; also istΓZ gemeinsames Maß
von AB, Γ∆. Ich behaupte, daß es auch das größte ist. Ẅare
nämlichΓZ nicht das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆,
so m̈ußte irgendeine Zahl größerΓZ die Zahlen AB undΓ∆
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dannΓ∆ mäße
undΓ∆ BE mißt, m̈aße H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, m̈ußte also auch den Rest AE messen. AE mißt
aber∆Z; also m̈ußte H auch∆Z messen; es soll aber auch
das Ganze∆Γ messen, m̈ußte also auch den RestΓZ messen,
als gr̈oßere Zahl die kleinere; dies ist unmöglich. Also kann
keine Zahl gr̈oßerΓZ die Zahlen AB undΓ∆ messen;ΓZ ist
also das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆; dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, ob EUKLID wirklich gelebt hat;
das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine Phantasie. EUKLID ist vor allem bekannt
als Autor derElemente,in denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die berühmten
fünf Postulate zur̈uckführte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. EUKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; außer den Elementen schrieb er noch ein Buch
über Optik und weitere, teilweise verschollene Bücher.

Was hier als erstes̈uberrascht, ist die Beschränkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafür liegt darin, daß die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht als Zahl be-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Mengen mußten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotelischen Syllo-
gismen mußte sich ein Prädikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitierte Schlußweise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES ist ein Mensch
Also ist SOKRATESsterblich

wäre von ARISTOTELESnicht anerkannt worden, denn es gab schließlich
nur einen SOKRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
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setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr Zeitgenosse EUKLID

macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Proposition 1,unmittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition 2, führt er praktisch dieselbe
Konstruktion durch f̈ur teilerfremde Zahlen.

Als zweites f̈allt auf, daß EUKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchf̈uhrt; wenn er von einer Strecke eine andere Strecke abträgt
solange es geht, ist das arithmetisch ausgedrückt gerade die Konstruktion
des Rests bei der Division der beiden Streckenlängen durcheinander.

Die wesentliche Operation beim EUKLID ischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest; wir wollen daher Ringe betrachten, inder diese
möglich ist. Rein formal ist sie natürlich immer m̈oglich; wir könnten
sagen, daßf : g = 0 Restf ist, aber so eine Division n̈utzt offensichtlich
nichts: Wir brauchen einen Rest, der in irgendeinem Sinne kleiner ist
als der Divisor. Dies f̈uhrt zur folgenden

Definition: Ein EUKLID ischer Ring ist ein IntegritätsbereichR zusam-
men mit einer Abbildungν: R r {0} → N0, so daß gilt: Istf = gh, so
ist ν(f ) ≥ max

(
ν(g), ν(h)

)
, und zu je zwei Elementenf, g ∈ R gibt es

Elementeq, r ∈ R mit

f = qq + r und r = 0 oderν(r) < ν(g) .

Wir schreiben auchf : g = q Restr und bezeichnenr als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind die ganzen Zahlen, wo wir alsν einfach die Be-
tragsfunktion nehmen k̈onnen. Quotient und Divisionsrest sind durch
die Forderungν(r) < ν(y) allerdings nicht eindeutig festgelegt, bei-
spielsweise ist im Sinne dieser Definition

11 : 3 = 3 Rest 2 und 11 : 3 = 4 Rest− 1 .

Die Definition des EUKLID ischen Rings verlangt nur, daß esmindestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das f̈ur uns in der Computeralgebra wichtigste Beispiel ist der Polynom-
ringk[X] über einem K̈orperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision
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mit Rest, daß die Bedingungen erfüllt sind bez̈uglich der Gradabbildung

ν:

{
k[X] r {0} → N0

f 7→ degf
.

Hier ist es allerdings wichtig, daßk ein Körper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest m̈ussen wir schließlich die führenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und das wäre etwa im PolynomringZ[X]
nicht möglich.

Dies beweist freilich nicht, daßZ[X] kein EUKLID ischer Ring ẅare,
denn in der Definition war ja nur gefordert, daß es für irgendeineFunk-
tion ν irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehr
schwer zu zeigen – es sei denn, eine der im folgenden hergeleiteten
Eigenschaften eines EUKLID ischen Rings ist nicht erfüllt. Bei Z[X] ist
dies, wie wir bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit des
ggT in der Tat der Fall, so daßZ[X] kein EUKLID ischer Ring sein kann.

Doch zun̈achst m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß in einem EUKLID ischen
Ring in der Tat gr̈oßte gemeinsame Teiler existieren und mit dem EU-
KLID ischen Algorithmus auch berechnet werden können.

In heutiger Sprache ausgedrückt beruht der EUKLID ische Algorithmus
auf folgenden beiden Tatsachen:
1. Wenn wir zwei Elementef, g eines EUKLID ischen Rings mit Rest

durcheinander dividieren, so istf : g = q Restr äquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f = qg + r und r = f − qg .

Diese zeigen, daß jeder gemeinsame Teiler vonf und g auch ein
gemeinsamer Teiler vong und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare (f, g) und (g, r) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselben größten gemeinsamen Teiler:

ggT(f, g) = ggT(g, r) .

2. ggT(f, 0) = f , denn jedes Element eines Integritätsbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht
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Satz:In einem EUKLID ischen Ring gibt es zu je zwei Elementenf, g ∈ R
stets einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem
Algorithmus berechnet werden:
Schritt 0: Setzer0 = f undr1 = g
Schritti, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
ggT(f, g) = ri−1; andernfalls wirdri−1 mit Rest durchri dividiert,
wobeiri+1 der Divisionsrest sei.
Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten und liefert den
größten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir überlegen uns als erstes, daß imi-ten Schritt f̈ur i ≥ 1 stets
ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri) ist. Für i = 1 gilt dies nach der Konstruktion
im nullten Schritt. Falls es imi-ten Schritt f̈ur ein i ≥ 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dortri+1
als Rest bei der Division vonri−1 durch ri berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit ggT(ri, ri+1) = ggT(ri−1, ri), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT vonf undg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, ist dortri = 0. Außerdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri).
Somit istri−1 der ggT vonf undg.

Schließlich muß noch gezeigt werden, daß der Algorithmus nach endlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die Funktionν: Nach Definition
eines EUKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entwederν(ri) < ν(ri−1)
oder ri = 0. Da ν nur naẗurliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solcher Zahlen gibt,
muß nach endlich vielen Schrittenri = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

Als erstes Beispiel wollen wir den EUKLID ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu berechnen,
müssen wir als erstes 200 durch 148 dividieren: 200 : 148 = 1 Rest 52
Als nächstes wird 148 durch 52 dividiert: 148 : 52 = 2 Rest 44
Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44: 52 : 44 = 1 Rest 8
Im nächsten Schritt dividieren wir 44 : 8 = 5 Rest 4 und kommen
schließlich mit 8 : 4 = 2 Rest 0 zu einer Division,die aufgeht.Somit
haben 200 und 148 den größten gemeinsamen Teiler vier.
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Als zweites Beispiel wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

f = X
8 + X

6 − 3X
4 − 3X

3 + 8X2 + 2X − 5

und
g = 3X6 + 5X4 − 4X

2 − 9X + 21

ausQ[x] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als die obigen
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledigen lassen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befehlrem(f, g, X), der
den Rest bei der Division vonf durchg berechnet, wobeif undg als
Polynome inX aufgefaßt werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, k̈onnen wir den durchquo(f, g, X) berechnen lassen. Alter-
nativ können wir aber auch dem Befehlrem noch ein viertes Argument
geben: Die Eingaberem(f, g, X, ’q’) führt auf dasselbe Ergebnis
wierem(f, g, X), weist aber zus̈atzlich noch der Variablenq den Wert
des Quotienten zu. Dasq muß dabei in Hochkommata stehen, weil auf
der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehen muß. Falls der
Quotient etwa das PolynomX2+X +1 wäre und die Variableq aus einer
vorigen Rechnung den WertX−3 hätte, ẅurderem(f, g, X, q) ver-
suchen, die ZuweisungX −3 := X2 +X +1 auszuf̈uhren, was natürlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldung führt. Die Hochkommata in’q’
sorgen daf̈ur, daß unabḧangig von einem etwaigen vorigen Wert vonq in
jedem Fall nur der Variablennameq verwendet wird, so daß die sinnvolle
Anweisungq := X2 + X + 1 ausgef̈uhrt wird.

> f := X^8 + X^6 - 3*X^4 - 3*X^3 + 8*X^2 + 2*X - 5;

f := X
8 + X

6 − 3X
4 − 3X

3 + 8X2 + 2X − 5

> g := 3*X^6 + 5*X^4 - 4*X^2 - 9*X + 21;

g := 3X6 + 5X4 − 4X
2 − 9X + 21

> r2 := rem(f, g, X, ’q’); q;

r2 := −5
9
X

4 +
1
9
X

2 − 1
3

X2

3
− 2

9
> r3 := rem(g, r2, X);
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r3 := −117
25

X
2 − 9X +

441
25

> r4 := rem(r2, r3, X);

r4 =
233150
6591

X − 102500
2197

> r5 := rem(r3, r4, X);

r5 :=
1288744821
543589225

> r6 := rem(r4, r5, X);

r6 := 0

Der ggT vonf undg ist somitr5 = 1288744821
543589225. Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt ist, können wir freilich genauso
gut sagen, der ggT vonf und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT vonf undg fragen:

> gcd(f, g);
1

Die Frage ist nun: M̈ussen wir wirklich mit so riesigen Brüchen wier5
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gr̈oßte gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, bestünde ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignetenKonstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daß beim Dividieren keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gradn durch
ein Polynom vom Gradm ≤ n wird bis zun − m + 1 mal durch den
führenden Koeffizientena des Divisors dividiert; wir m̈ussen als den
Dividenden vorher mitan−m+1 multiplizieren. Im obigen Beispiel führt
das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3^3*f, g, X);

r2 := −15X4 + 3X2 − 9

> r3 := rem((-15)^3*g, r2, X);

r3 := 15795X2 + 30375X − 59535
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> r4 := rem(15795^3*r2, r3, X);

r4 := 1254542875143750X − 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750^2*r3, r4, X);

r5 := 12593338795500743100931141992187500

Verglichen mit der Gr̈oße der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein Einzelfall: Auch
wenn es sich hier um ein (von DONALD E. KNUTH für sein BuchThe
Art of Computer Programming,Abschnitt 4.6.1) konstruiertes beson-
ders extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, daß wir es beim
EUKLID ischen Algorithmus f̈ur Polynomeüber den rationalen Zahlen
oft mit einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, die inkeiner
Weise der Komplexiẗat des Ergebnisses entspricht. Wenn wir den Algo-
rithmus ernsthaft auf größere Polynome anwenden wollen, sollten wir
nach Wegen suchen, um dieses Problem zu umschiffen.

Solche Wege gibt es in der Tat; zwei davon werden wir gegen Ende der
Vorlesung noch kennenlernen.

§3: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente eines EUKLID ischen RingsR
berechnen wir eine Reihe von Elementenri, wobeir0 undr1 die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterenri durch Division mit Rest ermittelt
werden:

ri−1 : ri = qi Restri+1

Damit istri+1 = ri−1 − qiri als Linearkombination seiner beiden Vor-
gängerri und ri−1 mit Koeffizienten ausR darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationenihrer Vorgänger sind,usw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhalten wirri schließlich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesondere f̈ur das
letzte nichtverschwindenderi, den ggT. Der ggT zweier Elementef, g
eines EUKLID ischen Rings ist somit darstellbar alsR-Linearkombination
vonf undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermaßen aus:
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Schritt 0: Setzer0 = f , r1 = g, α0 = β1 = 1 undα1 = β0 = 0. Mit i = 1
ist dann

ri−1 = αi−1a + βi−1b und ri = αia + βib .

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schritte erhalten:

Schritt i, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit

ggT(f, g) = ri−1 = αi−1f + βi−1g .

Andernfalls dividiere manri−1 mit Rest durchri mit dem Ergebnis

ri−1 = qiri + ri+1 .

Dann ist

ri+1 = −qiri + ri−1 = −qi(αif + βig) + (αi−1f + βi−1g)

= (αi−1 − qiαi)f + (βi−1 − qiβi)g ;

man setze also

αi+1 = αi−1 − qiαi und βi+1 = βi−1 − qiβi .

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entsprechenden Schritte
des klassischen EUKLID ischen Algorithmus sind, ist klar, daß auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und alsErgebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt 0 in allen weiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, daß dieser ggT amEnde als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt dafür gibt, daß diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen sein könnte, bezeichnet man sie als dener-
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der französischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombination auch als
Identiẗat von B́EZOUT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwandte. Für Zahlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Auflage des
BuchsProblèmes plaisants et délectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MÉZIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist auchonline
verfügbar untercnum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)
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CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MÉZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den größten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg zurück. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten ist BACHET für seine
lateinischeÜbersetzung derArithmetikavon DIOPHAN-
TOS. In einem Exemplar davon schrieb FERMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte von BACHET

sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der französischen
Akademie der Wissenschaften.

ETIENNE BÉZOUT(1730-1783) wurde in Nemours in der
Ile-de-France geboren, wo seine Vorfahren Magistrate
waren. Er ging stattdessen an die Akademie der Wis-
senschaften; seine Hauptbeschäftigung war die Zusam-
menstellung von Lehrb̈uchern f̈ur die Militärausbildung.
Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier) seines
Cours de Math́ematiques̀a l’usage des Gardes du Pavil-
lon et de la Marineist die Identiẗat von B́EZOUT darge-
stellt. Seine B̈ucher waren so erfolgreich, daß sie ins
Englischeübersetzt und z.B. in Harvard als Lehrbücher
benutzt wurden. Heute ist er vor allem bekannt durch
seinen Beweis, daß sich zwei Kurven der Graded unde

in höchstensde Punkten schneiden können.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkombination
darstellen. Der Rechengang ist natürlich genau derselbe wie in§3, nur
daß wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest als ganzzahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialen Linearkombi-
nationen

200 = 1· 200 + 0· 148 und 148 = 0· 200 + 1· 148 .

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwindet, 200 mit Rest
durch 148:

200 = 1· 148 + 52=⇒ 52 = 1· 200− 1 · 148

Da auch 526= 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 2· 52 + 44, d.h.

44 = 148− 2 · (1 · 200− 1 · 148) = 3· 148− 2 · 200
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Auch 44 6= 0, wir dividieren also weiter: 52 = 1· 44 + 8 und

8 = 52− 44 = (1· 200− 1 · 148)− (3 · 148− 2 · 200)

= 3 · 200− 4 · 148 .

Im nächsten Schritt erhalten wir 44 = 5· 8 + 4 und

4 = 44− 5 · 8 = (3 · 148− 2 · 200)− 5 · (3 · 200− 4 · 148)

= 23 · 148− 17 · 200 .

Bei der Division von acht durch vier schließlich erhalten wir Divisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diese Darstellung
ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweise können wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200· 148− 148 · 200 = 0 der Null
addieren. Tats̈achlich k̈onnen wir diese auch noch durch den ggT kürzen
zu 50· 148− 36 · 200 = 0; wir haben also für jede ganze Zahlk eine
Darstellung 1 = (23 + 50k) · 148− (17 + 36k) · 200.

Wir können den erweiterten EUKLID ischen Algorithmus natürlich auch
auf die beiden Polynomef undg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere als schön: 1 = αf + βg,
wobei α ein Polynom vom Grad fünf und β eines vom Grad sieben
ist. Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beiden Fällen 130 354.
Wir können den Algorithmus allerdings verwenden, um ein negatives
Resultat zu beweisen:

Lemma: Der RingZ[X] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis:Wir wissen zwar noch nicht, daß zwei beliebige Elemente
von Z[X] auch inZ[X] einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, daß der größte gemeinsame Teiler der beiden PolynomeX
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 sind±1 und±2,
und±2 sind keine Teiler vonX. WäreZ[X] ein EUKLID ischer Ring,
gäbe es also Polynomeα, β ∈ Z[X], so daßαX + 2β = 1 wäre. Der
konstante Koeffizient vonαX +2β ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vonβ, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche
Darstellung geben.
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(In Q[x] gibt es selbstverständlich so eine Darstellung: 1 = 0·X + 1
2 ·2.

Allerdings ist dort 2 auch ein Teiler vonX.)

§4: Faktorielle Ringe

In einfachen F̈allen berechnet man in der Schule den größten gemein-
samen Teiler zweier Zahlen̈uber deren Primzerlegung. Auch diesen
Zugang wollen wir auf eine größere Klasse von Ringen verallgemei-
nern: Er wird sich zwar f̈ur die effiziente Berechnung des ggT als nicht
sonderlich n̈utzlich erweisen, gibt uns aber für die Computeralgebra
wichtiges Hintergrundwissen.

Definition: a) Ein Elementf eines IntegriẗatsbereichsR heißt irredu-
zibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und istf = gh das Produkt zweier
Elemente ausR, so mußg oderh eine Einheit sein.
b)Ein IntegriẗatsbereichR heißtfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Elementf ∈ R läßt sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produktf = u

∏n
i=1 pei

i mit einer Einheitu ∈ R×,
irreduziblen Elementenpi ∈ R und naẗurlichen Zahlenei.
(ZPEsteht f̈ur Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f, g ∈ R einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u
∏n

i=1 pei

i und g = v
∏m

j=1 q
dj

j mit u, v ∈ R× und
pi, qj irreduzibel die Zerlegungen vonf und g in Primfaktoren, so
können wir, indem wir n̈otigenfalls Exponenten null einführen, o.B.d.A.
annehmen, daßn = m ist und pi = qi für alle i. Dann ist offenbar∏n

i=1 pmin(ei,di)
i ein ggT vonf undg, dennh =

∏r
i=1 pai

i ist genau dann
Teiler vonf , wennai ≤ ei für allei, und Teiler vong, wennai ≤ di.

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daß jeder fakto-
rielle Ring EUKLID isch ẅare. Umgekehrt gilt allerdings

Satz: Jeder EUKLID ische Ring ist faktoriell.
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Beweis:Wir müssen zeigen, daß jedes Elementf 6= 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einer Einheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben werden kann.
Wir beginnen damit, daß sichf überhaupt so darstellen läßt.

Dazu benutzen wir die Funktionν: R r {0} → N0 des EUKLID ischen
RingsR und beweisen induktiv, daß fürN ∈ N0 allef 6= 0 mitν(f ) ≤ N
in der geẅunschten Weise darstellbar sind.

Ist ν(f ) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 :f = g Restr ist
nämlich entwederr = 0 oder aberν(r) < ν(f ) = 0. Letzteres ist nicht
möglich, also istgf = 1 undf eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben
werden.

Für N > 1 unterscheiden wir zwei F̈alle: Istf irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der geẅunschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls l̈aßt sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines EUKLID ischen
Rings sind dannν(g), ν(h) ≤ ν(f ). Wir wollen unsüberlegen, daß sie
tats̈achlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf ; das Ergebnis seiq Restr, d.h.
g = qf +r mit r = 0 oderν(r) < ν(f ). Wärer = 0, wäreg ein Vielfaches
vonf , es g̈abe also einu ∈ R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit wäre
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
ν(r) < ν(f ). Außerdem istg ein Teiler vonr = g − qf = g(1 − qh),
also muß geltenν(g) ≤ ν(r) < ν(f ).

Genauso folgt die strikte Ungleichungν(h) < ν(f ).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich daherg undh als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schreiben, und damit
läßt sich auchf = gh so darstellen.

Als nächstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentliche Hilfsmittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:
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Falls ein irreduzibles Elementp ein Produktfg teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisbetrachten wir den ggT vonf undp. Dieser ist insbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwederp oder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonf , und wir sind fertig; andernfalls k̈onnen wir

1 = αp + βf

als Linearkombination vonp und f schreiben. Multiplikation mitg
macht darausg = αpf + βfg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchp teilbar: Beiαpf ist das klar, und beiβfg folgt es
daraus, daß nach Voraussetzungp ein Teiler vonfg ist. Also istp Teiler
vong, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Elementp ∈ R ein Produkt
n∏

i=1
fi teilt, teilt es

mindestens einen der Faktoren.

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktiv, daßfür
jedesN ∈ N0 alle Elemente mitν(f ) ≤ N eine bis auf Reihenfolge
und EinheiteneindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Für N = 0 haben wir oben gesehen, daßf eine Einheit sein muß, und
hier ist die Zerlegungf = f eindeutig.

Für N ≥ 1 betrachten wir ein Element

f = u

n∏

i=1

p
ei

i = v

m∏

j=1

q
dj

j

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmen können, daß alleei, fj ≥ 1
sind. Dann istp1 trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptung teiltp1 daher mindestens
eines der Elementeqj , d.h.p1 = wqj ist bis auf eine Einheitw gleichqj .
Dapi keine Einheit ist, istν(f/pi) < ν(f ); nach Induktionsannahme hat
alsof/pi = x/(wqj) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutige
Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auchx diese Eigenschaft.

Als nächstes wollen wir Produktzerlegungen inQ[X] vergleichen mit
solchen inZ[X]. Das entsprechende Argument von GAUSS wird uns
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auch n̈utzlich sein f̈ur den Beweis der Faktorialität von Polynomringen in
mehreren Ver̈anderlichen; wir fassen es daher gleich etwas allgemeiner.

Dazu brauchen wir als erstes für einen beliebigen Integritätsbereich
eine Entsprechung für die rationalen Zahlen, den sogenannten Quotien-
tenk̈orper, der genauso konstruiert wird wie die rationalen Zahlen aus
den ganzen:

Wir betrachten f̈ur einen IntegriẗatsbereichR auf der Menge aller Paare
(f, g) mit f, g ∈ R undg 6= 0 dieÄquivalenzrelation

(f, g) ∼ (r, s) ⇐⇒ fs = gr ;

die Äquivalenzklasse von (f, g) bezeichnen wir als denBruch
f

g
.

Verknüpfungen zwischen diesen Brüchen werden nach den̈ublichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

f

g
+

r

s
=

fs + rg

gs
und

f

g
· r

s
=

fr

gs
.

Dies ist wohldefiniert, denn sind (f, g) ∼ (f̃ , g̃) und (r, s) ∼ (r̃, s̃), so
ist

f̃

g̃
+

r̃

s̃
=

f̃ s̃ + r̃g̃

g̃s̃
und

f̃

g̃
· r̃

s̃
=

f̃ r̃

g̃s̃
.

Wegenf g̃ = f̃g undrs̃ = r̃s ist

(f̃ s̃ + r̃g̃) · gs = f̃ s̃gs + r̃g̃gs = f̃gss̃ + r̃sgg̃

= gg̃ss̃ + rs̃gg̃ = (gs + ry)g̃s̃

und (f̃ r̃)(gs) = f̃ gr̃s = gg̃rs̃ = (gr)(g̃s̃), d.h. auch die Ergebnisse sind
äquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie beiQ), daß diesëAquivalenzklassen einen
Ring bilden mit0

1 als Null und1
1 als Eins; er ist sogar ein K̈orper, denn

für f, g 6= 0 ist g
s

ein multiplikatives Inverses zuf
g

, da (fg, fg) ∼ (1, 1).

Identifizieren wir schließlich ein Elementf ∈ R mit dem Bruchf
1 , so

können wirR in den KörperK einbetten.

Definition: Der so konstruierte K̈orperK heißt Quotientenk̈orper vonR,
in ZeichenK = QuotR.
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Das Standardbeispiel ist natürlich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenk̈orperk(X) =

def
Quotk[X] eines Polynomrings̈uber einem K̈orperk

ist wichtig: k(X) heißt rationaler Funktionenkörper in einer Ver̈ander-
lichenüberk. Seine Elemente sind rationale Funktionen inX, d.h. Quo-
tienten von Polynomen inX, wobei der Nenner natürlich nicht das
Nullpolynom sein darf.

Für Polynome, die statẗuber einem K̈orper nurüber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sehrwesentlich:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomsf = adX
d + · · · + a0 ∈ R[X]

ist der gr̈oßte gemeinsame TeilerI(f ) seiner Koeffizientenai.
b) f heißtprimitiv, wenn dieai zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die s̈amtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daß sich jedes Polynom ausR[X]
als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynom schreiben l̈aßt.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Polynome erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. F̈ur zwei Polynome

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0

und
g = beX

e + be−1X
e−1 + · · · + b1X + b0

ausR[X] ist I(fg) = I(f ) · I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f ) · f∗ undg = I(g) · g∗ mit primitiven
Polynomenf∗ und g∗; dann istfg = I(f ) · I(g) · (f∗g∗). Falls f∗g∗

wieder ein primitives Polynom ist, folgt, daßI(fg) = I(f ) · I(g) sein
muß.

Es gen̈ugt daher, zu zeigen, daß das Produkt zweier primitiver Polynome
wieder primitiv ist. Sei

fg = cd+eX
d+e + cd+e−1X

d+e−1 + · · · + c1X + c0 ;

dann istcr =
∑

i,j mit i+j=r

aibj .
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Angenommen, diese Koeffizientencr haben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktorialität vonR gibt es dann auch
ein irreduzibles Elementp, das alle Koeffizientencr teilt.

Insbesondere istp ein Teiler vonc0 = a0b0; da p irreduzibel ist, muß
mindestens einer der beiden Faktorena0, b0 durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vonf undg ankommt, k̈onnen wir
o.B.d.A. annehmen, daßa0 Vielfaches vonp ist.

Daf ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientai durchp
teilbar sein;ν sei der kleinste Index, so daßaν kein Vielfaches vonp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Indexµ ≥ 0, für denbµ nicht
durchp teilbar ist. In

cµ+ν =
∑

i,j mit i+j=µ+ν

aibj

ist dann der Summandaνbµ nicht durchp teilbar, denn f̈ur jeden anderen
Summandenaibj ist entwederi < ν oderj < µ, so daß mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt durchp teilbar ist. Insgesamt
ist dahercµ+ν nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit mußfg ein primitives Polynom sein.

Satz von Gauß: R sei ein faktorieller Ring undK = QuotR. Falls
sich ein Polynomf ∈ R[X] in K[X] als Produkt zweier Polynome
g, h ∈ K[X] schreiben l̈aßt, gibt es einλ ∈ K, so daß̃g = λg und
h̃ = λ−1h in R[X] liegen undf = g̃ · h̃.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache aller
Koeffizienten k̈onnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ausK
eines mit Koeffizienten ausR machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Somit läßt sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vonK mit einem
primitiven Polynom ausR[x]. Für g undh seien dies die Zerlegungen

g = cg
∗ und h = dh

∗ .

Dann istf = (cd)g∗h∗, und nach dem Lemma istg∗h∗ ein primitives
Polynom. Daher liegtcd = I(f ) in R, und wir können beispielsweise
g̃ = I(P )g∗ undh̃ = h∗ setzen.
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Korollar: Ein primitives Polynomf ∈ R[X] ist genau dann irreduzibel
in R[X], wenn es inK[X] irreduzibel ist.

Für nichtprimitive Polynome gilt diese Aussage natürlich nicht: Das
Polynom 2X + 2 ist zwar irreduzibel inQ[X], hat aber inZ[X] die
beiden irreduziblen Faktoren 2 undX + 1.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) leistete wesent-
liche Beitr̈age zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der G̈ottinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des K̈onigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch seinThe-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universiẗat Göttingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte er für erfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von GAUSS folgt induktiv sofort, daß seine Aussage auch
für Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraus folgt

Satz: Der Polynomring̈uber einem faktoriellen RingR ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß sich jedesf ∈ R[X] bis auf Rei-
henfolge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzen irreduzibler
Elemente ausR[X] und einer Einheit schreiben läßt. Dazu schreiben
wir f = I(f ) · f∗ mit einem primitiven Polynomf∗ ∈ R[X] und zer-
legen zun̈achst den InhaltI(f ) in R. DaR nach Voraussetzung faktoriell
ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten inR,
und wie wir aus§1 wissen, sind die Einheiten vonR[X] gleich denen
vonR.

Als nächstes zerlegen wir das primitive Polynomf∗ über dem Quotien-
tenk̈orperK von R; dies ist m̈oglich, daK[X] als EUKLID ischer Ring
faktoriell ist. Jedes der irreduziblen Polynomeqi, die in dieser Zerlegung
vorkommen, l̈aßt sich schreiben alsqi = λipi mit einemλi ∈ K× und
einem primitiven Polynompi ∈ R[X]. Wir können daher annehmen,
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daß in der Zerlegung vonf nur primitive Polynome ausR[x] auftreten
sowie eine Einheit ausK. Diese muß, daf∗ Koeffizienten ausR hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, inR liegen; da auchf∗

primitiv ist, muß sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vonf∗ mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vonf gefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprechendes f̈ur die
Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vonf∗ sowie die Zerlegung eines
Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.

Da wir einen PolynomringR[X1, . . . ,Xn] in n Veränderlichen als Poly-
nomringR[X1, . . . ,Xn−1][Xn] in einer Ver̈anderlichen̈uber dem Poly-
nomringR[X1, . . . ,Xn−1] in n − 1 Ver̈anderlichen auffassen können,
folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[X1, . . . ,Xn] in n Veränderlichenüber
einem faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere sind
Z[X1, . . . ,Xn] sowiek[X1, . . . ,Xn] f ür jeden K̈orperk faktoriell.

Damit wissen wir also, daß auch Polynome in mehreren Veränderlichen
überZ oderüber einem K̈orper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
legt werden k̈onnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
größte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konstruktiv; wir wer-
den im n̈achsten Kapitel noch viel Arbeit investieren müssen, bevor wir
PolynomeüberZ, Q, Fp oder anderen K̈orpern, in denen wir rechnen
können, wirklich in ihre irreduziblen Faktoren zerlegen können.

§5: Resultanten

In diesem Paragraphen wollen wir ein Kriterium dafür herleiten, daß
zwei Polynome einen gemeinsamen Teiler vom Grad mindestensrhaben
ohne daß wir so einen Teiler wirklich berechnen müssen. Wir betrachten
also zwei Polynome

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0
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und
g = beX

e + be−1X
e−1 + · · · + b1X + b0

über einem faktoriellen RingR, von denen wir annehmen wollen, daß
sie wirklich Gradd bzw.e haben, d.h.ad 6= 0 undbe 6= 0.

Wir nehmen an, es gebe ein Polynomh ∈ R[X] vom Grad mindestens
r ≥ 1, das sowohlf als auchg teilt. Dann ist

fg

h
=

f

h
· g =

q

h
· f

ein gemeinsames Vielfaches vonf undq, dessen Grad

degf + degg − degh = d + e − degh

höchstens gleichd + e − r ist.

Haben umgekehrtf und g ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
höchstensd+e− r, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames VielfachesS
höchstens den Gradd + e − r. (Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
existiert, da mitR auchR[x] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynomeu, v ∈ R[X], f ür die S = uf = vg
ist, andererseits istS alskleinstesgemeinsames Vielfaches vonf undg
Teiler vonfg, es gibt also ein Polynomh ∈ R[X] mit fg = Sh. Für
dieses ist

hv =
fg

S
· v = f · vg

S
= f und hu =

fg

S
· u = g · uf

S
= g ,

es teilt also sowohlf als auchg und sein Gradd + e − degS ist min-
destensr. Damit ist gezeigt:

Lemma: Zwei Polynomef, g ∈ R[X] haben genau dann einen gemein-
samen Teiler vom Grad mindestensr, wenn es nichtverschwindende
Polynomeu, v ∈ R[X] mit uf = vg und Graden degu ≤ degg− r und
degv ≤ degf − r.

Diese Bedingung schreiben wir um in ein lineares Gleichungssystem
für die Koeffizienten vonu undv: Da degu ≤ degg − r = e− r ist und
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degv ≤ degf − r = d − r, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als

u = ue−rX
e−r + ue−r−1X

e−r−1 + · · · + u1X + u0

und
v = vd−rX

d−r + vd−r−1X
d−r−1 + · · · + v1X + v0 .

Die Koeffizienten vonXr in uf undvg sind
∑

i,j mit i+j=r

aiuj und
∑

i,j mit i+j=r

bivj ,

f undg haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindestensr, wenn es nicht allesamt verschwindende Körperelemente
u0, . . . , ue−r undv0, . . . , vd−r gibt, so daß

∑

i,j mit i+j=r

aiuj −
∑

i,j mit i+j=r

bivj = 0 für r = 0, . . . , n + m − d

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem ausd + e + 1− r
Gleichungen f̈ur die d + e + 2 − 2e Unbekanntenu0, . . . , ue−r und
v0, . . . , vd−r; es hat genau dann eine nichttriviale Lösung, wenn seine
Matrix kleineren Rang alsd + e + 2 − 2r hat. Im Faller = 1 ist die
Matrix quadratisch; hier bedeutet dies einfach, daß ihre Determinante
verschwindet. F̈urr > 1 müssen wirr Determinanten von quadratischen
Untermatrizen betrachten

Ausgeschrieben wird das Gleichungssystem, wenn wir mit demKoeffi-
zienten vonxd+e−r anfangen, zu

adue−r − bevd−r = 0

ad−1ue−r + adue−r−1 − be−1vd−r − bevd−r−1 = 0

ad−2ue−r + ad−1ue−r−1 + adue−r−2

−be−2vd−r − be−1vd−r−1bevd−r−2 = 0

· · ·
a0u3 + a1u2 + a2u1 + a3u0 − b0v3 − b1v2 − b2v1 − b3v0 = 0

a0u2 + a1u1 + a2u0 − b0v2 − b1v1 − b2v0 = 0

a0u1 + a1u0 − b0v1 − b1v0 = 0

a0u0 − b0v0 = 0
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Natürlich ändert sich nichts an der nichttrivialen Lösbarkeit oder
Unlösbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir anstelle derVari-
ablenvj die Variablen−vj betrachten, womit alle Minuszeichen im
obigen Gleichungssystem zu Pluszeichen werden; außerdem hat es sich
– der gr̈oßerenÜbersichtlichkeit wegen – eingebürgert, die Transponier-
te der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Dies führt auf die
(d + e + 2− 2r) × (d + e + 1− r)-Matrix




ad ad−1 ad−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 ad ad−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 ad . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . ad ad−1 ad−2 ad−3 . . . a0
be be−1 be−2 . . . b2 b1 b0 0 . . . 0
0 be be−1 . . . b3 b2 b1 b0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 be be−1 be−2 . . . b0




,

in der e + 1− r Zeilen aus Koeffizienten vonf stehen undd + 1− r
Zeilen aus Koeffizienten vong.

Für r = 1 ist diese Matrix quadratisch; das Gleichungssystem hat al-
so genau dann nichttriviale Lösungen, wenn ihre Determinante ver-
schwindet.

Definition: Im Fall r = 1 wird die obige Matrix als SYLVESTER-Matrix
bezeichnet und ihre Determinante als dieResultante

Res(f, g) = ResX(f, g)

der beiden Polynomef undg bez̈uglich der VariablenX.

Der IndexX ist dann notwendig, wennf undg Polynome in mehreren
Veränderlichen sind und nicht klar ist, bezüglich welcher von ihnen die
Resultante gebildet wird.

Für r > 1 betrachten wir f̈ur j = d + e + 1− r, . . . , d + e + 2− 2r jene
quadratische MatrixMj , die aus den erstend + e + 2− r Spalten sowie
der j-ten Spalte der obigen Matrix besteht. Offensichtlich hat letztere
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genau dann einen kleineren Rang alsd + e + 1− r, wenn aller Mat-
rizenMj singul̈ar sind, wenn also deren Determinanten verschwinden.
Diese Determinanten bezeichnet man alsSubresultanten.

JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814–1897) wurde geboren
als JAMES JOSEPH; erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidarität auch seinem Namen.
1837 bestand er das berüchtigte Tripos-Examen der
Universiẗat Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschluß, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mit Rücksicht auf

die Katholiken gëandert worden waren. Ẅahrend seiner weiteren Tätigkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Universitäten bescḧaftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickelte auch die allgemeine Theorie
der Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins University in Baltimore gr̈undete
er das American Journal of Mathematics, das noch heute mit die wichtigste mathematische
Fachzeitschrift Amerikas ist.

Sowohl die Resultante als auch die Subresultanten sind Polynome in
den Koeffizienten vonf undg; wir haben daher den

Satz:Zwei Polynomef, g ∈ R[X] über dem faktoriellen RingR haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindestensd, wenn
gewisse Polynome in ihren Koeffizienten verschwinden. Insbesondere
gibt es genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven Grades, wenn
die Resultante der beiden Polynome verschwindet.

§6: Die Berechnung der Resultante

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 70× 70-
Determinante – nichts, was man mit den aus der Linearen Alge-
bra bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechnen könnte.
Tats̈achlich verwendet aber natürlich ohnehin niemand den Entwick-
lungssatz von LAGRANGE um eine große Determinante zu berechnen;
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dessen N̈utzlichkeit beschr̈ant sich definitiv auf kleineren Spielzeugde-
terminanten, wie sie vor allem in Mathematikklausuren vorkommen. In
realistischen Anwendungen wird man die Matrix durch Zeilen- und/oder
Spaltenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann die Determi-
nante einfach als Produkt der Diagonaleinträge berechnen oder man tat
diesüber eine LR- oder QR-Zerlegung. Das dauert für die SYLVESTER-
Matrix zweier Polynome der Grade dreißig und vierzig auf heutigen
Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt von einem Com-
puteralgebrasystem einfach, daß es die Resultante der beiden Polynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als einem Zehntel
der Zeit. Einer der Schlüssel dazu ist wieder einmal der EUKLID ische
Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynomef, g in einer VariablenX über
einem faktoriellen RingR:

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0 und

g = beX
e + be−1X

e−1 + · · · + b1X + b0 mit d ≤ e .

Fallsf = a0 konstant ist, alsod = 0, gibt es in der SYLVESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vong und e Zeilen aus Koeffizienten
von f ; die Matrix ist also einfacha0 mal dere × e-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinante istae

0.

Andernfalls dividieren wirg durchf und erhalten einen Resth:

g : f = q Resth oder h = g − qf .

Das ist freilich nur dann m̈oglich, wennR[X] ein EUKLID ischer Ring
ist, also im wesentlichen nur dann, wennR ein Körper ist. Das ist aber
keine so große Einschränkung wie es scheint, denn wir können statt
in R[X] im Polynomringüber dem Quotientenkörper vonR rechnen;
da die Resultante ein eindeutig bestimmtes Element vonR ist, muß
sp̈atestens das Endergebnis unserer Rechnung inR liegen. Die Zwi-
schenergebnisse können freilich recht große Nenner bekommen – ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das uns bereits beim EU-
KLID ischen Algorithmus f̈ur Polynome begegnet ist.
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Der zentrale Punkt beim EUKLID ischen Algorithmus ist, daß die gemein-
samen Teiler vonf und g genau dieselben sind wie die vonf und h.
Insbesondere haben alsof undg genau dann einen gemeinsamen Tei-
ler von positivem Grad, wennf und h einen haben, d.h. ResX (f, g)
verschwindet genau dann, wenn ResX (f, h) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resultantengeben,
und den k̈onnen wir zur Berechnung von ResX (f, g) ausn̈utzen, denn
naẗurlich ist ResX (f, h) kleiner und einfacher als ResX (f, g).

Bei der Polynomdivision berechnen wir eine Folge von Polynomen
g0 = g, g1, . . . , gr = h, wobeigi aus seinem Vorg̈anger dadurch entsteht,
daß wir ein Vielfaches vonXjf subtrahieren, wobeij = deggi − degf
ist. Der maximale Wert, denj annehmen kann, ist offenbar

degg − degf = e − d .

Wir wollen unsüberlegen, wie sich die SYLVESTER-Matrix ändert, wenn
wir dort die Koeffizienten vong0 = g nacheinander durch die der nach-
folgendengi ersetzen. Um die Gestalt der Matrix nicht zu verändern,
betrachten wir dazu auch diegi als Polynome vom Gradm, indem wir
die Koeffizienten allerx-Potenzen mit einem Exponent oberhalb deggi

auf Null setzen.

Die Zeilen der SYLVESTER-Matrix sind Vektoren inRd+e; die erstene
sind die Koeffizientenvektoren vonXe−1f, . . . ,Xf, f , danach folgen
die vonXd−1g, . . . ,Xg, g.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vong ein VielfachesλXjf
mit j = e − d; damit subtrahieren wir auch von jeder PotenzXig das
PolynomλXi+jf . Für 0≤ i < d und 0≤ j ≤ e + d ist 0≤ i + j < e,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koeffizientenvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile der SYLVESTER-Matrix.
Damit ändert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vong nacheinander durch den vong1, . . . , gr = h
ersetzen.

Die Resultantëandert sich also nicht, wenn wir in der SYLVESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vong ersetzen durch die entsprechende
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Zeile mit Koeffizienten vonh, wobei h als ein Polynom vom Grade
behandelt wird, dessen führende Koeffizienten verschwinden.

Ist h = csX
s + · · · + c1X + c0, so ist also ResX (f, g) gleich

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ad ad−1 ad−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 ad ad−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 ad . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . ad ad−1 ad−2 ad−3 . . . a0
ce ce−1 ce−2 . . . c2 c1 c0 0 . . . 0
0 ce ce−1 . . . c3 c2 c1 c0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 ce ce−1 ce−2 . . . c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

wobei die Koeffizientence, . . . , cs+1 alle verschwinden.

Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mite − s Nullen.

In den erstene−s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Koeffizien-
ten vonf : In der ersten ist dies ausschließlich der führende Koeffizientad

vonf in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der ersten Zeile, können
wir also einfach die erste Zeile und die erste Spalte streichen; die Deter-
minante ist dannad mal der Determinante derübrigbleibenden Matrix.
Diese hat (fallse > s+ 1) wieder dieselbe Gestalt, wir können also wie-
der einen Faktorad ausklammern und bekommen eine Determinante
mit einer Zeile und einer Spalte wenigerusw.Das Ganze funktioniert
e − s mal; dann ist der f̈uhrende Koeffizient vonh in die erste Spalte
gerutscht und diëubriggebliebene Matrix ist die SYLVESTER-Matrix von
f undh – falls etwas̈ubrigbleibt. Offensichtlich bleibt genau dann nichts
übrig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind die unterenm Zeilen Null,
d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfalls ist ResX(f, g) = ae−s
d ResX (f, h), und da diese Formel

auch f̈ur h = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gr̈oßeren Grad alsg und isth der Divisionsrest
vong durchf , der den Grads habe, so ist ResX (f, g) = ae−s

d ResX (f, h).
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Dies l̈aßt sich nun nach Art des EUKLID ischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Rester1 = h der Division vong
durchf und dann (mitr0 = g) weiterri+1 gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonri durchri−1, so k̈onnen wie die Berechnung von ResX (f, g)
durch Multiplikation mit Potenzen der führenden Koeffizienten der Di-
visoren zur̈uckführen auf die viel kleineren Resultanten ResX(ri, ri+1).
Sobaldri+1 eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eine ex-
plizite Formel und der Algorithmus endet. Für den Fall, daßf größeren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Für ein Polynom,f vom Gradd und ein Polynomg vom Grade
ist ResX (f, g) = (−1)de ResX (g, f ).

Beweis:Wir müssen in der SYLVESTER-Matrix e Zeilen zuf mit den
d Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, daß wir die unterstef -Zeile nacheinander mit jeder derg-Zeilen
vertauschen, bis sie nachd Vertauschungen schließlich unten steht. Dies
müssen wir wiederholen, bis allef -Zeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtde Zeilenvertauschungen. Somitändert sich das Vorzeichen
der Determinante um den Faktor (−1)de.

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir uns nochüberlegen, daß
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen Grundfür jede
gemeinsame Nullstelle verschwinden muß: Sie läßt sich n̈amlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R sei ein Ring undf, g ∈ R[X] seien PolynomëuberR. Dann
gibt es Polynomep, q ∈ R[X], so daß ResX (f, g) = pf + qg ist.

Man beachte, daßp, q, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element vonR.

Beweis:Wir schreiben

f = adX
d + · · · + a1X + a0 und g = beX

e + · · · + b1X + b0 ,

wobei wir annehmen k̈onnen, daßad undbe beide nicht verschwinden.
Die Gleichungen

X
i
f = adX

d+i + · · · + a1X
1+i + a0X

i für i = 0, . . . , e − 1
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und

X
j
g = beX

e+j + · · · + b1X
1+j + b0X

j für j = 0, . . . , d − 1

können wir in Vektorschreibweise so zusammenfassen, daß wirden
(d + e)-dimensionalen Vektor

F =
(
X

e−1
f, . . . ,Xf, f,X

d−1
g, . . . ,Xg, g

)T ∈ R[X]d+e

darstellen in der Form

F = X
d+e−1

r1 + · · · + X
1
rd+e−1 + X

0
rd+e

mit Vektorenrk ∈ Rd+e, deren Eintr̈age Koeffizienten vonf und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Determinanten der
(d + e) × (d + e)-Matrix mit denrk als Spaltenvektoren.

Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung der CRAMERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleichungssystem mit
rechter SeiteF in den

”
Unbekannten“Xk und tun so, als wollten wir

den Wert vonX0 = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nach CRAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen also dieDeterminante

det(r1, . . . , rd+e−1, F ) = det
(
r1, . . . , rd+e−1,

d+e∑

k=1

x
d+e−k

rk

)

=
d+e∑

k=1

x
d+e−k det(r1, . . . , rd+e−1, rk)

= det(r1, . . . , rd+e−1, rd+e) ,

denn f̈ur k 6= d + e steht die Spalterk zweimal in der Matrix, so daß die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von det(f1, . . . , rd+e−1) nach dem LA-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynomef und g in F stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Formpf + qg
mit Polynomenp undq ausR[X]: Da f undg beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau eines derbeiden,
entḧalt jedes der (d + e)! Produkte, die nach LAGRANGE aufsummiert
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werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigen Rechnung
ist pf + qg gleich der Determinante derrk, also die Resultante.


