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Modulklausur Algebra

Aufgabe 1: (7 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle komplexen L

�

osungen der Glei
hung x2 + 6x− 3 = 8i(x+ 3) !

Lösung: Bringt man alle mit x behafteten Terme auf die linke Seite und den Rest auf die

re
hte, wir die Glei
hung zu x2 + (6− 8i)x = 3+ 24i (d.h. p = 6− 8i und q = −3− 24i)

oder

(

x−(3−4i)
)2

−(3−4i)2 =
(

x+(3−4i)
)2

+7+24i = 3+24i. Subtraktion von 7+24i

auf beiden Seiten ma
ht daraus

(

x+(3−4i)
)2

= −4, d.h. x+(3−4i) = ±2i. Die L
�

osungen

sind somit −3+ 2i und −3+ 6i.

b) Bestimmen Sie

�

uber den Satz von Vi

�

ete alle komplexen L

�

osungen der Glei
hung

x2 + 4x = 3i(4+ x) !

Lösung: Na
h x-Potenzen sortiert wird die Glei
hung zu x2 + (4 − 3i)x − 12i = 0, d.h.
p = 4− 3i und q = −12i f

�

ur die Form x2 + px+ q = 0. Na
h dem Satz von Vi

�

ete ist die

Summe der beiden L

�

osungen glei
h −p = −4 + 3i und das Produkt ist q = −12i. Es ist
klar, da� nur die beiden L

�

osungen x = −4 und x = 3i in Frage kommen.


) Bestimmen Sie zun

�

a
hst alle ganzzahligen, dann alle komplexen Nullstellen (eins
hlie�li
h

Vielfa
hheit) der Glei
hung x5 − 8x3 + 2x2 + 15x = 10 !

Lösung: Sei f(x) = x5 − 8x3 + 2x2 + 15x − 10. Die ganzzahligen Nullstellen von f sind
Teiler des konstanten Terms −10, also kommen h

�

o
hstens ±1,±2,±5 und ±10 in Frage.

f(1) = 0, f(−1) = −16, f(2) = −4, f(−2) = 0, f(5) = 2240, f(−5) = −2160, f(10) = 92340
und f(−10) = −91960. (Bei ±5 und ±10 ist eigentli
h au
h ohne Re
hnung klar, da� der

Term x5 von den anderen ni
ht mehr kompensiert werden kann.)

Somit sind 1 und −2 die einzigen ganzzahligen Nullstellen.

f′(x) = 5x4 − 24x2 + 4x + 15 hat bei x = 1 den Wert Null und bei x = 2 den Wert

vier, also ist nur die Eins eine mehrfa
he Nullstelle. f′′(x) = 20x3 − 48x + 4 hat dort

den Wert −24, also handelt es si
h um eine doppelte Nullstelle. Damit kennen wir drei

Nullstellen; ihre Summe ist 1 + 1 − 2 = 0, und ihr Produkt ist −2. Die Summe aller

Nullstellen ist ebenfalls Null, da es keinen Term mit x4 gibt, und ihr Produkt ist zehn.

Die beiden restli
hen Nullstellen sind somit ±
√
5 jeweils mit Vielfa
hheit eins, da die

Summe aller Vielfa
hheiten ni
ht gr

�

o�er als der Grad f

�

unf sein kann.

Aufgabe 2: (6 Punkte)

Eine Untergruppe U einer Gruppe G hei�t 
harakteristis
he Untergruppe von G, wenn
f

�

ur jeden Automorphismus ϕ:G → G gilt: ϕ(U) ⊆ U. Zeigen Sie:

a) Im Falle einer endli
hen Untergruppe U ist dann ϕ(U) = U.

Lösung: Jeder Automorphismus ϕ von G ist insbesondere injektiv; im Falle einer end-

li
hen Untergruppe U hat also ϕ(U) genauso viele Elemente wie U. Da ϕ(U) f

�

ur eine


harakteristis
he Untergruppe U eine Teilmenge von U ist, folgt ϕ(U) = U.



b) Jede 
harakteristis
he Untergruppe U einer Gruppe G ist ein Normalteiler von G.

Lösung: F

�

ur jedes Element g ∈ G de�niert die Konjugation x 7→ xg = g−1xg einen

Automorphismus von G. Im Falle einer 
harakteristis
hen Untergruppe U ist also xg f

�

ur

jedes x ∈ U wieder ein Element von U, und das ist gerade eine der m

�

ogli
hen Charakte-

risierungen eines Normalteilers.


) Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und U eine 
harakteristis
he Untergruppe von N, so

ist U ein Normalteiler der Gruppe G.

Lösung: F
�

ur jedes Element g ∈ G und jedes x ∈ N liegt wegen der Normalteilereigens
haft

au
h xg in N. Die Konjugation mit g ist bildet somit N auf N ab, de�niert also einen

Automorphismus von N. Da U eine 
harakteristis
he Untergruppe von N ist, bildet dieser

Automorphismus U auf U ab, d.h. f

�

ur jedes u ∈ U liegt au
h ug
in U. Da g ∈ G beliebig

war, folgt die Normalit

�

at von U in G.

d) F

�

ur zwei Elemente g, h einer Gruppe G bezei
hnet man [g, h] = ghg−1h−1
als den Kom-

mutator von g und h; die kleinste Untergruppe von G, die alle Kommutatoren von Ele-

menten aus G enth

�

alt, hei�t die Kommutatorgruppe [G,G] von G. Zeigen Sie: [G,G] ist

eine 
harakteristis
he Untergruppe von G !

Lösung: F
�

ur einen Automorphismus ϕ von G und zwei beliebige Elemente g, h ∈ G ist

ϕ
(

[g, h]
)

= ϕ(ghg−1h−1) = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g)−1ϕ(h)−1 =
[

ϕ(g), ϕ(h)
]

;

das Bild eines Kommutators ist also wieder ein Kommutator und liegt somit in [G,G].

Jedes Element von [G,G] l
�

a�t si
h als Produkt von Kommutatoren s
hreiben; daher liegt

sein Bild unter ϕ als das entspre
hende Produkt der Bilder der Kommutatoren au
h wieder

in [G,G]. Somit liegt ϕ
(

[G,G]
)

in [G,G], und [G,G] ist eine 
harakteristis
he Untergruppe

von G.

Aufgabe 3: (7 Punkte)

a) Ein Spielzeug-RSA-System arbeitet mit dem Modul N = 1333 = 31 · 43. Finden Sie die

kleinste nat

�

urli
he Zahl e ≥ 2, f
�

ur die die Abbildung

{
Z/N → Z/N

x 7→ xe

bijektiv ist!

Lösung: Sei p = 31 und q = 43. Dann ist p− 1 = 30 = 2 · 3 · 5 und q = 42 = 2 · 3 · 7. Die
Abbildung x 7→ xe ist genau dann bijektiv, wenn e teilerfremd sowohl zu p − 1 als au
h

zu q− 1 ist; e darf also dur
h keine der vier Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar sein. Die kleinste

nat

�

urli
he Zahl e ≥ 2 mit dieser Eigens
haft ist o�ensi
htli
h e = 11.

b) Bestimmen Sie einen privaten Exponenten d zu dem in a) gefundenen

�

o�entli
hen Expo-

nenten e !

Lösung: Das kgV von p−1 und q−1 ist 2 ·3 ·5 ·7 = 210. Wir su
hen also eine nat

�

urli
he

Zahl d derart, da� ed = 11d modulo 210 glei
h eins ist. Der erweiterte Euklidis
he

Algorithmus angewendet auf 210 und 11 liefert:

210 : 11 = 19 Rest 1 =⇒ 1 = 210− 19 · 11 ;

somit ist −19 · 11 ≡ 1 mod 210. Da wir ein positives d su
hen, m

�

ussen wir no
h 210

addieren und erhalten d = −19+ 210 = 191. In der Tat ist 191 · 11 = 2101 ≡ 1 mod 210.



Aufgabe 4: (10 Punkte)

a) Zur Feier des zwanzigsten Jahrestags seines Amtsantritts veranstaltet der Pr

�

asident der

Unabh

�

angigen Republik Bananien eine gro�e Milit

�

arparade. F

�

ur die Spitze des Zuges ist

eine Musikkapelle vorgesehen. Die Musiker mars
hieren in se
hs Se
hserreihen, und in

jeder Reihe hat jeder Musiker das glei
he Instrument: Entweder eine Trommel, oder eine

Posaune, oder ein Fl

�

ugelhorn. Alle drei Instrumente sind wirkli
h vertreten. Eine Trommel

wiegt 5 kg, eine Posaune 2 kg und ein Fl

�

ugelhorn 3 kg. Insgesamt wiegen die Instrumente

108 kg. Wie viele Trommler, Posaunisten und Hornisten nehmen an der Parade teil?

Lösung: x sei die Anzahl der Se
hserreihen aus Trommlern, y die der Posaunistenreihen

und z die der Hornistenreihen. Dann ist x+ y+ z = 6.

Se
hs Trommeln wiegen 30 kg, se
hs Posaunen 12 kg und se
hs Fl

�

ugelh

�

orner 18 kg. Somit

ist 30x+ 12y+ 18z = 108. Da alle vorkommenden Zahlen dur
h se
hs teilbar sind, k

�

onnen

wir dur
h se
hs dividieren und erhalten das Glei
hungssystem

x+ y+ z = 6 und 5x + 2y+ 3z = 18 .

Subtrahieren wir die erste Glei
hung zweimal von der zweiten, f

�

uhrt dies auf 3x + z = 6.
Bei diesen kleinen Zahlen brau
hen wir keinen Umweg

�

uber den erweiterten Euklidis
hen

Algorithmus; da x und z beide positiv sein m

�

ussen, kommt nur x = 1 und z = 3 in Frage.

Einsetzen in die erste Glei
hung zeigt dann, da� y = 2 sein mu�. Es gibt also se
hs

Trommler, zw

�

olf Posaunisten und a
htzehn Hornisten.

b) Dahinter mars
hiert die Palastwa
he mit ihren fast Tausend Elitesoldaten. Damit alles

einen ordentli
hen Eindru
k ma
ht, sollen diese in Reihen einer festen L

�

ange mars
hieren.

Bei Zehnerreihen zeigt si
h jedo
h, da� in der letzten Reihe einer fehlt, um die Reihe voll zu

ma
hen, und bei Neunerreihen fehlen sogar zwei. Mit Elferreihen s
hlie�li
h funktioniert

es. Wie viele Soldaten der Palastwa
he nehmen an der Parade teil?

Lösung: x sei die Anzahl der Soldaten. Dann ist

x ≡ 9 mod 10, x ≡ 7 mod 9 und x ≡ 0 mod 11 .

Beginnen wir mit den ersten beiden Kongruenzen. Der ggT von zehn und neun ist nat

�

urli
h

einfa
h 1 = 10− 9, d.h. 10 ist kongruent 0 modulo 10 und 1 modulo 9, und umgekehrt ist

-9 kongruent 0 modulo 9 und kongruent 1 modulo 10. Die Zahl −9 · 9 + 10 · 7 = −11 ist

also kongruent 9 modulo 10 und kongruent 7 modulo 9. Somit ist x ≡ −11 mod 90; mit

positiven Zahlen k

�

onnen wir das au
h s
hreiben als x ≡ 79 mod 90.

Zus

�

atzli
h soll x ≡ 0 mod 11 sein. Der erweiterte Euklidis
he Algorithmus liefert

90 : 11 = 8 Rest 2 =⇒ 2 = 90− 8 · 11
11 : 2 = 5 Rest 1 =⇒ 1 = 11− 5 · 2 = 41 · 11− 5 · 90

Also ist 41 · 11 = 451 ≡ 1 mod 90 und 451 ≡ 0 mod 11, und damit ist

u = 451 · 79 = 35629 ≡ 79 mod 90 und u ≡ 0 mod 11 .

Dur
h die drei Kongruenzen ist x bestimmt modulo 9 · 10 · 11 = 990, und 35619 : 990 = 35
Rest 979. Da x positiv und kleiner 1000 sein mu�, kommt nur x = 979 in Frage.

Aufgabe 5: (10 Punkte)

a) Wann ist eine Teilmenge I eines (kommutativen) Rings R ein Ideal, und wann ist sie ein

Hauptideal?

Lösung: I ist genau dann ein Ideal, wenn folgende drei Bedingungen erf

�

ullt sind:

• I ist ni
ht leer

• Die Summe zweier beliebiger Elemente aus I liegt wieder in I

• Das Produkt eines Elements aus I mit einem beliebigen Element aus R liegt stets in I.

I hei�t Hauptideal, wenn es ein a ∈ I gibt derart, da� I = (a) = Ra = {ra | r ∈ R} ist.



b) I und J seien Ideale im Ring R. Ist dann au
h I ∪ J ein Ideal, und ist I ∩ J ein Ideal?

Beweisen Sie Ihre Aussage oder �nden Sie ein Gegenbeispiel!

Lösung: I∪ J ist im allgemeinen kein Ideal. Ein Gegenbeispiel im Ring der ganzen Zahlen

bilden etwa das Ideal I aller geraden Zahlen und das Ideal J der Dreierzahlen. Zwei und
drei liegen beide in I ∪ J, ihre Summe f

�

unf ist aber weder dur
h zwei no
h dur
h drei

teilbar, liegt also ni
ht in I ∪ J.

I ∩ J ist stets ein Ideal: Da I und J Ideale sind, sind sie beide ni
ht leer. Damit enthalten

sie au
h beide die Null, denn f

�

ur jedes Element x eines Ideals mu� au
h 0 · x = 0 im Ideal

liegen. Also ist 0 ∈ I ∩ J, so da� der Dur
hs
hnitt ni
ht leer ist.

F

�

ur zwei Elemente x, y von I∩ J liegen x und y sowohl in I als au
h in J; da beides Ideale
sind, liegt au
h x+ y sowohl in I als au
h in J, also in I ∩ J.

F

�

ur x ∈ I ∩ J und r ∈ R s
hlie�li
h liegt rx sowohl in I als au
h in J, also in I ∩ J.

Damit sind alle drei Idealeigens
haften na
hgewiesen.


) Ents
heiden Sie, wel
he der folgenden Teilmengen von R = Z⊕Z
√
2 Ideale sind! Beweisen

Sie entweder, da� es si
h um ein Ideal handelt, oder zeigen Sie anhand eines Beispiels, da�

eine der Forderungen an ein Ideal verletzt ist!

I1 = {a + b
√
2 ∈ R | a ≡ 0 mod 2}, I2 = {a + b

√
2 ∈ R | b ≡ 0 mod 2},

I3 = {a + b
√
2 ∈ R | a ≡ b ≡ 0 mod 2}, I4 = {a + b

√
2 ∈ R | a+ b = 0},

I5 = {a + b
√
2 ∈ R | a = 0}, I6 = {a + b

√
2 ∈ R | b = 0}

Lösung: O�ensi
htli
h enthalten alle Teilmengen Iν die Null, sind also ni
ht leer, so da�

wir diese Bedingung im Folgenden ni
ht mehr betra
hten m

�

ussen.

I1 ist ein Ideal, denn sind a und c gerade, so ist au
h in (a + b
√
2) + (c + d

√
2) =

(a + c) + (b + d)
√
2 der erste Summand gerade. Weiter ist f

�

ur a + b
√
2 ∈ I1 und ein

beliebiges c+ d
√
2 ∈ R

(a + b
√
2)(c + d

√
2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)

√
2 ,

und da a gerade ist, gilt dasselbe f

�

ur ac + 2bd.

I2 ist kein Ideal: Da die Eins in I2 liegt, m�

u�te I2 sonst wegen der dritten Idealeigens
haft

ganz R sein, was o�ensi
htli
h ni
ht der Fall ist.

I3 besteht genau aus den Elementen z = a+b
√
2 von R, f

�

ur die es Elemente w = c+d
√
2

in R gibt, f

�

ur die z = 2w ist. Somit ist I3 das von der Zwei erzeugte Hauptideal von R.

I4 besteht genau aus den Elementen der Form a − a
√
2 = a(1 −

√
2) mit a ∈ Z. Dies ist

kein Ideal, denn zwar liegt 1−
√
2 in I4, das Produkt

√
2 · (1−

√
2) = −2+

√
2 aber ni
ht.

I5 = Z
√
2 ist ebenfalls kein Ideal:

√
2 ∈ I5, aber

√
2 ·

√
2 = 2 /∈ I5.

Entspre
hend ist au
h I6 = Z kein Ideal, denn 1 ∈ I6, aber I6 6= R.

d) Zeigen Sie, da� die Ideale unter diesen Mengen allesamt Hauptideale sind! Erraten Sie

dazu ein m

�

ogli
hst einfa
hes Element der Menge, von dem Sie zeigen k

�

onnen, da� alle

anderen Vielfa
he davon sind!

Lösung: I3 ist, wie wir gesehen haben, das von der Zwei erzeugte Hauptideal.

Das zweite Ideal unter den se
hs Teilmengen ist I1. Eines der einfa
hsten Elemente von I1
ist die Zwei, aber o�ensi
htli
h ist I1 6= (2). Au
h

√
2 liegt in I1, und damit haben wir

Erfolg: F

�

ur jedes Element x ∈ I1 gibt es b, c ∈ Z, so da�

x = 2c + b
√
2 =

(

b+ c
√
2
)

·
√
2

ist, d.h. I1 ist das von

√
2 erzeugte Hauptideal.



Aufgabe 6: (8 Punkte)

a) Bestimmen Sie den Inhalt I(f) sowie den primitiven Anteil f∗ f

�

ur das Polynom

f = 3X5 − 6X4 + 9X3 − 12X2 + 6X ∈ Z[X] !

Lösung: Alle KoeÆzienten sind dur
h drei teilbar, und da die Drei selbst als KoeÆzient

vorkommt, ist der Inhalt I(f) als ggT aller KoeÆzienten glei
h drei. Der primitive Anteil

ist somit f∗ = X5 − 2X4 + 3X3 − 4X2 + 2X .

b) Die Eins ist eine mehrfa
he Nullstelle von f und damit au
h von f∗. Bestimmen Sie ihre

Vielfa
hheit!

Lösung: In der Tat ist f∗(1) = 1 − 2 + 3 − 4 + 2 = 0. Die Vielfa
hheit dieser Nullstelle
k

�

onnten wir

�

uber die Ableitungen von f∗ bere
hnen; da f aber in 
) no
h faktorisiert

werden soll, k

�

onnen wir au
h glei
h X− 1 so lange wie m

�

ogli
h abdividieren:

(X5 − 2X4 + 3X3 − 4X2 + 2X) : (X− 1) = X4 − X3 + 2X2 − 2X
(X4 − X3 + 2X2 − 2X) : (X− 1) = X3 + 2X = X(X2 + 2)

Der letzte Quotient ist o�ensi
htli
h ni
ht mehr dur
h X − 1 teilbar; daher ist die Eins

eine doppelte Nullstelle von f∗ und damit au
h von f.


) Zerlegen Sie f sowohl in Q[X] als au
h in Z[X] in seine irreduziblen Faktoren! Wie viele

vers
hiedene irreduzible Faktoren gibt es jeweils?

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, ist f∗ = (X − 1)2X(X2 + 2) und damit ist

f = 3(X − 1)2X(X2 + 2). Die Polynome X − 1, X und X2 + 2 sind in Q[X] irreduzibel:
Bei den linearen Polynomen ist das o�ensi
htli
h, und X2 + 2 m

�

u�te im Falle der Reduzi-

bilit

�

at eine rationale Nullstelle haben, hat aber ni
ht einmal eine reelle. Da alle Polynome

primitiv sind, sind sie au
h in Z[X] irreduzibel. Der Vorfaktor drei ist in Q[X] eine Einheit,
in Z[X] aber als Primzahl ein irreduzibles Element. In Q[X] gibt es somit drei vers
hiedene

irreduzible Faktoren, in Z[X] vier.

d) Finden Sie einen endli
hen Erweiterungsk

�

orper K/Q mit der Eigens
haft, da� f
�

uber K in

Linearfaktoren zerf

�

allt!

Lösung: Nur der Faktor X2 + 2 kann no
h weiter zerlegt werden:

�

Uber K = Q
(√

−2
)

ist

X2 + 2 =
(

X+
√
−2

)(

X−
√
−2

)

, und damit ist in K[X]

f = 3 · (X− 1)2 · X ·
(

X+
√
−2

)

·
(

X−
√
−2

)

,

wobei die Drei nat

�

urli
h au
h in K und in K[X] eine Einheit ist.

e) Wel
hen Grad hat der Zerf

�

allungsk

�

orper von f
�

uber Q ?

Lösung: [K : Q] = 2, und da f in Q[X] ni
ht in Linearfaktoren zerf

�

allt, kann es kei-

nen kleineren K

�

orper geben,

�

uber dem f zerf
�

allt. K ist somit Zerf

�

allungsk

�

orper, und der

gesu
hte Grad ist zwei.

Aufgabe 7: (12 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� Q(
√
12,

√
24), Q(

√
2,
√
3) und Q(

√
3−

√
2) denselben Teilk

�

orper K von R

de�nieren!

Lösung: Da

√
12 = 2

√
3 und

√
24 = 2

√
2
√
3 ist, liegen

√
12 und

√
24 in Q(

√
2,
√
3);

genauso liegen au
h

√
2 =

√
24/

√
12 und

√
3 = 1

2

√
12 in Q(

√
12,

√
24). Somit stimmen die

K

�

orper Q(
√
2,
√
3) und Q(

√
12,

√
24)

�

uberein.

k = Q(
√
3 −

√
2) liegt nat

�

urli
h in Q(
√
2,
√
3). Als K

�

orper enth

�

alt k au
h das Quadrat

(
√
3 −

√
2
)2

= 5 − 2
√
6, also au
h

√
6 und

√
6 ·

(
√
3 −

√
2
)

= 3
√
2 − 2

√
3. Damit liegt

au
h

(

3
√
2− 2

√
3
)

+ 2
(√

3−
√
2
)

=
√
2 in k, also au
h

√
3 =

(√
3−

√
2
)

+
√
2. Somit ist

k = Q(
√
2,
√
3).



b) Wel
hen Grad hat die K

�

orpererweiterung K/Q? Finden Sie eine m

�

ogli
hst einfa
he Basis

von K/Q !

Lösung: K = Q(
√
2,
√
3) enth

�

alt den K

�

orper Q(
√
2); als Vektorraum

�

uber Q(
√
2) ist

K = Q(
√
2) ⊕ Q(

√
2)
√
3. Da Q(

√
2) = Q ⊕ Q

√
2 ist, folgt K = Q ⊕ Q

√
2 ⊕ Q

√
3 ⊕ Q

√
6.

Damit ist [K : Q] = 4.


) Zeigen Sie, da� K/Q Galoiss
h ist, und bestimmen Sie Aut(K/Q) !

Lösung: Ein Automorphismus ϕ ∈ Aut(K/Q) mu� Q fest lassen, ist also eindeutig be-

stimmt dur
h die Bilder der Basiselemente. Nat

�

urli
h mu� ϕ(1) = 1 sein. Da

(
√
2
)2

= 2

ist, mu� au
h ϕ
(
√
2
)2

= ϕ(2) = 2 sein, d.h. ϕ
(
√
2
)

= ±
√
2. Ein analoges Argument zeigt,

da� ϕ
(√

3
)

= ±
√
3 sein mu�. Das no
h fehlende Bild ϕ

(√
6
)

= ϕ
(√

2
)

· ϕ
(√

3
)

ist dur
h

die Bilder von

√
2 und

√
3 festgelegt. Also haben wir vier Automorphismen; abgesehen

von der Identit

�

at sind dies die Abbildungen ρ, σ, τ mit ρ
(
√
2
)

= −
√
2 und ρ

(
√
3
)

=
√
3,

σ
(√

2
)

=
√
2 und σ

(√
3
)

= −
√
3, τ

(√
2
)

= −
√
2 und τ

(√
3
)

= −
√
3. Die Erweiterung

K/Q ist Galoiss
h, denn ist x = a + b
√
2+ c

√
3+ d

√
6 ein Element des Fixk

�

orpers von

Aut(K/Q), ist ρ(x) = a − b
√
2 + c

√
3 − d

√
6 = x, also ist wegen der Eindeutigkeit der

Basisdarstellung b = d = 0. Genauso folgt aus σ(x) = x, da� c = 0 sein mu�. Daher liegt

x = a ∈ Q, der Fixk
�

orper ist also Q.

d) Bestimmen Sie alle K

�

orper L mit Q < L < K !

Lösung: Die Galois-Gruppe hat vier Elemente; abgesehen von der Identit

�

at erzeugt

jedes eine Untergruppe der Ordnung zwei. Die Zwis
henk

�

orper sind daher

K<ρ> = Q(
√
3), K<σ> = Q(

√
2) und K<τ> = Q(

√
6) ,

wobei 〈g〉 jeweils die von einem Element g erzeugte zyklis
he Untergruppe bezei
hnet.

e) Finden Sie ein irreduzibles Polynom f derart, da� K ∼= Q[X]/(f) ist!

Lösung: Wir wissen aus a), da�

(√
3 −

√
2
)2

= 5 − 2
√
6 ist. F

�

ur x =
√
3 −

√
2 ist also

(x2 − 5)2 = 4 · 6 = 24, d.h. f = (X2 − 5)2 − 24 = X4 − 10X2 + 1 hat

√
3 −

√
2 als

Nullstelle. Da f rationale KoeÆzienten hat, mu� f au
h die Bilder von

√
3 −

√
2 unter

den Automorphismen von K/Q als Nullstellen haben, d.h. f vers
hwindet f

�

ur jede der

vier Zahlen ±
√
2 ±

√
3. W

�

are f ni
ht irreduzibel in Q[X], g
�

abe es ein Polynom g ∈ Q[X]
vom Grad kleiner vier, das an der Stelle

√
3 −

√
2 vers
hw

�

ande, und au
h g m

�

u�te alle

vier Bilder als Nullstellen haben. Das ist f

�

ur ein Polynom vom Grad kleiner vier ni
ht

m

�

ogli
h; somit ist f irreduzibel. Da Q(x)/Q eine Erweiterung vom Grad vier ist, folgt

K ∼= Q[X]/(f).

f) Zerlegen Sie f
�

uber dem K

�

orper Q
(
√
2
)

in seine irreduziblen Faktoren!

Lösung: Q
(
√
2
)

ist der Fixk

�

orper von σ; ein Faktor, der

√
3−

√
2 als Nullstelle hat, mu�

daher au
h σ
(
√
3−

√
2
)

= −
√
2−

√
3 als Nullstelle haben.

g =
(

X+
√
2+

√
3
)(

X+
√
2−

√
3
)

=
(

X+
√
2
)2

− 3 = X2 + 2
√
2X− 1

ist ein Polynom aus Q
(√

2
)

[X] mit diesen beiden Nullstellen. Das Polynom

h =
(

X−
√
2+

√
3
)(

X−
√
2−

√
3
)

=
(

X−
√
2
)2

− 3 = X2 − 2
√
2− 1

liegt ebenfalls dort und vers
hwindet bei den beiden

�

ubrigen Nullstellen von f. Somit ist

f =
(

X+
√
2+

√
3
)(

X−
√
2+

√
3
)(

X+
√
2−

√
3
)(

X−
√
2−

√
3
)

= gh ,

und g, h sind irreduzibel

�

uber Q
(
√
2
)

, da jedes Polynom

�

uber diesem K

�

orper mit einem

Element aus K au
h dessen Bild unter σ als Nullstelle haben mu�.


