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Modulklausur Algebra

Aufgabe 1: (7 Punkte)

Bestimmen Sie alle komplexen L

�

osungen (einshlie�lih Vielfahheiten) der folgenden Glei-

hungen:

a) x2 − 4x − 1 = 4i(x − 2)

Lösung: Bringt man alle mit x behafteten Terme auf die linke Seite und den Rest auf die

rehte, wir die Gleihung zu x2−(4+4i)x = 1−8i (d.h. p = −4−4i und q = −1+8i) oder
(

x−(2+2i)
)2

−(2+2i)2 =
(

x−(2+2i)
)2

−8i = 1−8i. Addition von 8i auf beiden Seiten

maht daraus

(

x− (2+ 2i)
)2

= 1, d.h. x− (2+ 2i) = ±1. Die L
�

osungen sind somit 3+ 2i
und 1+2i. Da eine quadratishe Gleihung mit Vielfahheiten gez

�

ahlt zwei L

�

osungen hat,

sind beides einfahe Nullstellen.

b) x6 + 10x4 + 29x2 + 20 = 0 (Hinweis: Beahten Sie, da� alle Exponenten gerade sind!)

Lösung: Die Gleihung hat o�ensihtlih keine reellen L

�

osungen, denn f

�

ur reelle x ist die
linke Seite stets mindestens 20. Mit y = x2 wird die linke Seite zu

f(y) = y3 + 10y2 + 29y + 20 .

Das Produkt aller Nullstellen von f ist nah Vi�ete gleih −20, und ihre Summe ist −10.
F

�

ur positive y ist o�ensihtlih f(y) ≥ 20; es reiht also, negative Teiler von 20 durhpro-
bieren:

f(−1) = −1+ 10− 29+ 20 = 0
f(−2) = −8+ 40− 58+ 20 = −6
f(−4) = −64+ 160− 116 + 20 = 0

Also sind −1 und −4 Nullstellen; die dritte mu� dann nah Vi

�

ete gleih −5 sein, was man

auh durh Einsetzen best

�

atigen kann. Die Nullstellen der urspr

�

unglihen Gleihung sind

daher ±i,±2i und±
√
−5. Da die Gleihung sehsten Grades sehs vershiedene Nullstellen

hat, sind alle Vielfahheit eins.

) Bestimmen Sie zun

�

ahst alle Nullstellen des gr

�

o�ten gemeinsamen Teilers der beiden Po-

lynome

f = X6+ 3X5+ 4X4+ 6X3+ 5X2+ 3X+ 2 und g = X6− 3X5+ 4X4− 6X3+ 5X2− 3X+ 2 ,

und dann die von f und g jeweils mit Vielfahheiten! Beahten Sie dabei, da� es f

�

ur den

ggT niht auf konstante Faktoren ankommt.

Lösung: Wir berehnen den gr

�

o�ten gemeinsamen Teilers mit dem Euklidishen Algo-

rithmus:

f : g = 1 Rest r1 = 6X5 + 12X3 + 6X = 6(X5 + 2X3 + X)

Da es f

�

ur den ggT und damit auh bei den Divisionsresten niht auf konstante Faktoren

ankommt, k

�

onnen wir mit r1/6 weiter arbeiten:

g : (X5 + 2X3 + X) = X− 3 Rest r2 = 2X4 + 4X2 + 2 = 2(X4 + 2X2 + 1)



Wieder ignorieren wir den Faktor zwei und dividieren als n

�

ahstes

(X5 + 2X3 + X) : (X4 + 2X2 + 1) = X Rest 0

Somit ist ggT(f, g) = X4 + 2X2 + 1 = (X2 + 1)2. Dieses Polynom hat ±i als doppelte

Nullstelle.

f/(X4+2X2+1) = X2+3X+2 und g/(X4+X2+1) = X2−3X+2. Die beiden verbleibenden

Nullstellen von f bzw. g haben also das Produkt zwei; ihre Summe ist im Falle von f
gleih −3, bei g aber +3. Somit hat f au�er den doppelten Nullstellen ±i noh die einfahen
Nullstellen −1 und −2; in Falle von g sind es 1 und 2.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

G sei eine Gruppe und ψ:G→ G sei die Abbildung, die jedes Element g ∈ G auf g2 = g ·g
abbildet. Zeigen Sie:

a) ψ ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn G abelsh ist.

Lösung: Ist G abelsh, so ist f

�

ur alle g, h ∈ G

ψ(gh) = (gh)(gh) = g(hg)h = g(gh)h = (gg)(hh) = ψ(g)ψ(h) ,

d.h. ψ ist ein Homomorphismus. Ist umgekehrt ψ ein Homomorphismus, so ist

g(hg)h = (gh)(gh) = ψ(gh) = ψ(g)ψ(h) = (gg)(hh) = g(gh)h

f

�

ur alle g, h ∈ G. Multiplikation von links mit g−1
und von rehts mit h−1

zeigt, da� dann

auh hg = gh gilt; die Gruppe ist also abelsh.

b) Ist G eine endlihe Gruppe ungerader Ordnung, so gibt es ein nat

�

urlihe Zahl k mit der

Eigenshaft, da� ψ(gk) = ψ(g)k = g ist f

�

ur alle g ∈ G.

Lösung: Sei |G| = n = 2k−1. Nah dem Satz von Lagrange ist die Ordnung eines jeden

Elements g ∈ G ein Teiler der Gruppenordnung, d.h. gn ist das Neutralelement. Damit

ist ψ(gk) = ψ(g)k = g2k = gn+1 = g f

�

ur alle g ∈ G.

) Ist G eine endlihe Gruppe gerader Ordnung, so ist ψ nie injektiv. (Hinweis: Zeigen Sie,

da� Kernψ genau aus den Elementen x besteht, die zu sih selbst invers sind, und da�

deren Anzahl gerade ist.)

Lösung: x ∈ G liegt genau dann im Kern von ψ, wenn x ·x gleih dem Neutralelement ist.

Dies ist

�

aquivalent dazu, da� x invers zu sih selbst ist. Die Anzahl der Elemente, f

�

ur die

das niht der Fall ist, ist gerade, denn die Menge dieser Elemente ist eine disjunkte Ver-

einigung zweielementiger Mengen der Form {g, g−1}. Da die Elementanzahl von G gerade

ist, mu� auh der Kern als Komplement dieser Menge eine gerade Anzahl von Elementen

haben, also wird au�er dem Neutralelement noh mindestens ein weiteres Element auf das

Neutralelement abgebildet. Somit ist ψ niht injektiv.

d) Nun sei speziell G die prime Restklassengruppe (Z/N)×. F
�

ur welhe N ≥ 2 ist ψ ein

Automorphismus?

Lösung: F
�

ur N = 2 ist (Z/2)× = {1}, und ψ ist die Identit

�

at, also ein Automorphismus.

F

�

ur alle N > 2 ist ϕ(N) gerade, denn wenn N durh eine ungerade Primzahl p teilbar ist,

ist ϕ(N) durh p−1 teilbar, und ist N eine Zweierpotenz 2r mit r > 1, so ist N durh 2r−1

teilbar. Somit ist ψ f

�

ur N > 2 nah ) niht injektiv und damit kein Automorphismus.



Aufgabe 3: (7 Punkte)

a) G sei eine endlihe Gruppe, und die Ordnung |G| von G sei eine Primzahl. Zeigen Sie, da�

G zyklish ist!

Lösung: Die Ordnung eines Elements von G ist nah Lagrange ein Teiler der Grup-

penordnung |G|, und die ist nah Voraussetzung eine Primzahl p. Somit hat jedes Element

entweder die Ordnung eins oder p. Da nur das Neutralelement Ordnung eins hat, haben

alle anderen Elemente die Ordnung p und erzeugen daher die Gruppe G, die somit zyklish

sein mu�.

b) F

�

ur welhe nat

�

urlihen Zahlen N mit 9 ≤ N ≤ 14 ist die prime Restklassengruppe (Z/N)×

zyklish?

Lösung: Die Ordnung von (Z/N)× ist ϕ(N), und f

�

ur N =
∏r

i=1 p
ei

i mit vershiedenen

Primzahlen p1, . . . , pr ist ϕ(N) =
∏r

i=1

(

(pi − 1)p
ei−1

)

. Somit ist

ϕ(9) = 2 · 3 = 6, ϕ(10) = 4, ϕ(11) = 10, ϕ(12) = 2 · 2 = 4 und ϕ(13) = 12 .

Modulo 9 sind 22 = 4 und 23 = 8 niht kongruent eins; da alle Ordnungen Teiler von

ϕ(9) = 6 sein m

�

ussen, hat zwei also die Ordnung sehs, und die Gruppe ist zyklish.

Modulo 10 ist 32 = −1, d.h. die Drei hat Ordnung vier, so da� auh diese Gruppe zyklish

ist.

11 und 13 sind Primzahlen, d.h. Z/11 und Z/13 sind K

�

orper, und die multiplikative

Gruppe eines jeden endlihen K

�

orpers ist zyklish.

Modulo 12 ist 52 = 25 ≡ 1, 72 = 49 ≡ 1 und 112 = 121 ≡ 1, d.h. alle Elemente au�er der

Eins haben Ordnung zwei, so da� die Gruppe niht zyklish ist.

Modulo 14 ist 32 = 9 6≡ 1 und 33 = 27 ≡ −1 6≡ 1. Somit hat drei die Ordnung sehs, und

die Gruppe ist zyklish.

(Z/N)× ist also zyklish f

�

ur N ∈ {9, 10, 11, 13, 14}.

) Bestimmen Sie in (Z/100)× das Inverse von drei!

Lösung: 100 : 3 = 33 Rest 1; daher ist 1 = 100 − 3 · 33 = 100 + 3 · (−33). Somit ist

−33 ≡ 67 mod 100 ein multiplikatives Inverses von drei.

Aufgabe 4: (5 Punkte)

Wegen der Einhaltung notwendiger Abstandsregeln d

�

urfen maximal zweihundert Dele-

gierte zum Parteitag der Partei f

�

ur Gesundheit und Wohlstand in die Mehrzwekhalle

der Stadt Gro�wortbah kommen; um ganz siher zu gehen, begrenzt der Parteivorstand

diese Zahl jedoh noh weiter. Bei der Begr

�

u�ung sitzen der Vorsitzende und seine drei

Stellvertreter (mit geb

�

uhrendem Abstand) auf dem Podium; die restlihen Delegierten

sitzen in mehreren Siebenerreihen im Saal verteilt. Da sih herausstellt, da� dabei die

horizontalen Abst

�

ande deutlih gr

�

o�er sind als die vertikalen, wird die Bestuhlung f

�

ur

den n

�

ahsten Tag ver

�

andert: Nun sitzen die Delegierten in Elferreihen; nur in der letzten

Reihe sitzen nur aht. Auf dem Podium

�

andert sih nihts. Beim Abshlu�bankett sitzen

die Delegierten an gro�en runden Tishe, an jedem Tish vier. Wie viele Delegierte waren

beim Parteitag?

Lösung: Die Anzahl der Delegierten sei gleih x. Wenn vier auf dem Podium sitzen, f

�

ullt

der Rest eine gewisse Anzahl von Siebenerreihen; daher ist x ≡ 4 mod 7. Au�erdem ist

x− 8 ≡ 4 mod 11, also x ≡ 12 ≡ 1 mod 11. Shlie�lih ist x auh noh durh vier teilbar.

Beginnen wir mit den Kongruenzen modulo sieben und modulo elf. Der ggT der beiden

Zahlen mu� mit dem erweiterten Euklidishen Algorithmus als Linearkombination der

beiden Zahlen dargestellt werden:

11 : 7 = 1 Rest 4 =⇒ 4 = 11− 7
7 : 4 = 1 Rest 3 =⇒ 3 = 7− 4 = 2 · 7− 11

4 : 3 = 1 Rest 1 =⇒ 1 = 4− 3 = (11− 7) − (7− 4) = 2 · 11− 3 · 7



Also ist

2 · 11 = 22 ≡
{
1 mod 7

0 mod 11
und − 3 · 7 = −21 ≡

{
0 mod 7

1 mod 11
.

Die Summe aus dem Vierfahen der ersten Gleihung und der zweiten Gleihung f

�

uhrt auf

die erste L

�

osung

22 · 4− 21 · 1 = 67 ≡
{
4 mod 7

1 mod 11
.

Die allgemeine L

�

osung der beiden ersten Kongruenzen ist damit 67+ 77k mit k ∈ Z. Die

gesuhte Zahl x mu� auh noh durh vier teilbar sein. Da vier im Vergleih zu 77 sehr

klein ist, �ndet man sie am shnellsten durh Probieren: 67 ist nat
�

urlih niht durh vier

teilbar, aber 67 + 77 = 144 ist eine Viererzahl. Da die L

�

osung aller drei Kongruenzen

eindeutig modulo 4 · 77 = 308 ist und es weniger als zweihundert Delegierte gibt, folgt

x = 144.

Aufgabe 5: (7 Punkte)

a) Wann hei�t ein Element x eines (kommutativen) Rings R eine Einheit?

Lösung: x ∈ R ist eine Einheit, wenn es ein y ∈ R gibt mit xy = 1.

b) Zeigen Sie: Wenn x ∈ R eine Einheit ist, so auh jede Potenz xn.

Lösung: Ist xy = 1, so ist xnyn = (xy)n = 1, so da� auh xn eine Einheit ist

Nun sei R = Z⊕ Z
√
2. Zeigen Sie:

) Ist a + b
√
2 eine Einheit in Z⊕ Z

√
2, so ist auh a − b

√
2 eine.

Lösung: Ist a + b
√
2 eine Einheit, so gibt es ein Element c+ d

√
2 ∈ R, f

�

ur das

(a + b
√
2)(c + d

√
2) = (ac + 2bd) + (ad+ bc)

√
2 = 1

ist, d.h. ac + 2bd = 1 und ad + bc = 0. Damit ist auh

(a − b
√
2)(c − d

√
2) = (ac + 2bd) − (ad+ bc)

√
2 = 1 ,

so da� auh a− b
√
2 eine Einheit ist.

d) a + b
√
2 ist genau dann eine Einheit in Z⊕ Z

√
2, wenn a2 − 2b2 = ±1 ist.

Lösung: Ist a+b
√
2 eine Einheit, so nah ) auh a−b

√
2 und damit auh das Produkt

(

a+ b
√
2
)(

a− b
√
2
)

= a2 − 2b2. Da dieses in Z liegt, kommt nur ±1 in Frage, denn das

Produkt einer ganze Zahl z 6= 0 und eines Elements a + b
√
2 ∈ R mit b 6= 0 liegt niht

in Z.

Ist umgekehrt a2 − 2b2 =
(

a + b
√
2
)(

a − b
√
2
)

= ±1, so ist

(

a + b
√
2
)(

±a∓ b
√
2
)

= 1,

d.h. a+ b
√
2 ist eine Einheit.

e) Finden Sie eine L

�

osung der Gleihung a2 − 2b2 = 1 mit einstelligen positiven ganzen

Zahlen a und b !

Lösung: F
�

ur so eine L

�

osung mu� a2 − 1 das Doppelte einer positiven Quadratzahl sein.

F

�

ur 22 − 1 = 3 ist das niht der Fall, aber 32 − 1 = 8 = 2 · 22. Somit ist (a, b) = (3, 2) eine
L

�

osung und 3+ 2
√
2 eine Einheit.

f) Zeigen Sie, da� es unendlih viele Einheiten in Z⊕ Z
√
2 gibt!

Lösung: Nah b) ist auh jede Potenz einer Einheit eine Einheit; daher sind alle Zahlen

(

3+2
√
2
)n

Einheiten. Sie sind alle vershieden, denn 3+2
√
2 > 1, so da� die Folge dieser

Zahlen streng monoton w

�

ahst.



Aufgabe 6: (6 Punkte)

a) Zerlegen Sie das Polynom f = 6X4 − 12X2
sowohl in Q[X] als auh in Z[X] in seine irredu-

ziblen Faktoren! Wie viele irreduzible Faktoren gibt es jeweils?

Lösung: f = 6X2(X2−2). Das Polynom X2−2 ist in Q[X] irreduzibel, da es sonst rationale
Nullstellen haben m

�

u�te, und X als lineares Polynom ist ohnehin irreduzibel. Der Vorfaktor

zw

�

olf ist sowohl in Q als auh Q[X] eine Einheit. Es gibt somit drei irreduzible Faktoren.

X und X2− 2 sind primitiv, also nah Gau� auh

�

uber Z[X] irreduzibel, allerdings ist die
Sehs jetzt keine Einheit mehr, sondern das Produkt der irreduziblen Elemente zwei und

drei. Die Zerlegung in Z[X] ist daher f = 2 ·3 ·X2 · (X2−2) mit f

�

unf irreduziblen Faktoren.

b) Finden Sie einen endlihen Erweiterungsk

�

orper K/Q mit der Eigenshaft, da� f
�

uber K in

Linearfaktoren zerf

�

allt!

Lösung: Nur der Faktor X2 − 2 kann noh weiter zerlegt werden:

�

Uber K = Q
(
√
2
)

ist

X2 − 2 =
(

X+
√
2
)(

X−
√
2
)

, und damit ist in K[X]

f = 6 · X2 ·
(

X+
√
2
)(

X−
√
2
)

.

wobei die Sehs nat

�

urlih auh in K und in K[X] eine Einheit ist.

) Welhen Grad hat der Zerf

�

allungsk

�

orper von f
�

uber Q ?

Lösung: [K : Q] = 2, und da f in Q[X] niht in Linearfaktoren zerf

�

allt, kann es keinen

kleineren K

�

orper geben,

�

uber dem f zerf
�

allt.

Aufgabe 7: (15 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Zerf

�

allungsk

�

orper K1 von f1 = X4 − 2 und K2 von f2 = X4 − 4 sowie
K3 von f3 = X4 − 16

�

uber Q !

Lösung:

f1 =
(

X2 −
√
2
)(

X+
√
2
)

=
(

X+
4
√
2
)(

X−
4
√
2
)(

X+ i
4
√
2
)(

X+ i
4
√
2
)

f2 = (X2 − 2)(X2 + 2) =
(

X+
√
2
)(

X−
√
2
)(

X+ i
√
2
)(

X− i
√
2
)

f3 = (X2 − 4)(X2 + 4) = (X+ 2)(X − 2)(X+ 2i)(X − 2i)

Somit ist K1 = Q
(

4
√
2, i

)

, K2 = Q
(
√
2, i

)

und K3 = Q(i).

b) Finden Sie m

�

oglihst einfahe Q-Vektorraumbasen der K

�

orper Kν !

Lösung: Q
(

4
√
2
)

hat Grad vier

�

uber Q mit Basis 1,
4
√
2,
√
2 und

(

4
√
2
)3
. Durh Ad-

junktion von i entsteht K1; hier bilden 1,
4
√
2,
√
2,
(

4
√
2
)3
, i, i

4
√
2, i

√
2 und i

(

4
√
2
)3

eine

Basis.

F

�

ur K2 bilden entsprehend 1,
√
2, i und i

√
2 eine Q-Basis, bei K3 einfah 1 und i.

) F

�

ur welhe ν ist Kν
∼= Q[X]/(fν) ?

Lösung: Q[X]/(fν) ist in allen drei F

�

allen ein vierdimensionaler Q-Vektorraum. Wegen

[K1 : Q] = 8 und [K3 : Q] = 2 kann es f

�

ur ν = 1 und ν = 3 keinen Isomorphismus geben.

F

�

ur ν = 2 stimmen zwar die Dimensionen

�

uberein, aber da f2 = (X2 − 2)(X2 + 2) in

Q[X] niht irreduzibel ist, hat Q[X]/(f2) Nullteiler und kann somit niht isomorph zum

K

�

orper K2 sein.

d) F

�

ur welhe ν ist die K

�

orpererweiterungen Kν/Q Galoissh?

Lösung: Eine K
�

orpererweiterung K/Q ist genau dannGaloissh, wenn K der Zerf

�

allungs-

k

�

orper eines separablen Polynoms aus Q[X] ist. Da in Charakteristik Null jedes Polynom

separabel ist, sind alle Kν/Q Galoissh.



e) Finden Sie alle Monomorphismen K2 → C !

Lösung: O�ensihtlih ist so ein Monomorphismus durh die Bilder von

√
2 und i ein-

deutig festgelegt. Da jeder Monomorphismus σ : Q → C auf Q die Identit

�

at ist und

√
a

Nullstelle des Polynoms X2 − a ist, kann das Bild von

√
a nur

√
a selbst oder −

√
a sein.

Es gibt somit, wie auf Grund der Dimension zu erwarten war, vier Monomorphismen, von

denen wir nur angeben m

�

ussen, ob sie

√
2 bzw. i auf sih selbst abbilden oder auf sein

Negatives. Sie sind in der folgenden Tabelle angegeben:

σ0 σ1 σ2 σ3

Bild von

√
2

√
2 −

√
2

√
2 −

√
2

Bild von i i i −i −i

f) Bestimmen Sie die Gruppe G = Aut(K2/Q) und entsheiden Sie, ob diese aufl

�

osbar ist!

Lösung: Alle Monomorphismen σj:K2 → C bilden K2 auf sih selbst ab, k

�

onnen also auh

als Automorphismen von K2 betrahtet werden (die Q automatish festlassen). G besteht

also aus diesen vier Automorphismen. Da σ2j in allen F

�

allen gleih der Identit

�

at ist, ist

diese Gruppe abelsh, also erst reht aufl

�

osbar. (Als abstrakte Gruppe ist sie isomorph

zur Kleinshen Vierergruppe V4 = Z/2⊕ Z/2.)

g) Geben Sie alle Zwishenk

�

orper L mit Q ⊂ L ⊂ K2 explizit an, und �nden Sie, sofern

m

�

oglih, jeweils eine Gruppe U von Automorphismen von K2 derart, da� K
U
2 = L ist sowie

eine Gruppe H von Automorphismen von L mit LH = Q !

Lösung: Da die Galois-Gruppe abelsh ist, ist jede Untergruppe Normalteiler, d.h. jeder

Zwishenk

�

orper ist Galoissh

�

uber Q. Zwishenk
�

orper vom Grad zwei

�

uber Q sind die

drei K

�

orper, die von einem der Elemente

√
2, i und

√
−2 = i

√
2
�

uber Q erzeugt werden.

Q
(
√
2
)

ist der Fixk

�

orper von {σ0, σ2}, und Q ist der Fixk

�

orper dieses K

�

orpers unter der

Gruppe bestehend aus den Einshr

�

ankungen von σ0 und σ1 (oder σ3) auf Q
(√
2
)

.

Q(i) ist der Fixk

�

orper von {σ0, σ1}, und Q ist der Fixk

�

orper davon unter der Gruppe

bestehend aus den Einshr

�

ankungen von σ0 und σ2 (oder σ3) auf Q(i).

Q
(√

−2
)

ist der Fixk

�

orper von {σ0, σ3}, und Q ist der Fixk

�

orper dieses K

�

orpers unter der

Gruppe bestehend aus den Einshr

�

ankungen von σ0 und σ1 (oder σ2) auf Q
(√

−2
)

.

h) Zeigen Sie, da� K2 = Q
(
√
2+ i

)

ist!

Lösung: Da
√
2 und i beide in K2 liegen, ist Q

(√
2+i

)

auf jeden Fall ein Teilk

�

orper von K2.

Falls es ein ehter Teilk

�

orper ist, mu� er Grad zwei

�

uber Q haben.

(
√
2+ i

)2
= 1+ 2

√
2i

liegt niht in Q, und f

�

ur jedes a ∈ Q ist auh

(
√
2+ i

)2
+ a

(
√
2+ i

)

= 1+ 2
√
2i+ a

√
2+ ai

keine rationale Zahl. Somit ist der Teilk

�

orper niht quadratish und mu� daher ganz K2

sein.


