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Modulklausur Algebra

Aufgabe 1: (7 Punkte)
Bestimmen Sie alle komplexen Losungen (einschlieBlich Vielfachheiten) der folgenden Glei-
chungen:

a) x> —4x —1=4i(x —2)

Loésung: Bringt man alle mit x behafteten Terme auf die linke Seite und den Rest auf die
rechte, wir die Gleichung zu x> — (4+4i)x = 1—8i (d.h. p = —4—4i und q = —1+8i) oder
(x— (2—|—Zi))2 —(2+2i)? = (x— (Z—I—Zi))2 —8i = 1—8i. Addition von 8i auf beiden Seiten
macht daraus (x — (2 + Zi))2 =1, d.h. x — (24 2i) = £1. Die Losungen sind somit 3 + 2i
und 1+ 2i. Da eine quadratische Gleichung mit Vielfachheiten gezdhlt zwei Losungen hat,
sind beides einfache Nullstellen.

b) x® 4+ 10x* + 29x? + 20 = 0 (Hinweis: Beachten Sie, daB alle Exponenten gerade sind!)

Losung: Die Gleichung hat offensichtlich keine reellen Losungen, denn fiir reelle x ist die
linke Seite stets mindestens 20. Mit y = x? wird die linke Seite zu

f(y) =y3 + 10y + 29y + 20.

Das Produkt aller Nullstellen von f ist nach VIETE gleich —20, und ihre Summe ist —10.
Fiir positive y ist offensichtlich f(y) > 20; es reicht also, negative Teiler von 20 durchpro-
bieren:

f(—1) = —1+10—29+20 =0
f(—2) = —8+40 —58 +20 = —6
f(—4) = —64 + 160 — 116 + 20 = 0

Also sind —1 und —4 Nullstellen; die dritte mufl dann nach VIETE gleich —5 sein, was man
auch durch Einsetzen bestdtigen kann. Die Nullstellen der urspriinglichen Gleichung sind
daher 4i, +-2i und ++/—5. Da die Gleichung sechsten Grades sechs verschiedene Nullstellen
hat, sind alle Vielfachheit eins.

c) Bestimmen Sie zundchst alle Nullstellen des grofiten gemeinsamen Teilers der beiden Po-
lynome

f=X®4+3X5 +4X* +6X34+5X2+3X+2 und g=X®—3X5+4X*—6X3+5X?—3X+2,

und dann die von f und g jeweils mit Vielfachheiten! Beachten Sie dabei, dafl es fiir den
ggT nicht auf konstante Faktoren ankommt.

Lésung: Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teilers mit dem EukLiDischen Algo-
rithmus:
f:g=1 Rest 1} =6X>+12X3 +6X =6(X> +2X3 +X)

Da es fiir den ggT und damit auch bei den Divisionsresten nicht auf konstante Faktoren
ankommt, kénnen wir mit r;/6 weiter arbeiten:

g:(X°+2X3+X) =X—3 Rest 1) =2X* +4X2 +2 =2(X* +2X* +1)
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Wieder ignorieren wir den Faktor zwei und dividieren als nichstes
(XC4+2X3+X): (X*+2X>+1) =X Rest 0

Somit ist ggT(f,g) = X* +2X2 +1 = (X? + 1)2. Dieses Polynom hat +i als doppelte
Nullstelle.

/(X4 42X%2+1) = X2 +3X+2 und g/(X*+X?+1) = X2—3X+2. Die beiden verbleibenden
Nullstellen von f bzw. g haben also das Produkt zwei; ihre Summe ist im Falle von f
gleich —3, bei g aber +-3. Somit hat f aufler den doppelten Nullstellen +1i noch die einfachen
Nullstellen —1 und —2; in Falle von g sind es 1 und 2.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

G sei eine Gruppe und J: G — G sei die Abbildung, die jedes Element g € G auf g*> = g-g
abbildet. Zeigen Sie:

1 ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn G abelsch ist.
Losung: Ist G abelsch, so ist fiir alle g,h € G

b(gh) = (gh)(gh) = g(hg)h = g(gh)h = (gg)(hh) = b(g)b(h),
d.h. 1 ist ein Homomorphismus. Ist umgekehrt 1\ ein Homomorphismus, so ist

g(hg)h = (gh)(gh) =V (gh) =V (g)b(h) = (gg)(hh) = g(gh)h

1

fiir alle g, h € G. Multiplikation von links mit g~' und von rechts mit h—' zeigt, da8 dann

auch hg = gh gilt; die Gruppe ist also abelsch.

Ist G eine endliche Gruppe ungerader Ordnung, so gibt es ein natiirliche Zahl k mit der
Eigenschaft, da8 \(g*) = \(g)* = g ist fiir alle g € G.

Losung: Sei |G| = n = 2k—1. Nach dem Satz von LAGRANGE ist die Ordnung eines jeden
Elements g € G ein Teiler der Gruppenordnung, d.h. g™ ist das Neutralelement. Damit
ist P(g*) = P(g)k = g?* = g"*! = g fiir alle g € G.

Ist G eine endliche Gruppe gerader Ordnung, so ist \ nie injektiv. (Hinweis: Zeigen Sie,
dal Kern{ genau aus den Elementen x besteht, die zu sich selbst invers sind, und daf
deren Anzahl gerade ist.)

Losung: x € G liegt genau dann im Kern von 1, wenn x-x gleich dem Neutralelement ist.
Dies ist dquivalent dazu, dafl x invers zu sich selbst ist. Die Anzahl der Elemente, fiir die
das nicht der Fall ist, ist gerade, denn die Menge dieser Elemente ist eine disjunkte Ver-
einigung zweielementiger Mengen der Form {g, g~ '}. Da die Elementanzahl von G gerade
ist, mufl auch der Kern als Komplement dieser Menge eine gerade Anzahl von Elementen
haben, also wird aufler dem Neutralelement noch mindestens ein weiteres Element auf das
Neutralelement abgebildet. Somit ist 1\ nicht injektiv.

Nun sei speziell G die prime Restklassengruppe (Z/N)*. Fiir welche N > 2 ist 1\ ein
Automorphismus?

Losung: Fir N =2 ist (Z/2)* = {1}, und 1 ist die Identitdt, also ein Automorphismus.
Fiir alle N > 2 ist @(N) gerade, denn wenn N durch eine ungerade Primzahl p teilbar ist,
ist @(N) durch p—1 teilbar, und ist N eine Zweierpotenz 2" mit v > 1, so ist N durch 27!
teilbar. Somit ist 1 fiir N > 2 nach ¢) nicht injektiv und damit kein Automorphismus.
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

G sei eine endliche Gruppe, und die Ordnung |G| von G sei eine Primzahl. Zeigen Sie, daf3
G zyklisch ist!

Loésung: Die Ordnung eines Elements von G ist nach LAGRANGE ein Teiler der Grup-
penordnung |G|, und die ist nach Voraussetzung eine Primzahl p. Somit hat jedes Element
entweder die Ordnung eins oder p. Da nur das Neutralelement Ordnung eins hat, haben
alle anderen Elemente die Ordnung p und erzeugen daher die Gruppe G, die somit zyklisch
sein mu$.

Fiir welche natiirlichen Zahlen N mit 9 < N < 14 ist die prime Restklassengruppe (Z/N)*
zyklisch?

Losung: Die Ordnung von (Z/N)* ist ¢(N), und fiir N = [];_; p{* mit verschiedenen
Primzahlen py,...,p, ist @(N) =[]i_; ((pi —1)p*~"). Somit ist

e(?)=2-3=6, @(10)=4, ¢(11)=10, @(12)=2-2=4 und (13)=12.

Modulo 9 sind 2? = 4 und 23 = 8 nicht kongruent eins; da alle Ordnungen Teiler von
©(9) = 6 sein miissen, hat zwei also die Ordnung sechs, und die Gruppe ist zyklisch.
Modulo 10 ist 3> = —1, d.h. die Drei hat Ordnung vier, so daf8 auch diese Gruppe zyklisch
ist.

11 und 13 sind Primzahlen, d.h. Z/11 und Z/13 sind Korper, und die multiplikative
Gruppe eines jeden endlichen Koérpers ist zyklisch.

Modulo 12 ist 52 =25=1,7%> =49 =1 und 11> = 121 = 1, d.h. alle Elemente aufler der
Eins haben Ordnung zwei, so dafl die Gruppe nicht zyklisch ist.

Modulo 14 ist 32 =9 # 1 und 33 =27 = —1 # 1. Somit hat drei die Ordnung sechs, und
die Gruppe ist zyklisch.

(Z/N)* ist also zyklisch fiir N € {9,10,11,13,14}.
Bestimmen Sie in (Z/100)* das Inverse von drei!

Losung: 100 : 3 = 33 Rest 1; daher ist 1 = 100 — 3 - 33 = 100 + 3 - (—33). Somit ist
—33 = 67 mod 100 ein multiplikatives Inverses von drei.

Aufgabe 4: (5 Punkte)

Wegen der Einhaltung notwendiger Abstandsregeln diirfen maximal zweihundert Dele-
gierte zum Parteitag der Partei fiir Gesundheit und Wohlstand in die Mehrzweckhalle
der Stadt Grofiwortbach kommen; um ganz sicher zu gehen, begrenzt der Parteivorstand
diese Zahl jedoch noch weiter. Bei der Begriilung sitzen der Vorsitzende und seine drei
Stellvertreter (mit gebithrendem Abstand) auf dem Podium; die restlichen Delegierten
sitzen in mehreren Siebenerreihen im Saal verteilt. Da sich herausstellt, da} dabei die
horizontalen Abstdnde deutlich grofier sind als die vertikalen, wird die Bestuhlung fiir
den nichsten Tag verdndert: Nun sitzen die Delegierten in Elferreihen; nur in der letzten
Reihe sitzen nur acht. Auf dem Podium &ndert sich nichts. Beim Abschlufibankett sitzen
die Delegierten an grofien runden Tische, an jedem Tisch vier. Wie viele Delegierte waren
beim Parteitag?

Loésung: Die Anzahl der Delegierten sei gleich x. Wenn vier auf dem Podium sitzen, fiillt
der Rest eine gewisse Anzahl von Siebenerreihen; daher ist x = 4 mod 7. Auflerdem ist
x —8 =4 mod 11, also x = 12 = 1 mod 11. SchlieBlich ist x auch noch durch vier teilbar.

Beginnen wir mit den Kongruenzen modulo sieben und modulo elf. Der ggT der beiden
Zahlen mufl mit dem erweiterten EukLIDischen Algorithmus als Linearkombination der
beiden Zahlen dargestellt werden:

11:7=1 Rest 4 —=4=11-7
7:4=1Rest3—=3=7—-4=2-7—-11
4:3=1Rest 1 —=1=4-3=(11-7)—(7—4)=2-11-3.7



d)

1)

Also ist
1 mod 7 0 mod 7

0 mod 11 1mod 11 °

Die Summe aus dem Vierfachen der ersten Gleichung und der zweiten Gleichung fiihrt auf
die erste Losung

2-H=225{ und —3-7:—21;{

4 mod 7
Tmod 11 °

Die allgemeine Losung der beiden ersten Kongruenzen ist damit 67 + 77k mit k € Z. Die
gesuchte Zahl x mufl auch noch durch vier teilbar sein. Da vier im Vergleich zu 77 sehr
klein ist, findet man sie am schnellsten durch Probieren: 67 ist natiirlich nicht durch vier
teilbar, aber 67 + 77 = 144 ist eine Viererzahl. Da die Losung aller drei Kongruenzen
eindeutig modulo 4 - 77 = 308 ist und es weniger als zweihundert Delegierte gibt, folgt
x = 144.

22.4-21-1 :675{

Aufgabe 5: (7 Punkte)
Wann heifit ein Element x eines (kommutativen) Rings R eine Einheit?

Losung: x € R ist eine Einheit, wenn es ein y € R gibt mit xy =1.
Zeigen Sie: Wenn x € R eine Einheit ist, so auch jede Potenz x™.
Losung: Ist xy =1, so ist x"y™ = (xy)™ = 1, so dafl auch x™ eine Einheit ist

Nun sei R = Z @ Z+/2. Zeigen Sie:
Ist a + by/2 eine Einheit in Z & Z+/2, so ist auch a — by/2 eine.

Lésung: Ist a 4+ by/2 eine Einheit, so gibt es ein Element ¢ + dv/2 € R, fiir das
(a+bV2)(c + dV2) = (ac+2bd) + (ad + bc)V2 =1

ist, d.h. ac +2bd =1 und ad + bc = 0. Damit ist auch
(a—bVv2)(c — dV2) = (ac + 2bd) — (ad + bc)vV2 =1,

so da8 auch a — by/2 eine Einheit ist.

a + by/2 ist genau dann eine Einheit in Z ¢ Z+v/2, wenn a? — 2b% = +1 ist.

Losung: Ist a+by/2 eine Einheit, so nach ¢ ) auch a—b+v/2 und damit auch das Produkt
(a+bv2)(a—bV2) = a? — 2b%. Da dieses in Z liegt, kommt nur +1 in Frage, denn das
Produkt einer ganze Zahl z # 0 und eines Elements a + bv/2 € R mit b # 0 liegt nicht
in Z.

Ist umgekehrt a? —2b? = (a + bv2) (a —bV2) = £1, so ist (a +bV2)(taFbv2) =1,
d.h. a+ bv?2 ist eine Einheit.

Finden Sie eine Lésung der Gleichung a? — 2b? = 1 mit einstelligen positiven ganzen
Zahlen a und b!

Losung: Fiir so eine Losung mu a’ — 1 das Doppelte einer positiven Quadratzahl sein.
Fiir 22 — 1 = 3 ist das nicht der Fall, aber 3> —1 =8 = 2-22. Somit ist (a,b) = (3,2) eine
Loésung und 3 + 2v/2 eine Einheit.

Zeigen Sie, daBl es unendlich viele Einheiten in Z & Z+/2 gibt!

L6sung: Nach b) ist auch jede Potenz einer Einheit eine Einheit; daher sind alle Zahlen
(3—1—2\/2)n Einheiten. Sie sind alle verschieden, denn 3+2v/2 > 1, so daf die Folge dieser
Zahlen streng monoton wéchst.
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Aufgabe 6: (6 Punkte)

Zerlegen Sie das Polynom f = 6X* — 12X? sowohl in Q[X] als auch in Z[X] in seine irredu-
ziblen Faktoren! Wie viele irreduzible Faktoren gibt es jeweils?

Losung: f = 6X2(X?—2). Das Polynom X?—2 ist in Q[X] irreduzibel, da es sonst rationale
Nullstellen haben miifite, und X als lineares Polynom ist ohnehin irreduzibel. Der Vorfaktor
zwolf ist sowohl in QQ als auch Q[X] eine Einheit. Es gibt somit drei irreduzible Faktoren.

X und X? —2 sind primitiv, also nach GAuss auch iiber Z[X] irreduzibel, allerdings ist die
Sechs jetzt keine Einheit mehr, sondern das Produkt der irreduziblen Elemente zwei und
drei. Die Zerlegung in Z[X] ist daher f = 2-3-X?- (X% —2) mit fiinf irreduziblen Faktoren.

Finden Sie einen endlichen Erweiterungskérper K/Q mit der Eigenschaft, dafl f iiber K in
Linearfaktoren zerfillt!

Losung: Nur der Faktor X? — 2 kann noch weiter zerlegt werden: Uber K = Q(v/2) ist
X? -2 = (X+v2)(X—v2), und damit ist in K[X]

f=6-X* (X+V2)(X=V2).
wobei die Sechs natiirlich auch in K und in K[X] eine Einheit ist.

Welchen Grad hat der Zerfallungskorper von f iiber Q7

Losung: [K : Q] = 2, und da f in Q[X] nicht in Linearfaktoren zerfillt, kann es keinen
kleineren Korper geben, iiber dem f zerfallt.

Aufgabe 7: (15 Punkte)

Bestimmen Sie die Zerfallungskorper K; von f; = X* —2 und K, von f, = X* — 4 sowie
K3 von f3 = X* — 16 iiber Q!

Losung:

f1 =(X* = V2) (X +Vv2) = (X+ V2)(X— V2)(X+1V2) (X +1V2)
fy = (X2 —=2)(X* +2) = (X+V2) (X = vV2) (X +1V2) (X — iV2)
f3 = (X2 —4)(X? +4) = (X+2)(X = 2)(X + 21)(X — 2i)

Somit ist K1 = Q( V2,1), K, = Q(V2,1) und K3 = Q(1).

Finden Sie mdglichst einfache Q-Vektorraumbasen der Kérper K, !

Losung: Q( V/2) hat Grad vier iiber Q mit Basis 1, V2,2 und (4\/2)3 Durch Ad-
junktion von i entsteht Ky; hier bilden 1, ¥/2,v2, ( 4\/2)3,1,i V2,iv2 und i( 4\/2)3 eine
Basis.

Fiir K, bilden entsprechend 1,+v/2,i und i\/2 eine Q-Basis, bei K3 einfach 1 und i.

Fiir welche v ist K, = Q[X]/(fy)?

Losung: Q[X]/(fy) ist in allen drei Fallen ein vierdimensionaler Q-Vektorraum. Wegen
[K; : Q] =8 und [K3 : Q] = 2 kann es fiir v =1 und v = 3 keinen Isomorphismus geben.
Fiir v = 2 stimmen zwar die Dimensionen iiberein, aber da f, = (X? —2)(X? +2) in
QI[X] nicht irreduzibel ist, hat Q[X]/(f,) Nullteiler und kann somit nicht isomorph zum
Korper K, sein.

Fiir welche v ist die Korpererweiterungen K, /Q GALoissch?

Losung: Eine Korpererweiterung K/Q ist genau dann GaLoissch, wenn K der Zerfallungs-
korper eines separablen Polynoms aus Q[X] ist. Da in Charakteristik Null jedes Polynom
separabel ist, sind alle K, /Q GALo1ssch.
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Finden Sie alle Monomorphismen K; — C!

Lésung: Offensichtlich ist so ein Monomorphismus durch die Bilder von v/2 und i ein-
deutig festgelegt. Da jeder Monomorphismus o : Q — C auf Q die Identitit ist und /a
Nullstelle des Polynoms X? — a ist, kann das Bild von /a nur /a selbst oder —/a sein.
Es gibt somit, wie auf Grund der Dimension zu erwarten war, vier Monomorphismen, von
denen wir nur angeben miissen, ob sie /2 bzw. i auf sich selbst abbilden oder auf sein
Negatives. Sie sind in der folgenden Tabelle angegeben:

0o (O] 02 03

Bild von v2 \/Z —ﬁ ﬁ —\/2

Bild von i i i — —

Bestimmen Sie die Gruppe G = Aut(K,/Q) und entscheiden Sie, ob diese auflosbar ist!

Losung: Alle Monomorphismen oj: K; — C bilden K; auf sich selbst ab, kénnen also auch
als Automorphismen von K, betrachtet werden (die Q automatisch festlassen). G besteht
also aus diesen vier Automorphismen. Da cr)-z in allen Fallen gleich der Identitat ist, ist
diese Gruppe abelsch, also erst recht auflosbar. (Als abstrakte Gruppe ist sie isomorph
zur KLEINschen Vierergruppe V4, =Z/2® Z/2.)

Geben Sie alle Zwischenkdrper L mit Q C L C K, explizit an, und finden Sie, sofern
méglich, jeweils eine Gruppe U von Automorphismen von K, derart, da8 K = L ist sowie
eine Gruppe H von Automorphismen von L mit L = Q!

Loésung: Da die GAaLoIs-Gruppe abelsch ist, ist jede Untergruppe Normalteiler, d.h. jeder
Zwischenkorper ist GaLoissch iiber Q. Zwischenkorper vom Grad zwei iiber QQ sind die
drei Korper, die von einem der Elemente v/2, i und v—2 = i/2 iiber Q erzeugt werden.

@(\/Z) ist der Fixkorper von {0y, 02}, und Q ist der Fixkorper dieses Korpers unter der
Gruppe bestehend aus den Einschréankungen von oo und o7 (oder 03) auf Q(v2).

Q(i) ist der Fixkdrper von {0p,01}, und Q ist der Fixkdrper davon unter der Gruppe
bestehend aus den Einschrankungen von oy und o, (oder o3) auf Q(i).

Q(\/ —2) ist der Fixkorper von {0p, 03}, und Q ist der Fixkorper dieses Korpers unter der
Gruppe bestehend aus den Einschrdnkungen von o, und o; (oder o,) auf Q(\/ —2).

Zeigen Sie, daB K, = Q(v2 + 1) ist!

Losung: Da v/2 und i beide in K liegen, ist Q(v/2+1) auf jeden Fall ein Teilkérper von K.
Falls es ein echter Teilkdrper ist, mufl er Grad zwei iiber Q haben. (v2 + i)z =1+2V2i
liegt nicht in Q, und fiir jedes a € Q ist auch

(V2+1)’ +a(V2+1i) = 1+ 2V2i+ aV2 + ai

keine rationale Zahl. Somit ist der Teilkdrper nicht quadratisch und mufl daher ganz K,
sein.



