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Modulklausur Algebra

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (7 Punkte)

Bestimmen Sie alle komplexen L

�

osungen (einshlie�lih Vielfahheiten) der folgenden Glei-

hungen:

a) x2 − 4x − 1 = 4i(x − 2)

b) x6 + 10x4 + 29x2 + 20 = 0 (Hinweis: Beahten Sie, da� alle Exponenten gerade sind!)

) Bestimmen Sie zun

�

ahst alle Nullstellen des gr

�

o�ten gemeinsamen Teilers der beiden Po-

lynome

f = X6+ 3X5+ 4X4+ 6X3+ 5X2+ 3X+ 2 und g = X6− 3X5+ 4X4− 6X3+ 5X2− 3X+ 2 ,

und dann die von f und g jeweils mit Vielfahheiten! Beahten Sie dabei, da� es f

�

ur den

ggT niht auf konstante Faktoren ankommt.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

G sei eine Gruppe und ψ:G→ G sei die Abbildung, die jedes Element g ∈ G auf g2 = g ·g
abbildet. Zeigen Sie:

a) ψ ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn G abelsh ist.

b) Ist G eine endlihe Gruppe ungerader Ordnung, so gibt es ein nat

�

urlihe Zahl k mit der

Eigenshaft, da� ψ(gk) = ψ(g)k = g ist f

�

ur alle g ∈ G.
) Ist G eine endlihe Gruppe gerader Ordnung, so ist ψ nie injektiv. (Hinweis: Zeigen Sie,

da� Kernψ genau aus den Elementen x besteht, die zu sih selbst invers sind, und da�

deren Anzahl gerade ist.)

d) Nun sei speziell G die prime Restklassengruppe (Z/N)×. F
�

ur welhe N ≥ 2 ist ψ ein

Automorphismus?

Aufgabe 3: (7 Punkte)

a) G sei eine endlihe Gruppe, und die Ordnung |G| von G sei eine Primzahl. Zeigen Sie, da�

G zyklish ist!

b) F

�

ur welhe nat

�

urlihen Zahlen N mit 9 ≤ N ≤ 14 ist die prime Restklassengruppe (Z/N)×

zyklish?

) Bestimmen Sie in (Z/100)× das Inverse von drei!

• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 4: (5 Punkte)

Wegen der Einhaltung notwendiger Abstandsregeln d

�

urfen maximal zweihundert Dele-

gierte zum Parteitag der Partei f

�

ur Gesundheit und Wohlstand in die Mehrzwekhalle

der Stadt Gro�wortbah kommen; um ganz siher zu gehen, begrenzt der Parteivorstand

diese Zahl jedoh noh weiter. Bei der Begr

�

u�ung sitzen der Vorsitzende und seine drei

Stellvertreter (mit geb

�

uhrendem Abstand) auf dem Podium; die restlihen Delegierten

sitzen in mehreren Siebenerreihen im Saal verteilt. Da sih herausstellt, da� dabei die

horizontalen Abst

�

ande deutlih gr

�

o�er sind als die vertikalen, wird die Bestuhlung f

�

ur

den n

�

ahsten Tag ver

�

andert: Nun sitzen die Delegierten in Elferreihen; nur in der letzten

Reihe sitzen nur aht. Auf dem Podium

�

andert sih nihts. Beim Abshlu�bankett sitzen

die Delegierten an gro�en runden Tishe, an jedem Tish vier. Wie viele Delegierte waren

beim Parteitag?

Aufgabe 5: (7 Punkte)

a) Wann hei�t ein Element x eines (kommutativen) Rings R eine Einheit?

b) Zeigen Sie: Wenn x ∈ R eine Einheit ist, so auh jede Potenz xn. Nun sei R = Z ⊕ Z
√
2.

Zeigen Sie:

) Ist a + b
√
2 eine Einheit in Z⊕ Z

√
2, so ist auh a − b

√
2 eine.

d) a + b
√
2 ist genau dann eine Einheit in Z⊕ Z

√
2, wenn a2 − 2b2 = ±1 ist.

e) Finden Sie eine L

�

osung der Gleihung a2 − 2b2 = 1 mit einstelligen positiven ganzen

Zahlen a und b !

f) Zeigen Sie, da� es unendlih viele Einheiten in Z⊕ Z
√
2 gibt!

Aufgabe 6: (6 Punkte)

a) Zerlegen Sie das Polynom f = 6X4 − 12X2
sowohl in Q[X] als auh in Z[X] in seine irredu-

ziblen Faktoren! Wie viele irreduzible Faktoren gibt es jeweils?

b) Finden Sie einen endlihen Erweiterungsk

�

orper K/Q mit der Eigenshaft, da� f
�

uber K in

Linearfaktoren zerf

�

allt!

) Welhen Grad hat der Zerf

�

allungsk

�

orper von f
�

uber Q ?

Aufgabe 7: (15 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Zerf

�

allungsk

�

orper K1 von f1 = X4 − 2 und K2 von f2 = X4 − 4 sowie
K3 von f3 = X4 − 16

�

uber Q !

b) Finden Sie m

�

oglihst einfahe Q-Vektorraumbasen der K

�

orper Kν !

) F

�

ur welhe ν ist Kν
∼= Q[X]/(fν) ?

d) F

�

ur welhe ν ist die K

�

orpererweiterungen Kν/Q Galoissh?

e) Finden Sie alle Monomorphismen K2 → C !

f) Bestimmen Sie die Gruppe G = Aut(K2/Q) und entsheiden Sie, ob diese aufl

�

osbar ist!

g) Geben Sie alle Zwishenk

�

orper L mit Q ⊂ L ⊂ K2 explizit an, und �nden Sie, sofern

m

�

oglih, jeweils eine Gruppe U von Automorphismen von K2 derart, da� KU

2
= L ist sowie

eine Gruppe H von Automorphismen von L mit LH = Q !

h) Zeigen Sie, da� K2 = Q
(
√
2+ i

)

ist!


